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FORORD

Under bearbeidingen av resultatene fra de arbeidskraftundersgkel-
ser Statistisk Sentralbyrd gjennomf¢rer pd utvalgsbasis, blir de som er
intervjuet gruppert, etter kj¢nn og alder. En slik teknikk kalles etter-
hdndsstratifisering. Den blir nyttet dels i et forsgk pd 3 redusere
samplingsusikkerheten i de publiserte resultatene og dels for & skape samsvar
mellom de tall som offentliggj¢res fra arbeidskraftunders¢kelsene og tall
i annen befolkningsstatistikk.

Byrdet har ¢nsket & f& en vurdering av egenskapene ved tilgjenge-
lige estimeringsmetoder som bygger pd etterhdndsstratifisering. En slik
vurdering blir lagt fram i denne artikkelen. I et fors¢k pd & gj¢re de
viktigste resultatene tilgjengelige ogsd for folk som ikke har spesielle
kunnskaper i matematisk statistikk, er framstillingen delt i to. De to
forste kapitlene gir en verbal beskrivelse av estimeringsmetodene og
deres viktigste egenskaper. Den matematiske analyse er skilt ut og fram-—

stilt i kapittel 3 og i et matematisk appendiks.

Statistisk Sentralbyrd, Oslo, 20. juni 1974

Petter Jakob Bjerve



PREFACE

During the processing of the results from the Labour Force Surveys
of the Central Bureau of Statistics of Norway, the respondents are classi-
fied according to sex and age. A technique like this is called post-
stratification, and it is used in an attempt to reduce sampling error in
the published results, and also to make these results consistent with
figures from the usual population statistics.

The Bureau has wanted an evaluation of the statistical properties
of current estimation methods based on post-stratification. Such an
evaluation is presented in this article. In an attempt to make the main
results accessible to those who do not have special knowledge of mathe-
matical statistics, the presentation is made at two levels. The two first
Chapters give a verbal description of the estimation methods and their
main properties. The mathematical analysis has been separated from the rest

and can be found in Chapter 3, and in a mathematical Appendix.

Central Bureau of Statistics, Oslo, 20 June 1974

Petter Jakob Bjerve
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1. INNLEDNING OG HOVEDKONKLUSJON.

Ved mange utvalgsundersgkelser benyttes det en teknikk som kalles
etterhdndsstratifisering. Denne teknikken gdr ut pd at utvalget sorteres
i klasser (etterhdndsstrata) etter spesielle kjennetegn, fg¢rst ndr dataene
foreligger. Metoden brukes i situasjoner der en pd forhdnd ikke vet
hvilken av disse klassene den enkelte enhet tilhg¢rer. I Byrdet benyttes
etterhdndsstratifisering i forbindelse med arbeidskraftunders¢kelsene (AKU),
idet personene i utvalget inndeles etter kj¢nn og alder under databearbeid-
ingen. Ett formdl med denne framgangsmdten er den samme som for 'vanlig"
forh&ndsstratifisering, nemlig ¢nsket om variansreduksjon. I Byrdets AKU
har en ogsd en annen hensikt med den estimeringsmetoden som brukes. Fra
det sentrale personregister kjenner en samlet antall personer i landet
fordelt etter alder og kj¢nn. Det er derfor ¢nskelig at det samlede antall
personer i en kj¢nns- og aldersgruppe som framkommer ved summering over
AKU-estimatene for antallet i de enkelte sysselsettingsgrupper, skal sam-
svare med opplysningene fra personregisteret. Den metoden en bruker i dag,
har denne egenskapen. En estimeringsmetode som har en egenskap av denne

typen, vil vi si har samsvarsegenskapen.

I det prosjektet som beskrives her, har vi i hovedsak studert to
mater til & utnytte etterhdndsstratifisering for estimering av samlet an-
tall enheter med et bestemt kjennetegn i unders¢kelsesbestanden. Den ene
metoden brukes i Byrdets arbeidskraftundersgkelser i dag, og vi vil be-
tegne den a®. Denne bygger p& var kunnskap om fordelingen pd alder og
kj¢nn 1 den samlede norske befolkning, og krever ikke at vi skal kjenne
denne fordelingen i det enkelte utvalgsomride.

Den andre metoden vi studerer, krever kunnskap om fordelingen av
befolkningen pd alder og kj¢nn, ogsd innen det enkelte utvalgsomrade.
Denne estimatoren vil vi kalle &. Den kan ikke brukes med dagens standard
utvalgsplan, men den vil vere aktuell ndr den nye standard utvalgsplan tas
i bruk. Vi kjenner nemlig ikke befolkningens alders— og kj¢nnsfordeling
innen de ndverende utvalgsomrddene, mens disse data vil vare tilgjengelig
for kommunene, som blir utvalgsomrdder i den nye utvalgsplanen.

Vi studerer estimatorenes statistiske egenskaper, f¢rst og fremst
forventning og varians. Det ser ut til at de tradisjonelle tilnzrmings—
formler for disse parametrene er for grove og kompliserte for virt bruk.
Ved & ta utgangspunkt i en tilnzrmelse til den eksakte fordeling (Burr,
1973), har vi funnet finere tiln®rmelsesformler. Vi har sammenliknet
disse med de tilsvarende parametrene for den estimeringsmetode Byrdet
vanligvis bruker, der en ikke etterhdndsstratifiserer utvalget. Den

tilsvarende estimatoren vil vi betegne med &.



De estimatorene vi har studert, kan ogsd brukes ved estimering av
fordelinger osv. innen del-bestander. Vi kan f.eks. betrakte hvert etter-
hdndsstratum som en del-bestand. Det er nettopp det Byrdet gj¢r nir en er
interessert i data for ett eller flere etterhdndsstrata. Totalen for den
samlede bestand finnes si ved & summere estimatene for alle etterhdnds-
strata.

I et fors¢k pd & gj¢re de viktigste resultatene vare tilgjengelige
ogsd for folk som ikke er matematiske statistikere, har vi delt framstil-
lingen i to hovedkapitler og et appendiks. I det f¢rste hovedkapitlet er
det gitt en verbal beskrivelse av estimatorene og deres egenskaper. I det
andre kapitlet tar vi utgangspunkt i den formelle beskrivelsen av en gene-
rell to-trinns utvalgsplan og gir matematiske bevis for de resultatene vi
har funnet. Til slutt har vi et matematisk appendiks med bevis for noen
hjelpesetninger som benyttes i det andre hovedkapitlet. Symboler og kon-
vensjoner er stort sett i overensstemmelse med dem Hoem (1973) bruker.

Han har ogsd en oversikt over den eksisterende litteratur i avsnitt 7.6.

Hovedkonklusjon.

Vart valg av estimeringsmetode vil vare avhengig av den utvalgs-
planen som ligger til grunn.

Med dagens standard utvalgsplan er de aktuelle metodene estimatorene
a® og 4. Vi har funnet at estimatoren ax, som brukes i AKU i dag, har
stgrre varians enn estimatoren 4. Den er antakelig ogsd noe forventnings-—
skjev. Dette resultatet gjelder for alle mulige inndelinger i etterhdnds-
strata, men forskjellen i varians vil avta ndr antall etterhindsstrata
gpker sd fremt oppdelingen i etterhdndsstrata ikke blir for "fin'". Sam-
tidig vil sannsynligvis skjevheten til a* ¢ke ndr antall etterhdndsstrata
pkes. Det eneste argumentet for & benytte a™ i stedet for 4, er at a®
har samsvarsegenskapen, mens 4 ikke har det.

I Byrdets nye standard utvalgsplan vil ogsd estimatoren 3 vere
aktuell. Denne estimatoren er tilnazrmet forventningsrett dersom antall
etterhdndsstrata er under en viss grense. Denne grensen kan f¢rst bestem-—
mes ndr den nye standard utvalgsplan er ferdig. Dersom etterhdndsstrati-
fiseringen er slik at estimatoren 3 er tilnermet forventningsrett, vil 3
som regel ha mindre varians enn &. Estimatoren 3 har samsvarsegenskapen,
vel og merke innen de nye etterhdndsstrata som omtales ovenfor. Disse
etterhdndsstrata blir st¢rre enn dem som brukes i dag (mai, 1974), og g

vil ikke ha samsvarsegenskapen innen de ndvarende kj¢nns— og aldersklasser.



Jeg vil takke Olav Ljones og Ib Thomsen for nyttige diskusjoner
under utarbeidelsen av manuskriptet, og Jan M. Hoem for god veiledning
under manuskriptutformingen. Jeg vil rette en spesiell takk til Petter
Laake som har lagt ned mye arbeid i gjennomgdelsen av artikkelmanu-

skriptet.

2. BESKRIVELSE AV ESTIMATORENE OG DERES EGENSKAPER.

2.1. Generelt om estimatorene.

I dette arbeidet studerer vi ulike metoder til & estimere en ukjent
aggregatstg¢rrelse a i undersgkelsesbestanden. Dette kan eksempelvis vare samlet
inntekt eller samlet forbruk i bestanden i en gitt periode. Felles for
estimatorene er at en fg¢rst estimerer a-verdien for hvert etterhdndsstratum. Total~
st¢rrelsen a er summen av disse, og den estimeres ved summering av stratum-
estimatene. Dette kan en jo utnytte hvis en ¢nsker egen informasjon om ett
eller flere etterhdndsstrata og ikke bare betrakter dem som et hjelpemiddel
for estimeringen av a-verdien i den samlede bestand.

I det f¢lgende vil vi for det meste konsentrere oss om estimeringen

innen det enkelte etterhdndsstratum.

N
2.2. Estimatoren a.

Vi skal f¢rst se pd den framgangsmiten som man antakelig ville
velge automatisk hvis man ikke gav seg til & fundere narmere over de
praktiske og teoretiske problemene som foreligger. Etter denne metoden

estimeres f¢rst a-verdien for hvert etterhindsstratum innen det enkelte

utvalgsomrdde ved & "bldse opp" a-verdien for utvalget pd vanlig mite.
Oppblasningsfaktoren er da samlet antall trekke-enheter i etterhinds-
stratumet dividert med antall enheter derfra i utvalget. Deretter bldses
estimatene for hvert utvalgsomrdde opp, tilsvarende, nemlig ved at en
dividerer med sannsynligheten for at utvalgsomrddet skal bli trukket ut.
Ved & summere over utvalgsomrdder og forhindsstrata innen det enkelte
etterhidndsstratum fir vi estimatoren g(l) for a-verdien i %-te etterhdnds-
stratum, som vi betegner med a(2). Denne estimatoren er tidligere be-
skrevet av Hoem (1973, side 27).

Denne metoden krever kjennskap til bestandens fordeling pd etter-—
hindsstrata innen hvert utvalgsomrdde. En har ikke slike data idag, sd
estimatoren er ikke aktuell med den eksisterende utvalgsplan. Derimot

kjenner en befolkningens fordeling p& alder og kj¢nn innen hver kommune,
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slik at & kan vere nyttig ndr en fir den nye utvalgsplanen, der en tenker
4 bruke kommunene som utvalgsomrader.

Denne estimatoren har imidlertid en svakhet som kan vare betyd-
ningsfull for vdre formdl. For at den skal vare forventningsrett, kreves
det at sannsynligheten for & f4& tomme etterhdndsstrata er lik null innen
hvert utvalgsomrdde. I Byrdets ndvarende standard utvalgsplan er denne
sannsynligheten betydelig st¢rre enn null, og dette medf¢rer at 2(2) ville
underestimere a(%) dersom den ble brukt. (Tilsvarende for estimatoren a.)
Setning 3.3. (med eksempel) i neste hovedkapittel viser nemlig at dersom
vi skal unngd enbetydelig forventningsskjevhet i denne estimatoren, bg¢r
forholdet mellom utvalgsst¢rrelsen innen hvert primare utvalgsomridde, og
antall etterhdndsstrata gjennomsnittlig vare st¢rre enn 6. Siden denne
utvalgsst¢rrelsen ligger i nzrheten av 30 i vdre omrdder, betyr dette at
vi bare kan bruke inntil ca. 5 etterhdndsstrata, og enda faerre i mindre
utvalgsomrdder. "Egentlig" burde vi altsd bare etterhindsstratifisere
etter kj¢nn og et par grove aldersklasser.

I den nye utvalgsplanen vil antakelig utvalgsst¢rrelsen innen hver
kommune bli vesentlig st¢rre enn 30, slik at antall etterhdndsstrata f¢l-
gelig kan ¢kes. Nar dette skrives foreligger det ikke tilstrekkelige opp-
lysninger om den nye utvalgsplanen til at vi kan vurdere dette narmere.
Nir denne utvalgsplanen er fastlagt, vil vi ved hjelp av setning 3.3. kunne
beregne maksimalt antall etterhdndsstrata.

Variansen til estimatoren a(f) vil vare mindre enn variansen til

den vanlige estimeringsmetoden 4(2) som brukes ndr utvalget ikke etterhdnds-

stratifiseres, dersom antall etterhdndsstrata ikke er "for stort" (Korollar
3.1.). Dette resultatet er for¢vrig i samsvar med teorien for rent lot-
teriske utvalg.

Vi har mer spesielt studert effekten av etterhdndsstratifisering
pd variansen til estimatoren 3 for den samlede a-verdi. I setning 3.5. og
korollar 3.2. nedenfor er det etablert et kriterium for ndr etterhinds-

"negativ" effekt p& variansen.

stratifisering har henholdsvis 'positiv" og
Denne effekten viser seg & vare knyttet til fordelingen av forholdet mel-
lom den relative a-verdi i det enkelte etterhdndsstratum innen hvert ut-
valgsomrdde pa den ene siden og relativ a-verdi for alle etterhdndsstrata
i hvert omrdde pid den annen. Dersom dette forholdet varierer lite omkring
1, kan en risikere at estimatoren 3 har st¢rre varians enn estimatoren &
som brukes ndr utvalget ikke etterhdndsstratifiseres. Dersom vdr estimand
er liten, mi dette forholdet variere mye for at estimatoren 3 ikke skal

vare dirligere enn estimatoren 4. (Se eksempel 3.)
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2.3. Estimatoren a¥.

Dersom fordelingen pd etterhdndsstrata er kjent for den samlede
bestand, mens fordelingen pd etterhindsstrata ikke er kjent innen de
enkelte utvalgsomrdder, kan estimeringen foregd pd fe¢lgende mite:

En finner samlet a-verdi for 2-te etterhdndsstratum for hele

utvalget under ett og bldser sd opp dette med en faktor som er lik antall
enheter i etterhindsstratumet i totalbestanden dividert med samlet antall
enheter i etterhdndsstratumet i utvalget. Metoden brukes i dag i tilknyt-
ning til Byrdets arbeidskraftsundersgkelse.

Ved denne metoden benyttes ikke den informasjonen en mitte ha om
forhindsstratifiseringen, slik at det er naturlig & regne med at denne
estimatoren kan ha st¢rre varians enn estimatoren ¥. (Som vi tidligere har
nevnt, har imidlertid estimatoren a® samsvarsegenskapen.)

I kapittel 3 har vi funnet et uttrykk for forventning og varians
til a®. De viser at denne estimatoren er noe forventningsskjev og at den

har st¢rre varians enn estimatoren 4. Forventningsskjevheten har nar

sammenheng med st¢rrelsen & (%,2), som er summen av de oppbldste antall
enheter fra %-te etterhdndsstratum i hvert av de uttrukne utvalgsomridene.
Dersom denne ste¢rrelsen har liten varians, vil estimatoren a™ ha liten
forventningsskjevhet. I motsatt fall kan vi risikere en betydelig skjevhet.
Variansen til N ({,2) er igjen avhengig av antall utvalgsomrdder i ut-
valget, i den forstand at variansen avtar dersom antall uttrukne utvalgs-—
omrdder ¢ker. For & kunne studere skjevheten til estimatoren a* narmere,
m8 vi imidlertid ha kjennskap til bestandens fordeling pd etterhdndsstrata
innen hvert utvalgsomrdde. Korollar 3.3., side 31, viser at variansen til
axx’ og dermed variansen til ax, avtar med gkende antall etterhdndsstrata
innenfor en viss grense. Samtidig ser det ut som om skjevheten ¢gker med
¢kende antall etterhindsstrata. Dersom estimatoren a* benyttes, er anta-
kelig det antall etterhdndsstrata vi har i dag, det maksimale vi kan bruke

hvis forutsetningene for teorien skal holde.

2.4. Estimatoren a¥*¥,

Dersom bestandens fordeling pd etterhindsstrata er kjent innen
hvert utvalgsomrdde, kan vi redusere skjevheten til estimatoren a™ ved &
erstatte det kjente samlede antall enheter i f-te etterhdndsstratum med
st¢rrelsen N ({,2), som estimerer dette antallet. Imidlertid har denne
modifiserte estimatoren axx, ikke lenger den ¢nskede samsvarsegenskapen.
Denne nye estimatoren har en varians av samme st¢rrelsesorden som varian-
sen til estimatoren ax, og det er derfor bedre & benytte estimatoren &

. . XX
istedenfor estimatoren a .
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3. MATEMATISK ANALYSE AV ESTIMATORENES STATISTISKE EGENSKAPER.

3.1. Formell beskrivelse av utvalgsplanen.

For & lette lesingen skal vi repetere noen definisjoner fra Hoem
(1973) og innfe¢re noen nye.

Befolkningen er inndelt i et antall forhdndsstrata. Forhands-
stratum nr. i har Mi primere utvalgsomrdder, (p.s.u.). P.s.u. nr. j i
stratum i inneholder Ni(j) trekkeenheter. Til trekkeenhet nr. k er det
tilknyttet en verdi ai(j,k) som vi kan mdle.

Vi lar

N, = § Ni(J)

vere antall trekkeenheter i stratum i og

antall trekkeenheter totalt. Videre lar vi

3G) = e Gh0

vare a-verdien i p.s.u. nr. j i stratum nr. i.

Fra de M, utvalgsomrddene i stratum i trekkes det ut m, omréder.
La ﬂi(j) vaere sannsynligheten for at p.s.u. nr. j i stratum i skal bli
med i utvalget, og la wi(j,q) vere sannsynligheten for at bade p.s.u.
nr. j og p.s.u. nr.q skal bli med i utvalget. Numrene pd de p.s.u. som
trekkes ut, betegnes I JiZ’ cees Jim.' Videre lar vi gi og J be-
tegne henholdsvis settet av numrene pa dé uttrukne p.s.u. i stratum i,
og for hele landet. Fra det r-te uttrukne p.s.u. trekkes det nir(g)
trekkeenheter rent lotterisk. Numrene pd trekkeenhetene som velges ut
K

fra omrdde nr. Jir’ betegnes K. vee. La

irl® Tir2’

Xirs = ai(Jir’ Kirs)’

.. =1L X, .
xlr s X1rs/n1r(J)’

og

X = LIXX, .
. irs
irs
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Vi antar at utvalget av trekkeenheter inndeles i v etterhdndsstrata pd
grunnlag av informasjon som foreligger i dataeme. Vi innf¢rer indeks-—

variabelen Ii(j,k,m). Denne antar verdien 1 dersom trekkeenhet nr.

(i,j,k) tilh¢rer etterhdndsstratum nr. £, og O ellers.

N, (§,2) = i 1,35k, 0)

blir dermed antall trekkeenheter i etterhdndsstratum nr. £ i p.s.u. nr.

(i,j). La
L) ,. . .
ai( )(J) = a.(j,k) I,(j,k,2)
k
vare totalen innen etterhdndsstratum %, p.s.u. nr. j og stratum i og la
=) .y - (). .
a " g) =a, OGN GL

vere det tilsvarende gjennomsnitt. La videre

0, 2() = 3 {a, (5,0 - & DING) - 13,

0,2, = T 1,GHk) oGyl - 3, P, - 1

k
og

N(») = I N, (5,9
1,]

En ny tilfeldig variabel Xirs(k) defineres ved

Xirs(l) = Ii(Jir’ Kirs’ 2.

Analogt med tidligere symboler innf¢res

Xir(l) = 2 Xirs(n)’

X(2) = z xir(z),
1,r

og

b (D) = 0 (DN G
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Vi noterer at Xir(i) er antallet i utvalget i etterhindsstratum 2, for-

héndsstratum i og p.s.u. Jir'

Vi tar utgangspunkt i estimatorene

~ -1 -1
(3.1.1) ae) = .Z ﬂi (Jir) bir ({) i Xirsxirs

(2)
og

(3.1.2) a=7zx a(n).

Dersom

b = 1,(3;) by (D

er uavhengig av i og r, blir utvalget '"selvveiende', og estimatorene
ngig g g s OB

ovenfor fir formen

1

a() =bo (%) ) z Xirsxirs(z)
i,r,s
og
R -1
4=5Db (g) X
siden

i X, . (2) = 1.

Estimatorene (3.1.1) og (3.1.2) har f¢lgende egenskaper:

Setning 3.1: La

-1.. -1 .
b, TG) = Elb, (D | I, =i
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Da gjelder f¢lgende:

1)

(ii)

(iii)

(iv)

)

Bevis:

118.)

E{a(0)} = a(n).

Var E{a(%) | J} =2 = {1,(p) 1,(@ - 1,(p, O}
ip<q
2
)

. ai(z)(p) ai(st)(q
) - T, (@

Var E{a | J} =1 % {1, 1;(@) - 9,(, O}
i p<q

2
a; (P)  a;(q)
7, (p) 7. ()

B Var (a0 | B = ;3 1,7G) (b, 7NG) -1 N (/N G) -1}

0N Gy 0 1] 0 2Gen + 05,95 1% §,Goo) B8, Gand /NG T1,

Evar a3} = 3 9,76 4,7 -1 MG) o %)
1,]

Punktene (i), (ii), (iii) og (v) er vist hos Des Raj (1968, side
Bevis for punkt (iv): La

%G, = E 3Gkt 3Gk -2, M Gy, (Y Gy -1

Det fg¢lger av resultatene hos Des Raj at

Bvar(an) | & = 1 1,7NG, NG -1 NG 26,0,
1,]

Ved en enkel omforming finner vi at

Q.E.D.

() -1} 72,0 = N GL -1) 0,20 +

[5, P 12 8,G.0 (1 - NG9/, ()}
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. n
Estimatoren a.

stratifiseringen pd under estimeringen.
hos Hoem (1973, side 27), og forutsetter at bestandens fordeling p&

etterhdndsstrata er kjente for de uttrukne utvalgsomradene.

Vi skal her se pa den "klassiske" mdten 4 utnytte etterhinds-

er definert ved

N -1
(3.2.3) a(g) = izr ﬂi (Jir) Ni(Jir,z) i xirs xirs(z)/xir(l),
3.

I dagens standard utvalgsplan er ﬂi(Jir) = mi/Mi° Altsa er ﬂi(Jir)

Denne er blant annet beskrevet

Estimatorene

bare avhengig av forhidndsstrataene og ikke av de enkelte p.s.u. innen hvert

forhdndsstratum.

Dersom

Setning 3.2: La

. _ . -1 T
U, (3s0) = N (5,0) E (X, T(0) | I, =3 - b T

Pr{X, (2) >0 | J} =1

for alle i, r og &, gjelder f¢lgende:

(1)

(ii)

(iii)

(iv)

)

E{(3()} = a(9).

Var E(a(2) | 3} = Var E{aQ) | J}.

Var E{a | J} * Var E{a] J}.

E Var{a(g) | i} =

T OM G [N 11 v Gen ] oG, n.
1,]

EVar(a | J} = 2 Evar{3(%) | J}.
2
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Bevis: Det er hensiktsmessig & benytte notasjonene
% = {Xir(l) ti=1,2, o3 r=1,2, ..3 £=1, 2, ...}.
og
X A
xir( ) = 2 Xirs Xirsu)/xir(z)'

Fra Hoem (1973, side 28) vet vi at nir Xir(i) > 0, er

(3.2.5) B, () | §= 4, k=g = 3,206,

voA
Dersom Pr{X; (2) >0 | ] =i} =1, blir
derfor E{Z(z)} = a(g), og vi har vist (i).
Under forutsetningene ovenfor fir vi videre at

E(3(2) | 4 i 8, MG,

[}
(o
-
L}
™M
=
~
[

= E{a() | J

1
]
.
—

-

slik at (ii) og (iii) fe¢lger umiddelbart.

Det er videre klart at

n N

i ' = 1 = =
cov{X, (1), X, (4") | I =4, x=xt =0

ndr 2 # &', slik at

n N ,

cov{Xir(z), Xir(l ) | 3= %} =
" "
1] = 1

E cov{X; (1), X; (2") | J ir Xb+

- - () .
COV{ai(E)(jir)’ a-( )(Jir

: Y 1= =o.
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Altsd er %ir(l) og %ir(L') ukorrelerte nir Jer gitt. Av resul-

tater hos Hoem (1973, side 29-30) f¢lger det da at

Q.E.D.

og

er

N
E Var{Ni(Jir,z) Xir(ﬁ) | g} =

2 -1
{0,%(3; 0 [Ni(Jir,l) E(x, @) | 3} -1] N, (3, 0}

Korollar 3.1: Dersom

BTN -1+ U () = b7 -

Ni(j,l)/{Ni(j,Z) -1} = 1,

Var{X(k)}g_Var{é(k)}.

Bevis: Det er nok & vise at

E Var{3(2) | J} < E var{a() | J).

Fra setning 3.1 og 3.2 fplger det direkte at

E Var{4(2) | J} - E Var{¥(2) | J}

SRR RORCIE SRR R AR Lo,P G 1P
1,]

[ a23,0 LGn - Ca @Gy ] N Ga] N G/ (5, 2)-1))
. i Js i JsK,y ai ] ;143 143 143

20
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Setning 3.3: la

Xir(l) = Ni(jir,l) nir(i)/Ni(jir) = bir(i) Ni(jir’l)'
Vi har da:

Pr{Xir(z) =0 | 3= ;}= e_xir(z).

Bevis: Nir % = j, er Xir(k) hypergeometrisk fordelt med para-
-_— A

metre nir(i)’ Ni(Jir,l) og Ni(Jir)° Ved a bruke tiln®zrmingsformelen i

lemma 1 i appendikset far vi at

Prix; (1 = 0| g =)= M e .

N3 vil cir(l) vere liten sammenliknet med 1, slik at vi kan sette

e-xir(l) a - cir(L))z e'xir(l)‘

Eksempel: I Byrdets AKU er

ng /NGy = by () = 1/50.

Dersom vibetrakter e—6 1, 5-10—3 som neglisjerbart, vil Ni(jir,m) > 300

medf¢re at
= J =3} =
Pr{X, (2) olJ %} 0.
Anta at Ni(jir) = 2 000. Dersom vi bruker ettlrige aldersklasser, blir

antall etterhdndsstrata lik 120, slik at den gjennomsnittlige verdi av

Ni(Jir,l) blir mindre enn 20, og
Mr() L
n .
Dette viser at estimatoren a gir en betydelig forventningsskjevhet. Hoem
(1973, side 28) viser forg¢gvrig at ¥ vil underestimere a.

Med v etterhdndsstrata blir Ni(j,l) gjennomsnittlig lik Ni(j)/v
slik at

A () = nir(i)/v'
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Setning 3.4: La forutsetningene vare de samme som i setning 3.2

og anta dessuten at Ni(j>/{Ni(j) -1} = 1. Da er
Var 4 - Var ¥ =

-1,. -1, _ . = () iy _ T iy82
i,§,£ P& {(bi G) - NG5 (a7 7 G) - a ()

- (Ni(jsl) Ui(j’z) + b (J) -1) U (J’R)}
Bevis: Ved en enkel omforming fir vi

N (552) 1) 0, 2(,8)
L

JaGao - 2 Goo) [3,% 77

(a0 -2, (1% - N () @; PGy 3,607

. 2. . - . = o2
oG -1 o5 - TN G G PG - a3 6)
L
Setningen f¢lger nd ved at en bruker setning 3.1 og 3.2. Q.E.D.
Setning 3.4 gir altsd et uttrykk for "gevinsten" ved etterhands-
stratifisering., Som vi ser, inneholder den bdde et positivt og et

negativt ledd. Vi skal n3 se nermere pd differansen Var a - Var ¥. Vi

vil finne at parameteren

b (5,0) = 3, M G)/a; ()

spiller en sentral rolle i den forbindelse. Vi n¢yer oss med & betrakte

situasjonen der ai(j,k) er en biner variabel. Da blir
G =3, %0 a-3,M6n) v G.0/m6,0 0.

Setning 3.5: Anta at ai(j,k) er en binzr variabel og la

-1 -1
' = |t -2 xlt -2|y2 , x(t "-1),4
n'(x,t) = ) T {( 2(x+1)| —v) 1.
)

X
n''(x,t) = n'(x,t) + =gt
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A= A3, = N;(5,2) by(5),
2e=20c.G0) = NG, ¢ NG BTG,
a;Gh8) = O 71G,2) + (800 D (- b )TN N (5,2)/ 195,071}
og |
B;(3,2) = A() -1 - 3c,

der ¢ () er definert like f¢r lemma 4 i appendikset. La o og B vare slik
at a z.ai(j,l) og B 5,8i(j,2) for alle i, j, 4.

(i) Dersom
In;(3,2) -1] > n'{a, 3; ()}
for alle i, j, &, er
Var & > Var g.
(ii) Dersom

Ih, (5,2) 1] < n'' (B, 3;(3))
for alle i, j, 2, er
Var 4 < Var 2.
Bevis: (i): La |hi(j,£) -1| 2 n.
Siden
hy (3,2) {1 = hy(3,2) a;(§)}
er voksende i hi(j,l) ndr
M Gy <ty
og avtagende nir

5% Gy,
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er
B (G, {1 - b, (G, a,(5))
a+mt1-[1+0] 35,60 nira Do sy,
a-m-L1-0]5@ nira Mo <y
La videre

x 2 A8, TN, ¢ U G (6, 7TG) F1E N G /(N GHL) -1
Vi finner da at uttrykket

8@ = T (%G @M@ - 3607

- 0,20 [U;Ga0N (L) b G/ (-b; (1)) +1])

> 2t @Y @ -360°

2,. .
-01'. (J’l) (Ni(J’l) -1) x}.
Det f¢lger herav at

5,0 23 WG 3G (G -1

=xN; (§,2) b (G2) [1 - a,() hy(5,2) 3

v

a,() (a,() @ +0n’ +x | 1-22,G) |

- x (1-a;GN}

(3.2.6) = a,(J) (n-n") (n+n' - 25| 1/5,3G) -2).
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Nér n > n {x, ;i(j)}, er uttrykket i (3.2.6) positivt og (i) fe¢lger
umiddelbart ved & bruke setning 3.4. Vi skal deretter vise at vi kan
velge X = a. Fra setning 1(ii) i appendikset f¢lger det at

E {e(X)/X} < ¢(N),
noe som medf¢rer at

U;(G58) by(3) €200 1.
Dermed er (i) vist.
(ii): Resonementet er helt analogt med det under punkt (i),og vi skal

derfor ngye oss med & vise at vi kan velge x = B. Fra setning 1(ii) i

appendikset fglger at

1 1

E {e(®)/X} 2 ¢6(A) - 22A"7°(1 + 3™ )

26() - 3,
ndr A > 6. Derav:
U, (G552) b {G) 22 60 -1 -3c.
Ulikheten ovenfor medf¢rer derfor at
N.—l(j,l) + U, (,2) (b.-l(j) 1) 28.(3,2).
i i i i
Q.E.D.

Korollar 3.2: Anta at ;i(j) < k for alle i og j. Dersom
[U,(,2) -1] < n""(8,k)

for alle i, j, %, er

N
Var a > Var 4.
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Bevis: Det er nok & vise at n''(B,t) er en avtagende funksjon i
t. Dette kan gj¢res ved & studere den deriverte av funksjonen n''(B,t).
Beviset er noksd teknisk og er ikke tatt med her.

Eksempel 1: Setter vi k = 0,5 i korollaret foran, blir

2000 -1 —3c}i
00 =3¢

n''(8,1/2)

La A = 7 og ¢ = 5%. Av tabellen pd side 242 hos Stegun og Abramowitz
(1954) og av lemma 4 i appendikset finner vi at 7¢(7) = 1,22, slik at

it

n''(8,1/2) = 0,25.

Dersom hi(j,z) varierer mindre enn 25% omkring 1, vil altsd 3 vere dar-
ligere enn &.

Eksempel 2: La A og c vare som i eksempel 1 og anta at k = 1/4.
Da blir

n''(8,1/4) = 0,5.

Eksemgel 3: For samme A og c som ovenfor og k = 1/6 blir

n''(8,1/6) = 0,72.

Disse eksemplene viser at dersom vdr estimand er liten, mi hi(j,l)

variere mye for at etterhdndsstratifisering skal l¢nne seg.

3.3. Estimatoren a®™*

. . . v,
I det foreglende avsnitt har vi sett at estimatoren a vil under-—
estimere a ndr antallet trekke-enheter i etterhdndsstrataene innen hvert

p.s.u. er lite. Dette problemet kan reduseres vesentlig ved & benytte

o o

andre "oppbldsningsfaktorer" enn de som inngdr i estimatoren a. La

S -1
= J
N(%,Q) izr “i (Jir) Ni( ir,z).
’

Vi merker oss at

E {ﬁ(g,m)} = N(L),
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slik at ﬁ(g,z) kan betraktes som en estimator for samlet antall enheter

i f-te etterhindsstratum. Estimatorene a (%) og a™ defineres ved

XK ol ’
(3.3.1) (D) = R0 ; 3 Xy X (0)/X(®)

og

XX

(3.3.2) a¥ = 1 2**().
2

Spersmilet er nd om denne estimeringsmetoden har gunstige egenskaper nir

det gjelder forventning og varians sammenliknet med estimatoren 4.

Setning 3.6: La

- -1
2c. (J’E) = Ni (Ju"g') + nir (‘,{):

P (1) = N, L 0)/1,(3, ) N(I,0),

O(‘,{.yl) = .Z Cir(){rl) pirz(){ﬂ?f)s
1,r

>
og
Alr(g’g) = bir(g) Ni(Jir’E)'
Dersom
1+ c. (3,2) A z(i,z) ~ 1
ir'y, ir
for alle i, r, % og i, er

@ W) aw =25 w170 Lo e () 0G0 ] o P
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Dersom vi i tillegg kan anta at
Pip(3s2) ¢; (3,0) 0(j,2) =0
for alle i, r, % og i, blir

(ii)  E{(@™(0)} = a(n).
Bevis: Av likning (3.2.5) f¢lger at

. _ _ = (2),.
E{E X oo Xipe /X [ =4, X =) =3, 7)) % (0/x(0),

hvor vi tolker xir(z)/x(l) som O ndr x(2) = 0. Av setning 2(ii) i appen—

dikset far vi at

i} = [ 1+ 2c,

E(X, (/%) | J=] :

£(350) 0y (3a0) =20(3,2) ] 0 (G,0),
noe som medf¢rer at

B X % AW [ = 3= 5 Y G0 [1e 2o G oy G
- 20(,0)] ey, (350

Herav:

(3.3.3) E{a"(8) | I = jit= 1 'ni'l(jir) ai“)(jir) [1+ 2¢, (§,0) 0, (5u0)

_26(3 ,2,) :I >
. N

som gir (i) umiddelbart. Punkt (ii) f¢lger direkte fra punkt (i). Q.E.D.

Merknad: Vi observerer at cir(£,£) og pir(g,l) er kjente ste¢r—

relser.
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Eksempel: I Byrdets AKU er de gjennomsnittlige verdier av n;.
og Ni(j,z) 1ik henholdsvis 30 og 20, dvs. cir(g,z) er gjennomsnittlig
1lik 5%. Antar vi videre at ﬂi(j) er tilnzrmet konstant blir Pip © 1/300,

siden det er 300 utvalgsomrdder i utvalget. Dermed blir

-2

0=5-102. %-- 102=2. 107

og
02 =4 - 108 = 0.

Dette viser at antagelsen 02 = 0 er en rimelig antagelse i vadre anvend-

elser.

Setning 3.7: La forutsetningene vzre de samme som i setning
3.6(ii). Da er

(i)  Var E{a™(p) | J} = Var E{a(p) | &}

og

(ii) Var E{a™ | J} = Var E{a | 41
Dersom b-l(j) ﬁ_l(j,z) + 1 =1 for alle j og %, gjelder f¢lgende:
N ny, N

(iii) EVar{a“ () | J} =

2o G LM @I [ p, 7 G a v nGew 87160 ]

1,]
. 2,. -1,. -1,.
v Gaod -1 0;7Geed) [y 7G) - N G0 T3
(iv)  E Var{a™ | J} > E Var{a | 31

SRR RO [a,% () 1%.
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Bevis: (i) og (ii): Av likning (3.3.3) har vi

E{a™(2) | = iYeoro9GY ai(p“)(jir).

noe som gir

™
n

]
=
~~
[+

oL

n

oL
p

Vi ser herav at vi kan f& en formel for Var E{a™’(g) | %} ved 4 erstatte

ai(j) med ai(l)(j) i formelen for Var E{él %}. Det tilsvarende gjelder

for Var E{a*® ] %}. Formlene (i) og (ii) er dermed bevist.

(iii): Hoem (1973, side 29-30) har vist at

Var(l X; o X; (0)/X(2) | 3= hx=x

=[x (D) (1 = %, (DN, Gy o) 0,2y a0

Av korollaret til setning 3 i appendikset fadr vi ndr vi benytter til-

naermelsen (Ni(j)-l)/Ni(j) = 1, at
B, (/K] (1= X, (DN Gy L0 | 4= ) =
pip(ist) b‘l(y NG [1- @b ()G T,
og at

Var{X; (0/X(2) | § = j} =

. -1, -1, . . .
P2 B UG N T(f,0) [1+ N, (G /NG ) + b ()]
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Herav:
X .
E Var{a (%) | { = %, %} =

P 2G5 0) 0,060 MGy sn mD (g ) N TG )

og
XK J o
Var E{a (%) | = %}

-2,. -1 . - (2),. 2
izr 1 TGy by Q) N G0 La (Jir)] {1+

Ved & bruke identiteten
wH T XX _ .
Var{a™ (&) | % = A} = E Var{a" " (%) | i =i %}
+ Var E{a™(2) | 3= i, §},
far vi (iii).
(iv): Av setning 4 i appendikset fg¢lger det at

I ocov {EG@™() | = §.0s B@TGND | ] = 5.0)

Py
2- 5 2ay MG 2, 4G, 002G, g D
e#L i,r
-2,. . - 2,. -1,.
=T 950G NGy E; TG by (D)

i,r

+ 1 La, W a;0 12mg, G0
L
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Siden

1N

cov{a™ (), a™(") | J
E covl{a™ (1), a"(2") | =, §} +

cov(B@@™(0) | § = i, ©)» B@T() | § = j, P}

= cov{E@ () | § =i, B> E@ () | J = i

fir vi ved & gjennomf¢re samme regningen som i beviset for setning 3.4, at

(3.3.3) E Var{a™ | J} >
-2 -1 2
E [izr”i Gip) by Q) MUy 0,700+

1,72
1

z ;0 (Ca; M, 072 CIVI I A E M)
2

_ _y-L 2
(=N 3, 0)) 0,7, ],

N& er
-8 0o %Gy 0 = 8 TG 0 s0e PG, v - [P 572
k
<876 0 [, M@ T a- 824G, o)
<n G, 0 [P 0%
slik at

X%
E Var{a | %} >

-2 -1 2
E{iirﬂi (3;0) [(bir Q) -1 N 0 )

+ Ni(Jir) c(iz(‘]ir) *2 i [ai(Z)(Jir)jz/nir(i)]}’

som er identisk med (iv). Q.E.D.
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Korollar 3.3: H¢yre side av ulikhet (iv) i setning 3.7. ¢ker nir

to og to etterhdndsstrata sl3s sammen.

Bevis: Anta at vi slir sammen etterhdndsstratum nr. % og etter-

hdndsstratum nr. & + 1. Det er nok & vise at

i Eai(Zl)(j) + ai(ZZ - 1)(j)]2 N
5 l:ai(ZR,)(j)jZ . i Eai(Zﬂ, - 1)(j)]2'
2

Men denne ulikheten f¢lger av Cauchy - Schwartz ulikhet, og korollaret
er dermed bevist. Q.E.D.

Ulikheten (iv) i setning 3.7 er ganske fin slik at vi ikke ville
gjore sd stor feil om vi erstattet ulikhetstegnet med tilnzrmet likhets-—

" tegn. Dette kan vi slutte av de tilnzrmelsene som er gjort under utled-

ningen, der ulikhetstegnet bare opptrer i forbindelse med kovarians-
leddene og under omformingen av ulikhet 3.3.

Resultatet ovenfor tyder derfor pd at variansen innen utvalgs-—

2 . HE . o
omradene for estimatoren a vil avta ndr antall etterhdndsstrata g¢ker.

3.4. Estimatoren a¥,

Vi skal til slutt se pd den estimatoren som brukes i Byrdets
arbeidskraftundersgkelse i dag. Denne estimatoren framkommer ved & er-
statte N(%, 2) med sin forventningsverdi N(%) i estimatoren a™®,  Skrevet

med symboler kan altsd denne estimatoren uttrykkes ved
(3.4.1) a*(2) = N(2) a™(R)/N(J, 2)
og

(3.4.2) a" = £ a¥(0)
2

Estimatoren er beskrevet nzrmere av Hoem (1973, side 31). F¢lgende resul-

tater fg¢lger umiddelbart:
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Setning 3.8: Dersom Var ﬁ({, 2) er liten, har estimatorene ax(z)

. . ®X X
og a® tilnzrmet samme egenskaper somestimatorenea (%) og a .

Bevis: Hvis Var ﬁ(g,l) er liten, er
Pr{N(2)/N(J, 2) = 1} = 1,
slik at

E{a®(2)} = E{a® ()}

og

Var{a*(l)} > Var{axx(l)}
Q.E.D.

Setning 3.9: La forutsetningene vare de samme som i setning 3.6 (ii).
Da er

* ~=1 -1 (%)
E{a”(0)} = E{(N(®) N "(J, 2) ixrﬂi (Jir)_ai (Jir)}.

Beviset f@lger direkte av likning (3.4.1) og (3.3.3).

Appendiks: Matematiske hjelperesultater.

I dette appendikset har vi samlet en del generelle matematiske
setninger som er benyttet i kapitlet foran. Disse resultatene er nye til-
nermelser til forventning, varians og kovarians til bre¢ker hvor teller er
en hypergeometrisk fordelt variabel og nevner er en sum av slike variable.
I utledningene har vi tatt utgangspunkt i en artikkel av Burr (1973), hvor

han blant annet gir tilnzrmete uttrykk for den hypergeometriske fordeling.
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Lemma 1: La X vare hypergeometrisk fordelt med punktsannsynlighet

k, N-k N _
P(x, n, k, N) = (x) (n _ x) / (n) for x = 0,1, ..., k.

Folgende formler gjelder:
. =A X, 2
(1)  P(x, m, k, N) =(e " "A%/x!)) [1+6+cx-(x-N)],

1) PG, m kM = () /A - amt T

c L1 /206G 0D,
med tilﬁ¢rende genererende funksjoner;
(i) EsS = S 146 - a1 - 927
og

(iv) E{sx}

(1 +a/m(s - 1) [1+0-220 - 9%2k7] ,
der

1/2n + 1/2k, X = nk/N = E{X},

o]
n

0(1/a%) + 0(1/k%) og n = 0(1/n%).

(=<}
n

Formlene (i) og (ii) finnes i Burr (1973) og (iii) (iv) fe¢lger
direkte av (i) og (ii).

At en funksjon £(x) = 0{g(x)}, betyr at det finnes en konstant M
slik at

[f&x)] <M |gx)].
Lemma 2: La X og Y vare simultant hypergeometrisk fordelte med

punktsannsynlighet

PG, ys m kp, kW = G 6D G TR Q.
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Den genererende funksjon for (X, Y) er

Bs'z'} = [1 -2 %0 - 927 [1-22a - %2,

.[1 + )\l(s - 1)/n + )\z(z - 1)/n:In,
hvor vi har neglisjert ledd av typen

o(1/n%), 0(1/k;?) og 0(1/nk,) i = 1, 2.

Bevis: La
A3 = Al/(l - kZ)N) = All(l - Az/n).

Ved & benytte lemma 1 (iv) finner vi at
¥ | v =y} = [1+ 00/ =% =226 - D¥2x ] 1+ a0 - /a7,
=[1- )\12(5 - 1)2/2k1:| L1+ a0 - 1)/n "7,

Av lemma 1(ii) felger videre
E(s¥27} = E{s"E(s¥ | ¥}}=

a-r3s-1%¢: (;‘) RS WER /] a- A,/

y

1
“@ry/m) YL1+ (/2 7 - - 2B ],

som etter litt regning reduserer seg til
C1-2%G6 -] [1 - 2,z - P2y

l.[)\zz/n +1 - >\2/n + A3(1 - >‘2/n) (s - 1)/:1]n

= [1-a%6 - Y20 L1 -2, - D]

‘L1+a(s = 1)/n+ 2,z - D/a]"

Q.E.D.
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Lemma 3: La Xj’ j=1, 2, ... vere uavhengige tilfeldige diskrete
variable med punktsannsynligheter fj(-), j=1, 2, .., og genererende funk-

sjoner Es(-). Definer 0/0 = 0. Da er

la, -
(i) E{X./Z X.} = fE, (u) T £.(u) du
1 i J ol i#j J

og

Y. 2 1 -1 v ) A 0n ~
(ii) E{(xi/;; X% = v s [ @ +uf; "] i:jfj(u) du} dv.

Bevis: La Z =L X, ogg.(*) = 1 £.(*).
_— 3j i e
j#i
Variabelparet (Xi’ Z) har sannsynlighetstetthet

hi(x, z) = fi(x) gi(z - x)
og genererende funksjon

ﬁi(u, v) = I fi(x) gi(z - x) (uv)xvz X

Xs2

= gi(uV) éi(V)-

Betrakt den genererende funksjonen

ﬁi(u, v) = I uxvzhi(x. z).
X,2

Ved & derivere partielt m.h.p. u fir vi

v 1 Ehi(u, v) = I xuvET 1h.(x, z).
ou i
X,2>0

Integrasjon m.h.p. v gir deretter

1 -1 9h:

I xh.(x, z)/z=/v —L+ (1, v) dv
i o du

X,2>0

"
(R

£)(v) g;(v) dv,
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hvilket beviser (i). Punkt (ii) bevises analogt ved 3 observere at

1 V -
T xzhi(x,z)/z Iv 1 u 't [:a hl(l’u) ah"(l u)] du} dv.
o

X,2>0 o
Q.E.D.
Definisjon: Funksjonen ¢(-) er definert ved

—x 1
o(x) = e x{é(etx-l) dt/t} for x > o.

Lemma 4: Funksjonen ¢(+) kan uttrykkes ved den eksponensielle

integralfunksjonen Ei (x):
(1) ¢(x) = ¢ “(Bi(x) - lnx - C),
hvor C er Eulers konstant.
(ii) Ndr x>>1, har ¢(+) fe¢lgende asymptotiske rekkeutvikling
-1 -1 ' '

dp(x) vx (L +x  + 20 x "+ 3!l x
Den eksponensielle integralfunksjon er definert blant annet hos Jahnke,

Emde og L¢sch (1960) og hos Stegun og Abramowitz (1954), hvor den ogsd er

tabellert. Ved & rekkeutvikle ¢(x) far vi (i). Siden e ¥(lnx + C) ® 0 for

store x fdr vi at
o(x) = Ei(x)e—X N xnl(l + x_lv+2! x_2 + ..).

(Se Jahnke, Emde og L¢sch, 1960, side 18.)

Q.E.D.
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Setning 1: La X vare hypergeometrisk fordelt med forventning A.
La

_ 1l ndr x > o,
e(x) {0 ellers.

Vi har
(1) Ee@/X} = (1+65-a?) p0) + e+ 1 -1+ 20) &),
der c og § er definert i lemma 1.
(ii) Nir A > 6 gjelder tilnzrmet
s -2 a1+ nThH < Be/X £ 000,

Bevis: (i): Ved 3 integrere potensrekkent_lf(t) ledd for ledd

finner vi at

1, “ -
£ £(x)/x = ME(E) - (O} ¢ lae.
X>0 °

Lemma 1(iii) gir oss

1 . - -
B - o) tae = 1(1 5 = aa?d) eMert-1) ¢t
o

(t =

1 2 2
+ [ cAT(2 - t)e dt = (L + 6 - c)?) ¢(1)
o

ol +a =L+ 2)e M.
Dermed er (i) bevist.

(ii): Fra lemma 4(ii) kan vi slutte at

MO) 21 + 27 s w72,

noe som medfgrer at

cir + 1 -2%00) < - 2a7 L
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Herav:

E{e(X)/X} < 6(A) + 86(A) - 2cA™L,

Siden § er av st¢rrelsesorden n_2 + k_z, er hg¢yre side mindre enn ¢(A).

Nar A > 6 er (1 + 20)e * = 0 slik at
E(e(X)/X} = 6(A) - c(A26(A) -1 -1).

Bruk av lemma 4(ii) gir

o) -1 -2 =27 e+ nh.

Q.E.D.

Setning 2: La Xj’ j =1, 2, ... vere uavhengige hypergeometrisk

fordelte variable med forventninger Aj. La

A= ? Aj) Di = Ai/A:

2 2 2
' = p." c./(1 - c. X, og O =% c.p. .
j pJ J ( J ] ) og i JOJ

Anta at A >> 1 og (O’)2 = cipie' = o,

Da er

. = oat _
(i) pi(l + 2cipi 20") S.E{Xi/ng} s.pi(l + 2cipi 20).

(ii) Dersom vi i tillegg har 0 = 0', er

E{xi/§xj} = Di(l + 2c.p, - 20).
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Bevis: La Vi = Xi/ I Xj' Av lemma 1(iii) og lemma 3(i), f¢lger

det at J

1
2, .2 ACu-1
BV} =20 (146 - e @n? + 20 amu)Je (u-1)

n 1+ - c.x.z(u—l)zf] du,
i#j 1]

som etter variabelskiftet 1 - u = At blir 1lik

A 22 -t _ 2 2
£ pi(l + 68 c;Py t° + 2cipit)e I (1 cjpj t7)dt.

i#j
Ved 4 bruke middelverdisetningen f&r vi
2.2 2.2 2
lo 1l -c.p. t7) 2 =c.p.’t 1 - c.A,
g ( P58 FLENLAC Py
slik at
2
-
11(1-—c.p.t:)zeet >1°0't2.
b

Dermed blir

2 e 2,2, -t
+ Zcipit(l () cipy )t7))e “dt.

A — ot
E{Vi} > £ pi(l +8-0"t
Ndr A er stor og n liten, er

A g -
J te dt = T(n+ 1) = n!.
o

Siden c;p,0' = ©"?2 = o, blir

BUV) 2 £ (1 - 0'c? + 20,000 e
it 2P i3

~ - ' K .
p;(1 - 20" + ZCiDi)



40

Videre finner vi at

—0t2
(1 - cjpjztz) <e ot <1- Otz + 02t4/2!

slik at

2

A
-t
E{Vi} < £ pi(l + 68 -0t + Zcipit)e dt

= pi(l - 20 + 2cipi).
Q.E.D.

Lemma 5: Anta at A >> 1 og n {0, 1, 2, 3}. Da er

A —-— -— -
;o ot Cdedva(n + 1) AR + 27D,
A(1-v)

0 =
<

Bevis: La In betegne venstre side her. Vi finner at Io = ¢(N)
og I; = A¢(A) -1+ ¢(M). Nir A er stor, er
-1 -2
M) =LV A 7+ A7+ .00 vo(A).

(Symbolet v betyr som vanlig "asymptotisk 1ik".) Dermed blir

I, v 207 1+ 7Yy,

Beviset for n = 2 og n = 3 gir helt analogt.
Q.E.D. ,

Setning 3: Anta at forutsetningene i setning 2(ii) er oppfylt og
-1 .
at 1 + A & = 1.
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Vi har da

. -1

(i) Var{Xi/ng} = A1+ 20, -0(6 - 41)]
og
(ii) B(X, (k. - X.)/(Z )%} = A L. (k. + 4k.c.p

ivi i i ivi iiti
+ 60 - 60k, = 1 = 2c.A.).
1 11

Bevis: (i): Ved derivasjon av de genererende funksjoner i lemma 1

far vi
Bovu) +uf, () = A, [1 - e, 2ue1)? ¢ 2en, (1mu) +
i i i it it

Agu(l - ci)\iz(u-l)z *+ 2¢2; (1mu)) + 2¢;3,uh; (1-u) -1y Jetite D),

Etter variabelskiftet A(l-u) = t blir

1 4 v ~ ~
Sv 1 S(E.(u) + uf!u)) g.(u) du dv =
) ) 1 1 1
1 A
-1 2.2
PilY A({-—v)[(l Tejpy € ¥ 2e5p58) (1w oy (A - e))

2 -
+ 2cipi(A -t) (pit - 1):] (L - (o - Py )tz)e tdt dv.

Siden cipi2 B cipiO = 02 = o, er integralet ovenfor tilnzrmet lik
1 - -
o f vl A 1w dep it + 2c0,0(1 + p,6)] (1 - 0tP)e e dv.
iy i'i i"i i
A(1-v)

Lemma 5 og lemma 3(ii) gir

2 -1 .
E{Vi } = piA (1 + 8cipi + 2cipiA - 60 - 12cipiA0)

-1
= piA (1 + 21\(:]._[):.L 60),
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noe som medfg¢rer at

2 2 2
Var{vi } = E{vi } - (E{Vi})

1]

-1
A oi(l + 2Acipi 60)

2
p; " (1 =40 + bepl)

-1 2
A pi(l + 2Acipi 60 Api + 40Api 4cipi A)

14

-1
A p§1 + 2ci>\:.L 60 + AOAi).

Punkt (i) er dermed bevist.

(ii): Vi merker oss f¢rst at analogt til lemma 3 har vi

2, _ 1 <1V 2
E{X./(zX.)Y=J v = f £.,"(u) @ £.(u) du dv.
1 J o o 1 i#j
Dette medf¢rer at
1 -1 A :
EX/GXD% = 0 S v T (- el v 20,0
] °  A(l-v)
-e_t o (1 - c.pjtz) dt =
i#3 J
1 A -
pif v ! ;o Q- Otz + 2cipit)e tdt.
o A(1-v)

Ved bruk av lemma 5 blir det siste integralet tilnzrmet 1lik

-1
A pi(l 60 + 4cipi).

'

Herav
- 2 2, .
h{kixi/(zxj) b= E{v,7} =

-1
A pi(ki 6kiO + Iokicipi +60 -1 2ciki).
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Av setning 3 f3r vi umiddelbart f¢lgende resultat:
Korollar 1: Dersom 6 og cipi er smi, er
(i) Var{Xi/ng} = 0 N0 1+ RN+ n, /N,
og

i) X,k - xi)/(ng)z} s 27, L -, ™ - 1 - /.

Lemma 6: La (Xj, Yj)’ j=1, 2, .., vere parvis uavhengige til-
feldige diskrete variable med punktsannsynligheter fj(-") og genererende

funksjoner fj(-’-). Da er

11,2
- 3" 2 2
E{XiYi/(ng.) (J;YJ.)} = J;.g 505v fi(u,V)iI’I‘jfj(u,V) du dv.

Bevis: La zZ, = ZXj og Z, = ZYj. Analogt til beviset for lemma 3
j

er det lett 3 innse at (Xi, Yi’ Zl’ 22) har genererende funksjon lik

mE (v, v.).
20 0. 1
ifj 3 2

Ved & derivere og integrere pa tilsvarende midte som i beviset av lemma 3,

far vi resultatet ovenfor.

Q.E.D.

Setni 4: La (X., Y.), i=1, 2, .., vare parvis uavhengige
setning 4 i i

simultant hypergeometrisk fordelte variable med forventninger

(Ail’ Xiz), i=1,2, .... Lla

= Aik/Ak for k = 1,2.

A =3
k]

Mk 8 Piy
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Dersom Ak > 1 for k =1, 2, er

-1

(i) E{XiYi/(ﬁxjx}J;Yj)} $p51P5 (L =0y ).
(ii) Hvis vi i tillegg har at Ok T CiPik = 0 for k=1, 2, er

COV{Xi/§Xj , Yingj}z_‘piloiz/ni.

Bevis: Vi benytter resultatet i lemma 2 og far ved derivasjon at

82
3sdz

A _ -1 _ 2, .2
B.(sy 2) = A 2,1 -0 ) 1 A 7(s - D2k,

sa - o, T D1 -2 - D2k, + 2,0 - 2/, A+

X..(s - 1)/ni + xi

n;=2
i1 (z = 1/n)t "

2

Siden

L+, (=D /n; + A (2 - D/ ¢

-A.. (1 - s8) - Ai

il 1 - z),

e 2(

far vi etter variabelskiftet u = Al(l -s)ogv = A2(1 - z) at

fr 22 ) mE.(s, 2)
f.(s, z I f.(s, 2z) ds dz <
oo 9sdz i i4j jo?
o A A
_ 1 1 2 -u-v
P31P5o(1 = my ) SE LT+ upy, /ky ) (1 + vy, fkyyde T Tdu dv.

Det siste integralet er tilnzrmet lik

L+ pgy/ki) (1+055/k5)

-1 -1
= (1 + (A1 + A2 ) ni/Ni) = 1,
Dermed er (i) bevist. Punkt (ii) fe¢lger umiddelbart ved & bruke setning 2.

Q.E.D.
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