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FORORD

I de senere &r har Statistisk Sentralbyrd gjennomfe¢rt en rekke
unders¢kelser der data er hentet inn ved hjelp av den intervjuorganisasjon

som ble opprettet i 1967. Innsamling og analyse av slike data m& bygge pad

metoder fra matematisk statistikk. Denne artikkelen gir noe av det elemen-

tere matematiske grunnlaget for slike metoder.

Statistisk Sentralbyrd, Oslo, 17. april 1973

Petter Jakob Bjerve



PREFACE

Since the Bureau Interview Survey Division was established in 1967,
the Central Bureau of Statistics of Norway has carried out a number of
sample surveys. The collecting and analysis of this type of data must be
based on methods of mathematical statistics. The present article provides

some of the basic mathematics used in such cases.

Central Bureau of Statistics, Oslo 17 April 1973

Petter Jakob Bjerve
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1. Innledning.

1.1. Statistisk Sentralbyrd gjennomf¢rer regelmessig undersgkel-
ser der dataene er samlet inn gjennom den intervjuorganisasjon som ble opp-
rettet i 1967. Det er vel kjent at data samlet inn pi denne miten, er be-
heftet med samplingfeil. Det er ogsd vel kjent at det er ng¢dvendig & bruke
metoder fra matematisk statistikk bd8de ndr man skal planlegge innsamlingen
og ndr dataene skal analyseres,

Byrdet har en standard utvalgsplan som brukes ved de fleste under-
s¢kelser en gjennomferer. Ifglge denne har en plukket ut nzrmere 300
p:.nere utvalgsomrdder, som ligger spredt over hele landet. Hvem som skal
intervjues i en konkret undersg¢kelse, bestemmes ved at en trekker et rent
tilfeldig utvalg av husholdninger eller personer (alt avhengig av karak-
teren gv undersgkelsen) blant dem som er bosatt i det enkelte utvalgsomride.

(Vi skal g& litt inn pd utvalgsplanen i kapittel 2 nedenfor.)

1.2. Denne artikkelen inneholder det mest elementzre av den mate-
matiske teorien en bygger pd ndr en skal gjennomfgre en enkelt utvalgsunder-
spkelse ved hjelp av Byrdets standard utvalgsplan. Den antyder ogsd for-
andringer som blir n¢dvendige i de tilfelle der det er hensiktsmessig &
bruke som utvalgsomrdder de kommuner Byrdets primere utvalgsomrdder ligger
i, istedenfor & bruke de primzre utyalgsomrddene selv.

Artikkelen inneholder nok enkelte resonnementer og formler som ikke
har vert skrevet ut akkurat pd denne mdten f¢r. Det er allikevel ikke noe

prinsipielt nytt her.

1.3. Artikkelen behandler utelukkende sp¢rsmil vedrgrende samp-
lingfeil ved de vanligste estimatorene benyttet i standardsituasjonen,
det vil si estimatorer for totaler og gjennomsnitt i den samlede bestand,
og estimatorer for varianser til disse estimatorene. Vi kommer ikke inn pid
andre analysemetoder, slik som regresjonsanalyse pd utvalgsmaterialet o.l.
Vi har ogsd sett bort fra andre typer av feil enn samplingfeil, sd vi
behandler ikke slikt som frafall, responsfeil, registerfeil, osv.

Vi har heller ikke tatt med teori for undersgkelser som gjentas
periodisk, slik som for eksempel arbeidskraftundersgkelsene. Disse bygger

p8 roterende utvalg, som ikke diskuteres i denne framstilling.

1.4. En utgir en artikkel med et sd pass begrenset siktemdl, fordi
det er nyttig & f34 samlet pd ett sted det viktigste av det formelverk som

trenges pd dette nivdet, i en form som er skreddersydd for Byrdets behov,



Stoffet er omfangsrikt nok allikevel. En har dessuten ikke kunnet finne
noen tidligere samlet framstilling som passer for formilet.

En bihensikt med artikkelen har vart & gjennomf¢re en symbolbruk
som er bedre enn den vanlige i teorien for utvalgsundersg¢kelser. P& dette

punkt har Sverdrup (1964, kapittel XI) vart vdr inspirasjonskilde.

1.5. Artikkelen er skrevet med utgangspunkt i en serie preliminare
stensilnotater kalt "Variansberegninger ved intervjuunders¢kelser' (Statis-
tisk Sentralbyrd, 1972). Jeg vil takke Stein @sterlund Petersen og John
Dagsvik for god hjelp med manuskriptkorrektur, bdde pd tidligere notater og
(i Petersens tilfelle) p& denne artikkelen. Underkapittel 9.7 og kapittel
10 ble opprinnelig skrevet av Dagsvik (Statistisk Sentralbyrd, 1972, Notat
IX).

Det er mange muligheter for 4 begd algebraiske smifeil i dette
stoffet. Jeg hiper at de viktigste av dem vi har begdtt, nd er luket vekk.
I alle fall er jeg alene ansvarlig for smd og store svakheter ved fram-

stillingen her.

2. Kort om Byrdets standard utvalgsplan.

Byrdets standard utvalgsplan bygger pd en to-trinns trekking av dem
som skal intervjues. P& f¢rste trinn har en trukket ut visse faste geogra-
fiske omrdder, som vi skal kalle primere utvalgsomrdder. De som skal inter-—
vjues i det enkelte tilfelle, trekkes sd fra et register over dem som bor i
disse omréddene.

Fg¢lgende prinsipper ble valgt for utvelgelsen av primzre utvalgsom-
rader.

Hele landet ble delt opp i 1 502 omrdder av passende st¢rrelse,
stort sett slik at hvert omrdde hadde et folketall i nzrheten av 2 000 ved
folketellingen i 1960. (Oslo utgjorde ett omrdde for seg.) Grunnlaget for
avgrensningen av disse omrddene var tellingskretsene fra 1960. Tellings-
kretser ble slitt sammen eller delt pd passende mite. En sgkte i storst
mulig utstrekning & s¢rge for at tett- og spredtbygde strgk kom i hver sine
omrdder. Disse omrddene ble sd inndelt i strata etter geografisk beliggen-
het og naringsstruktur. En valgte & la Oslo utgjere et stratum for seg.
Bergen og Trondheim hadde tre strata hver, og hvert av dem hadde 15 - 18
omrdder. Utenom Oslo, Bergen og Trondheim var det 40 strata, hvert med
30 - 38 omrdder.

Fra hvert av strataene i Bergen og Trondheim har man trukket ut tre

utvalgsomrdder rent tilfeldig. P& samme mite har man trukket ut seks



utvalgsomréder fra hvert av strataene utenom de tre stgrste byene. Sammen
med Oslo utgj¢r de uttrukne omrddene de primzre utvalgsomrddene.

Opprinnelig hadde man bare tredjeparten sd mange omrdder i hvert
stratum utenom Oslo. De ¢vrige utvalgsomrdder er tilfgyet senere. I visse
situasjoner velger man fortsatt 4 bruke bare én eller to tredjedeler av de
primere utvalgsomrddene (utenom Oslo) i en undersgkelse. St¢rrelsen av
utvalget‘fra Oslo fastsettes da tilsvarende.

(Til & begynne med ble Oslo behandlet noe annerledes enn slik vi
har beskrevet det her. Vi skal imidlertid se bort fra dette. Ytterligere

detaljer om den opprinnelige utvalgsplan finnes hos Tamsfoss, 1964.)

3. Grunnelementene i den matematiske teorien.

3.1. Grunnleggende symboler og konvensjoner. I Byrdets standard

utvalgsplan utgjer Oslo et sartilfelle, idet dette primzre utvalgsomradet
utgjer et stratum for seg selv. Vi skal diskutere dette s®rskilt i kapit-
tel 5 nedenfor. I resten av framstillingen skal vi se bort fra dette sar-
tilfellet, og skal late som om hele bestanden er delt opp i strata der hvert
enkelt stratum har flere utvalgsomréder.

La da Z-te stratum ha Mi > 1 utvalgsomrdder, og la det j-te av
disse ha Ni(j) trekkeenheter. (En trekkeenhet kan vare en person eller en
husholdning, alt etter unders¢kelsens karakter.) Den k~te av disse trekke-

enhetene har verdien ai(j,k) pd en stgrrelse som mdles gjennon untervjuet.

Vi lar
Ni = z Ni(j) (= antall trekkeenheter i stratum 7),
J
N = I Ni (= antall trekkeenheter i alt),
z
ai(J) = i ai(g,k), ai(g) = ai(J)/Ni(J),
a; = Lagf), ay=a/M,
J
a = ra =LLl ai(J’k)'
7 gk

Var estimand er totalverdien a.

Av de Mi utvalgsomrddene i stratum ¢ trekkes m. stykker rent
lotterisk. La numrene p& de omrddene som trekkes ut, vare Ji]’ JiZ’ P

Jim.’ og la

o

Qo= Ugpe Toge vovs Do Do 45 (1o dgs o0l

Q

‘Fra hver av de uttrukne utvalgsomrddene skal vi trekke et antall trekkeen-
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heter rent lotterisk. Hvor mange trekkeenheter vi trekker fra utvalgs-
omrddene i stratum %, skal f& avhenge av hvilke omrdder vi har trukket ut i
alle strataene, men ikke av hvilken rekkefglge de er trukket ut i. Vi be-
tegner antall trekkeenheter som trekkes fra det r-te uttrukne omrddet i
stratum 7 med Mip (g). Vi antar at alle N J) > 1.

Numrene pd de intervjuenhetene som trekkes ut fra omrddet Jir’ vil

vi betegne K. K

ip1® Kipgs +ees 08 Vi vil 1la

Xips = ai(Jir’ Kirs)’
Xir = i Xirs/nip(i)'

Var estimator for a skal da veare

. M.

(3.1.1) a=31 =z N.(J.)%..
. m. 7 ir'Tir
T 7Tr

Sats 3.1.2: a er forventningsrett.

Bevis: Vi innfe¢rer

Vin = B (T3 X
og
Vi =73 Vir/mi .
r
Da er
3 _ —
(3.1..3) a = i Ml.Vl

Ved & anvende den elementare teorien for rent lotteriske utvalg

(Sverdrup, 1964, kapittel XI) far vi direkte at

) . , = 7 = -. ., = 4 :—.(")
E(ers | {1 %i) E(er I iz %i) AL
der j. er det r-te elementet i vektoren j.. Videre blir
ir 7
(3.1.4) E(V,, | Iy = gi) = ayd;,)
og folgelig
(3.1.5) EV. =Ea.(J. ) =a.,
ir 7 ir 7
idet
P Ay, = dppt = 1M,
Satsen fg¢lger umiddelbart av dette. D
3.2. Varianser. Vi lar
2. . _
Oi(J) =

1 . - .12
W;?;j:? i{ai(g,k) N ai(J)} s
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2 . .
. (J. (. ) = n.
9 (‘77,1'*) N7, (er’ ”w(%)

2 .y = ey
Tﬂr({) = var (Xir | i = i)_

: - )
nir{i) Ni(Jir)
8 1 .. . =2
o = W1 tla,(J) ai} s
og
2.2 2 . . _ ‘
vy = ; We(d,,) Tir(i) /oM (m-1) L. M -m+ 1)].
Y
Da er
. 2,. . .
X = = N.(g -
var (Xirs | J i) Oi(Jir){Ji(Jir) Z}/Ni(Jir}'
Hvis
2 . - .2
Sir(i) n. (G)-1 L'{Xﬁrs Xir} ’
ir'¥, s
er
ELSS (7)) 7 =3} =02 (5.)
ir ATy 7 ir’"
Vi skal nd vise at
o
E = - g%/M.
(3.2.1) cov (V. , V. ) 01./ s
m.
— 1 2 T 2
2 2y T -l -t
(3.2.2) var /i oy {Yi + (1 M.) Oi}’
< 7
og
. ~ 2 -
(3.2.3) var a = Z,Mf var VJ.

2 . . ° . .
Ste¢rrelsen Yy, er uavhengig av r pa grunn av vare forutsetninger om nir(J)“

3 - e
Formelen (3.2.2) representerer en oppspaltning av var Vi i ett ledd som

gir variasjonen i a-verdiene mellom trekkeenhetene (i stratum 7), og ett

ledd som gir variasjonen i a-verdiene mellom utvalgsomrddene (i stratumet).

Beviser: Vifar at

BV, V. ) = BE(V, V. |q) = E[E(V, ) BV, |q)]

= Elay(d,,) a (7, )] ifelge (3.1.4)
=1 ay(fla k) P, =j, J, =k}
Tk

L ai(j) {z ai(k) - ai(j)}

S S
Mi(Mi_l) 3 %
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_ 1 2=2 _ 2,.,
= M-ﬁ—i Mi-l) {Miai § ai(J)}.
Herav f¢lger (3.2.1).

Vi bemerker s& at

var V. = E var (V. |J) + var E(V. |J).
ir ir'n, ir's,

N& er
_ 2 2 _ 2
Evar (V, |7) = E[U,(7, )% <5 ()] =5,
idet
Pig, =g} = 1/[M (M =1) oo (M m+1)]
og il’ 52, ... er stokastisk uavhengige. Videre er
M.-1
var E(V. |J) = var a,(J. ) = E a°(J. ) - @ = 0% —— .
1r'a, 1 ir 1 1ir 7 7 Mi
Altsd blir
_ 2, 2, 1
(3.2.4) var Vir = v + Gi(l Mi).
Men
= 1
var V. = < {tvar V. + L cov (V. , V. )}
1 2 ir iy 18
m., »r
7
2
M.-1 o.
_ 1 2 2 1 _ _1) T
=3 {mi(yi oy ) mi(mi 1) M.} s
m; 7 7

og herav fg¢lger (3.2.2). For & bevise (3.2.3) er det nok & vise at

(3.2.5) cov (7}, Vk) =0 nar <7 ¥ k.

Selv om Vk og Vk kan vere stokastisk avhengige, er de altsd i hvert fall
ukorrelerte. Beviset for (3.2.5) gir slik:
N&r J er gitt, er V. og V, stokastisk uavhengige ( for 7 % k).
~ ir ks
Altsd er

E(V,, Vks|{ = i) = E (Virlg = {) E (Vkslg‘= {)
=a,(i.) ali),
og folgelig blir

EV.

ir Vks =E ai(Jir) ak(Jks) =E ai(Jir).E ak(Jks)

= F Vir - E Vks.

Siden F Vin = i i E Vir Vks = i i E Vir * F Vks = EV.'E Vk’

gjelder (3.2.5).]]
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3.3. Estimering av variansene. La

o
(4) N.(F. -n. (J
TZ (7) = Szr(Q) Az(Jtr) nzr{%)
I = T 5
w nzr‘J) Nt(er)
og 1la
Z 1 2 2
G.:“—ZN.(J. ) T (ej).
RTINS S

23

. . s 2 . .
Da ser vi umiddelbart at G{ er en forventningsrett estimator for v

Hvis vi lar

o P
Ul o= (v. -V.)° i =71
Ui E Vi = V)" /[ (=10,
blir
e =E (v, -2 - .~ 3.0%m.-1)
2 ‘P r 7’ 2 7 7 A

= 2 2
=m, {var V. = var V.}/(m.~1}) = ~% + o’..
7 { ir 11/( 7 ‘z 7

Hvis m. > 1 blir derfor

. . 2 . R
en forventningsrett estimator for oy - (Hvis dette gir S. < 0, ber hoyre
" [

side ber erstattes med 0. Tilfellet m, = 1 behandles i kapittel 11.)
Altsd blir '

2 LR R S
W, = —{G, + (I = =) 57}
7 m. 7 A
A 7
en forventningsrett estimator for var Vf~ og
2 9
(3.3.1 LMW
; L7

~

2 >
blir en forventningsrett estimator for var a. Dersom S; = 0, blir forg¢vrig

G2
T 1_ 1,2
W?_Mﬂ.-f(m. 7’ U
(3 2
) . 2 > )
Fplgelig, hvis alle S, = 0, blir
2 My 2
(3.3.2) MW =M. s (£-1) M 0P
. 1T 1 . 1 1 . m. 7 1
7 1 1 1

3.4. Spesialtilfellet med binzre a-verdier. Hvis alle ai(j,k)
antar verdiene 0 eller 1, vil et par av de foregdende uttrykkene forenkle

‘'seg en del. Vi innfgrer nd et par ekstra betegnelser, nemlig
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pi(J) = ai(J) og p = a/l.
Vir estimand vil vere p, men transformasjonen fra a er triviell. Vi fir nd

2, . , q Bld)
Oi(J) = pi(J) [1 - pi(J)] I—VFJ)_-T >

og

4. Byraets spesielle valg av nir(i).

4.1, Selvveiende utvalg. I det foregdende har vi ikke sagt noe

serlig om hvordan nir(i) velges. Vi skal nd beskrive den metode som brukes
i Byrdets standard utvalgsplan. Denne metoden medf¢rer en god del forenk-
linger i formelverket.

Det samlede antall trekkeenheter i utvalget blir

(4.1.1) n==3%Ln.(J)

N ir ~

r
En vil fastsette n ut fra overlegninger om den ¢konomiske ramme for under-
sgpkelsen. Vi lar derfor n vere en fiksert, ikke-stokastisk stgrrelse.

Ifglge (3.1.1) framkommer ¢ som en veid sum av observasjonene

X. , med vekter pd formen

irs
M. N.(J. )
1, 1 1ir
m., n. (J) "
7 ir n

Generelt vil disse vektene vare forskjellige. Vi vil si at utvalget er
selvveiende hvis nip({) velges slik at disse vektene er like og samtidig

(4.1.1) gjelder. D&t oppndr vi hvis vi innfgrer

M.

_ 7

(4.1.2) b(J) = n/t £ TN (T ),
]

og
(4.1.3) bi({) = b({) Mi/mi B
og lar
(4.1.4) nir({) = bi({) Ni(Jir)'

Da blir
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(4.1.5) a=331IX, /b(])
Trse

Det er vanlig & omtale b(J) som total utvalgsbrek og bi({) som utvalgs-

broken i stratum nr. Z.

(Se kapittel 12 vedr¢rende en annen mite i bestemme 7.

ir pa.)

4.2. Tolkning av utvalgsbrgkene. Det er interessant & se hvordan

man kan tolke disse brgkene. La oss innfgre

1 hvis utvalgsomrdde nr. j i stratum nr. 7 trekkes
ut som et primert utvalgsomride

T3 =
0 ellers,
og la Bijk vaere den begivenhet at trekkeenhet nr. X i utvalgsomrdde nr. j

i stratum nr. 7 trekkes ut for intervjuing. Da er altsd Iij = 1 hvis og

bare hvis ett av elementene i {i er lik j. Vi kan ikke fa Bijk uten at
I,.=1.
1J

Da blir

n, (1)

b.(j) =P (B, |I..=1, J =g} = —omm,

PAL A 1gk| 1 R i Ni(Jir)
Siden P{BijklIij =0, J= g} =0, kan vi skrive

M,
e - sy ey T
P {Bijk|g = i} = Iij({i) b(i) EZ .

1

m./M., blir derfor
172

Idet P{Iij = 1}
M

1

Bijk}

(4.2.1)

E (b({)]1,; = 1}.

Vi md regne med at denne vanligvis avhenger av 7 (men ikke av j), slik at

sannsynligheten for uttrekking av en trekkeenhet varierer fra stratum til

stratum. Spesielt vil ikke P{Bijk} generelt vare lik for eksempel £ b({)_
Forgvrig ser vi lett at

1 _%
(44242) E';;q)‘- oyl

4.3, Andre forenklinger i formelverket. En del andre formler vil

ogsa forenkles ndr en bruker (4.1.4)., En fér

ey 2.
20 s b9 oAy,
s’ T B0 W)



Vir = Xir/bi’ der Xir = g X

Vi = Xi/(bimi),~ der Xi =z Xir E) Xirs;
r rs
1-b.(7) S2(4)
T%(') = 7 q 7 %
2

bi(z) v.(3)°

der vi har foretatt naturlig forenkling av symbolene S% (j) og T% (3)s
1y A r o
1-b.
2 _ 1 7 2 .
YT w mL D) SR
i 1 r
og
2 _ 2,2 2 _ 1 _ 2
Ui = Zi/bi’ der Zi ol T {Xir Xi/mi} .
7 r
Estimatoren for var a fir formen
1 2 1 s 2
(4.3.1) £(1-b.(J)] b.(J) T N.(. ) S5 (J) + L (1= 5 m. 27,
2 X Y Y 7 ir” Tirn 2 s R
po(J) < r () < z

4.4, Tilfellet m. = 2. N&r det bare er to utvalgsomrdder i et

stratum, far noen av formlene en sarlig enkel form. Da blir

2 _ 1 _ 2 .2 _1 _ 2.
Vg = 5Vpq = Vigh™s 2y = 30Xy — Xpg)7s
og estimatoren for var a blir
1 2 2 1 2 2
L (Iby) by 2 N(Ty) STy g B (D) (K m Ky
b” 7 r=] b” 7 z

5, Szrtilfellet Oslo.

Den foregdende teorien gjelder for strataene utenom Oslo. Ste¢rrel-
sen a kan tolkes som samlet a-verdi for landet utenom Oslo, osv., Vi skal
nd behandle Oslo separat.

Oslo har NO trekkeenheter., Av disse trekkes et rent lotterisk

utvalg pd
no(g) = b({) NO
trekkeenheter. (Nevneren i (4.1.2) forutsettes utvidet med NO') k-te

trekkeenhet i Oslo har a-verdien ao{k). Vi lar

a, = i a,(k) og a,= ao/No.
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La de no trekkeenhetene i Oslo-utvalget vare nr. K K ey K 5

01° “02° Oyn
og la
XOs = aO(KOS) og XO = i ng/no.

Var estimator for a, er

aO = N0 XO'

Denne er forventningsrett. Vi finner variansen slik:

2 .
9 nO(%)
Y __ 7 ),

0

- (1-
no(i)

var (X0|£ = i) =

og
E var (Ybl{) = 0 (E —5=r - ==

Siden var E (Ybl%) = 0, blir derfor

2
A o

__0 _
var a, = — NO(N n).

. . 2
En forventningsrett estimator for o

08]’.‘

2 1 - 2
8¢ = —— 35 {x -X}°
0" myT Yos o

Var estimator for var a, blir derfor S

2 N
0 NO (; 1).

. p . v o .
Samlet a-verdi for landet blir @ = a + aa. Var estimator for

denne er

T X,
7

by +3T X )/b(Jd),
N ire T g 0s v
a

~

o A ) N
0g var a = var a + var a,, idet cov (a, aO) =0,

I det fg¢lgende skal vi se bort fra dette sartilfellet, bortsett fra

i underkapittel 12.4, som inneholder noen ytterligere kommentarer.

6, Estimering av prosentfordelinger.

6.1, Innledning. I analyser av data fra en intervjuundersgkelse

vil man ofte ¢nske 8 studere hvordan trekkeenheter som har et gitt kjenne-
tegn, fordeler seg etter et annet kjennetegn. (For eksempel kan man vare

interessert i fordelingen av pendlere etter hustypen de bor i.) Den
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naturlige framgangsmiten er da & telle opp hvor mange trekkeenheter det er
som har det f@rste kjennetegnet, og sd & regne ut hvor mange prosent det er
av disse som har hver av verdiene av det andre kjennetegnet. Det er viktig

& vare oppmerksom pd at bdde teller og nevner er stokastiske i den brgken

som gir et slikt prosenttall. En brg¢k av denne typen kan betraktes som en
estimator for en tilsvarende parameter. Vi skal nd se narmere pd slike

estimatorer.

6.2. En sarlig enkel situasjon. Vi skal fg¢rst betrakte en sarlig

enkel situasjon, der det ikke er noen stratuminndeling og der trekkeen-
hetene trekkes rent lotterisk fra originalbestanden. (Det er altsd ikke
tale om & trekke fra utvalgsomrdder.) Bestanden bestdr av N trekkeenheter,
hvorav n trekkes ut og utgj¢r utvalget. La antall trekkeenheter med et
gitt kjennetegn (f.eks. antall pendlere) vare M i bestanden og X i utval-
get. Av de M har Mi verdien 7 p& et gitt, annet kjennetegn (f.eks. bor
det Mi pendlere i hustype nr. %), og Xi av disse er med i utvalget. Her

er naturligvis M = ZMi og X = IX.. Vi lar

p =M/ og a; = M./M,

og vi ¢nsker & estimere Aps s vev Vi vet at
M -M
T,
P{X =2x} = -
(")
n
og
i, MM
(xi) (x—xi)
P{Xi—x$|X:x}:——(-7‘-4—)-——,
x

og vi antar at vi i begge tilfelle kan tillate oss & erstatte det hyper-
geometriske uttrykket med det tilsvarende binomiske, slik at vi med god

tilnzrmelse kan regne som om
(6.2.1) P{X=zx}= (Z) P~ (1-p)E " forx = 0,1,...,7,

x,
_ - o, a-x, -
(6.2.2) Px, =a, | X = x} = (xi) q, (1-q))" 7% for xz, = 0,1,...,a.

Den naturlige estimator for q; er
(6.2.3) g = X./X
7 A

medmindre X er "for liten". For smd X vil man antakelig avstd fra &

estimere a. La oss anta at (6.2.3) bare brukes ndr X er sd stor at den
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numeriske forskjellen mellom q? og

A X.
z

(6.2.4) e

er neglisjerbar. Vi vil her basere vdre resonnementer pa q;- Vi ser at

" _ _ X
E(qi | X = x) = o7 90

s& ndr X = x og x/(x+1) ¥ 1, er q; tiln®zrmet forventningsrett. Under

(6.2.2) blir videre

X
(x+1)

som er tilnermet lik q,(1-q,)/(x+1) ndr z/(x+l) ¥ 1. Hvis n og p er sd

var (%i | X =) = 5 qi(l-qi),

pass store at

D S
(6.2.5) P {Y:T A IY A 1,
blir

A'\:
(6.2.6) E qi N qi
og

Y 1
var q. X qi(l—qi) E TFT

N& er

Egrr= 0 oo (0% (1"
T x=0
S LTy ey
n+l y=1 Y
n+l
- 1 ntl, y n+l-y n+l
Sz () (1-p) - (1-p)" "}
p(n+1) y=0 Yy p P P
J1-ap™ 1 1
p(ntl Y omFl) " npt
Under (6.2.1), (6.2.2) og (6.2.5) blir derfor
- q.(1-q.)
(6.2.7) var q. it L.

7 np
En opplagt estimator for h¢yre side i (6.2.7) er
® %
a; (I-q,) /X
ndr X er sd stor at en vil estimere a; Dette er den samme estimatoren

som den en ville bruke dersom X var ikke-stokastisk. For estimatene for
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var(qi) spiller det altsd ingen rolle om en feilaktig oppfatter X som
"antall forsgk" i en hypergeometrisk (eller tilnsrmet binomisk) situasjon.

6.3. Grunnst¢rrelser ndr en bruker Byrdets utvalgsplan.  Hensikten

med framstillingen i avsnitt 6.2 ovenfor var & bringe klart fram i dagen ett
hovedpoeng, nemlig dét at "interne" prosentfordelinger som regnes ut i
materialet, framkommer som forholdstall der bdde teller og nevner er sto-
kastisk. I den s®rlig enkle situasjonen vi der studerte, var det relativt
lett & behandle de spgrsmil vi tok opp. Vi vender oss nd til den situasjon
en stdr overfor ndr dataene samles inn etter Byrdets standard utvalgsplan.
Det viser seg at vi md bruke en teknikk som er noksd forskjellig fra det
ovenstédende,

Vi trenger et matematisk verkt¢y, og starter med & innfe¢re noen
ytterligere symboler.

Siden vi er interessert i om den enkelte intervjuenhet har et visst
kjennetegn eller ikke, skal vi la ai(j,k) vare en binzr variabel. Eksem-
pelvis lar vi ai(j,k) = 1 hvis intervjuenhet nr. (Z,j,k) er pendler, mens
ai(j,k) = 0 ellers.

Vi skal jo studere hvordan intervjuenheter som har et gitt kjenne-
tegn, fordeler seg etter verdiene av et gitt annet kjennetegn. La oss si
at dette andre kjennetegnet har v verdier. Hvis ai(j,k) = 1 og hvis
intervjuenhet nr. (Z,7,k) har verdien % av dette andre kjennetegnet, lar vi
ai(j,k,z) = 1., Ellers lar vi ai(j,k,l) = 0., Hvis ai(j,k) = 0, er altsd
alle ai(j,k,l) = 0, mens ngyaktig én av dem er lik 1 hvis ai(j,k) =1. Da
blir
(6.3.1) - ai(j,k) = i ai(j,k,l).

For hver % har vi nd en teori analog med den i de foregdende notat-
ene. Vi innf¢rer symboler parallelle med dem vi har fra f¢r, og legger bare

til argumentet % der det trengs. Sdledes lar vi

a (ds ) =5 a.ld,k,2),
7 k T
Ei(j,-,z) = a,(dy,0)/ Wy(3),
a,(«,2) = ; ay(ds*s8), Zi(-,z) = a0/,
al(t) =la,(,0)=LL¢C ai(j,k,z),
i v 17k
0204,0) = e T (a4, ko) - @, (40,003
21ds ﬁ;??j:? H 5 LY e (0’
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2,. . .
2 (G = 0Ty ) W) ()
iry, nipﬂzfr Ni(Jir)
v = r i) <l i) Jom T m-1) .. (M, -m + 1))
z iiirir%’ Sk e T s
og
2 _ 1 = 2
oi(l) = MZ:T ; {ai(J, L) ai(.,l)} .

(Vi har i noen tilfelle innf¢rt °*-notasjonen for & forhindre forveksling
med tidligere symboler.)

Vare primere stokastiske variable blir nd observasjonene

Xirs(z) = ai(Jir’ Kirs’g)

og observatorene

Fipll) =3 Ky /()
Vir(l) = Ni(Jir) Xip(ﬁ),
Vé(z) =1V, (%) /ms
r
2 _ 1 _ 7 2
Silﬁ(%"k) LTI =1 z [Xirs(l) Xip(fl)} 5
r " S

2
bir(i’“) Ni(Jir) - nir(g)

2 _

Top(do) = =777 W) g
r "\ 1 1r

2 1 2 2

Gw = n i, ) 12 (),
1T r

2 _ 1 IEIPRNY

Uifl) = EZ:T i {Vir(Z) Vi(l)} s

2 - 2, _ .2
Si(l) = max {0, Ui(z) Gi(z)},

og

1.2 i) g2
ALY w6500+ (1= ) s,

Vi far
E (X, (%) | J = %} = au(d st

2
(6,3.2)  var (X, (0) | =4} =1,00,0),
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IS

. _
(6.3.3) alf) = ; ET z Ni(Jir) Xir(ﬂ),
A 1 r
est var a(1) = 3 Mi wﬁ(m),

i

osv. N& vil ikke Yip(l) og Y}r(l') vere uavhengige nir 2 T 2', si vi skal

finne noen kovarianser. La oss da innf¢re

3 —_— 1 . = . ,
0;(d,2,0") = ﬁ;737:7 o lay(d,k0) = a,(d,-,0)} {fﬁ(g,k,l )
—a,b'(j:':z')}.,

ai(jir,R,Q‘) ) Ni(jir) - nir({)

T, (G,0,8") = , - ,
ir %, ”ir({) Ni(Jir)
, 2, . , _ _
v (s2") =% W4, Tir(i,Z,R )/ Z [, (M,-1) ... (i mk+z)],
g
og
' - 1 s . - (e s . '
oi(l,l ) = M;:Y-E {ai(J, S 8) ai( L)} {ai(J, Ay
- a(-,0")).

. 2,. .. 2
Her blir oi(J,Q) = Ji(J,K,Q), oi(i) = oi(k,l), osv.

Ifglge Sverdrup (1964, side 328, formel (35)) blir

(6.3.4) cov {igr(l), X.

" | = {} =1

ir({,x,Q'),
noe som generaliserer (6.3.2). Ved & bruke samme teknikk som

Sverdrup, nemlig ved & se at vi har

(6.3.5)  cov {alt), a(2')} = % {var [a(t) + a(1')] - var a(2)

- var é(l’)},

far vi tilsvarende at

2
N N M, m.
(6.3.6) cov {alt), a(s')} = 1 ;n—Z- (v, (L,8") + (2 M—’;) 0,(%,2")},

Denne formelen gjelder bide for 2 = 2' og % # 2.

Siden a = ¢ a(2'), blir
2'

(6.3.7) cov {al2), a} = & cov {a(2), alr")}.
2’
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Hvis vi innfe¢rer

oy 1 . = =
ai(J,l, ) = ﬁ;??j:? i {ai(J,k,Q) ai(g, L) {ai(g,k) ai(J)},

1 . -~ . -
o (2,7) = M;?7'§ la,(d,e58) = a,(-,0)} {a (§) - a.d,

og tilsvarende 1. (J,%,*) og yi(l,'), far vi derfor
Y

ir

2
" N Mi m{
cov {a(e), a} = E ﬁ;-{vi(l,') + (1 - MZ) ai(i,')}.

6.4. Prosentfordelingen. De prosenter som regnes ut, er

q() = a(v)/a

(multiplisert med 100), og de betraktes som estimatorer for

q(L) = a(L)/a.

En tiln®zrmelse til var g(%) finnes ved et resonnement analogt til
det en bruker ved brgkestimering (Sverdrup, 1964, side 328-329):
(6.4.1)  var q(1) % qP(n) (YL AL vara _, C°VA§$£§’; a, .

Qe a

Hepyre side her estimeres ved

var a(%) est var a

est var 5(2) = &2(1) (est 5 + =3
a” (%)
(6.4.2) £ est cov |alf), ale')]
’
-2t — ).
a(f) a

°

Det gjenstdr derfor bare & finne en estimator for cov {5(2), &(1')}. Den
gre;este méten & gJ¢re dette pa er antakelig & estimere var a(l)
var a(l') og var [a(ﬂ) + a(l')] hver for seg med de forventningsrette
estimatorene vi har utledet tidligere, og s& bruke (6.3.5).

Fra et beregningsteknisk synspunkt lg¢nner det seg neppe & trekke
sammen de tre separate variansestimatorene. Vi skal gje¢re det allikevel,
for det kan vare greit & ha resultatet for senere referanse.

La da

_ 1 7 -7
S. ({,2,2') NI z {Xirs(l) Xir(l)} {Xirs(ﬂl) XiP(Q,)}’
1r N 8

og la
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2 o1 -7 7 2
Sip(ds2s2:%) = mn T TAX () X, (00) =X, (2) =X, (21)}°,

2 . .
La Tip(g,l,l') og Tir(g,i,k',+) vere definert tilsvarende. La

08

' -1 2 '
Gi(l’n ) =u L Nir(Jir) Tir({’g’z )5
r
2 12 2 ,
G i8,8",4) = " ; N ir(Jir) T—;r(i’p“’l IR
[ _ 1 -7 [ [
U (2,2") =g (V) V()Y AV, (1) =V (2")},
1 r
VE0,00,4) =Lt (V. (0) + V. (1) T.(1) - T.(2') 2
T T mi-l s T ir 7 7 ?
+
5,(0,8') = [Ui(m,m') - G.(2,2")]7,

2 2. +
Si(&,ﬁ',v‘) = [U;(;'L,SL’,H - Gi(l,l’,ﬁ] ,

m.
W o=t (6,(0,07) + (1= 35) §,(2,47)),
A L

m
1,2 ;2
Wo(8,00,4) =  (G5(0,00,0) + (1- M? S5(2,27,4)).

(3

+
Her er x = max(x,0). Da blir

(6.4.3)

2 , _ 2 2 , ,
.Sﬁ’(’{’%’g s*) = Sir(i’“ + sir({,z ) + 2 s,b.(;(,xz,z )s

Wﬁ(z,z'#) = Wi(z) + Wi(z') +2 Wi(z,z'),

osv. Altsd blir

est cov {al2), a(t') =3 Mf Wo(1,20),
1

6.5. Noen forenklinger. I de ovenstdende formler har vi ikke

egentlig brukt at ai(j,k,l)-verdiene bare er 0 og 1. Vi fir et par for-

enklinger ndr vi nd benytter oss av at vi bare har binsre variable.

Hvis ¢., ¢ , ¢_er n tall som alle har verdien 0 eller 1, og
1 n

g3 vet

hvis ¢ = I ci/n, er som kjent

L (e, - )% = n3(1-3).
i



25

Derfor blir

2, Wp(q) _
Oi(J’E) :Wai(,j,',l) {1 - ai(J,',Z)},

og
2 nir({) - = ;
Sir(ﬁ\/j, L) = W Xi.‘r(l) {I‘Xir(l)}.

7. Brgkestimering og etterhdndsstratifisering.

7.1. Innledning. I kapitlene 3 til 5 studerte vi bl.a. situa-

sjoner der det til trekkeenheten (<,J,k) knyttes én skalar verdi ai(j,kJ.
I disse kapitlene utnyttet vi ikke opplysninger som man eventuelt matte

ha om de observerte trekkeenhetene ut over kjennskapet til denne skalar-
verdien og utvalgsplanen. N& skal vi se litt pd enkelte teknikker som kan
benyttes ndr en til en vilkadrlig trekkeenhet (Z,j,k) ikke bare knytter en

skalar, men en hel vektor
{ai(j,k,l), a;(j,k,Z), vee 1

Vi skal gd ut fra at en for et gitt formdl er spesielt interessert i
verdiene av ai(j,k,1)~ene, og at ai(j,k,l)-ene for ¢ z 2 bare er hjelpe-
variable. VA&r estimand er sdledes

a(l) =2 ¥ a.li,k,1).

ik "

I virkeligheten stod vi overfor en slik situasjon alt i kapittel 6.
Riktignok var de mulige verdiene av ai(j,k,z) der bare 0 og 1, og dessuten
kunne summen

ai(j,k) =1z ai(j,k,l)

2
ogsd bare ha verdiene 0 og 1, men vi benyttet ikke dette i avsnittene 6.3
og 6.4. F¢rst i avsnitt 6.5 utnyttet vi den binare karakteren til
ai(j,k,z)—ene, og da bare til & forenkle et par variansformler.

Dette betyr naturligvis at formlene i avsnittene 6.3 og 6.4 fort-
satt gjelder selv om ai(j,k,l)—ene ikke trenger vare binzre. Vi skal gj¢re

bruk av dette nedenfor.

7.2. Brgkestimering. V&r estimand er altsd a(l). La oss fe¢rst

anta at a(2) er kjent for en gitt £ > 1. Vi kan da danne fg¢lgende brok-

estimator for a(l):
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a(l) a(f)

(1) = ar1) 3L,
a(g)

sdframt a(2) > 0. En tilnzrmelse av vanlig type til var a

(7.2.1)

() (1) vil veare

~(%) N 2 var &(1) var &(l) _ ocov {;(1), &(1)}
(7.2.2) var a (1) ~ a®(1) { 5 + =T arh) Y.

a?(1) a2
En estimator for hoyre side her er

~ "2
est var a(l1) + az(l)
a“(g)

der varians- og kovariansestimatorene er dem vi utledet i kapittel 6.

est var &(2) -2 g%%% est cov {&(1), &(Z)},

Hvis a(%) er kjent for flere enn én £ # 1, kan man danne et til-
svarende antall brgkestimatorer. Man kan ogsd forsgke & kombinere disse

og lage en sammensatt estimator.

7.3. Etterhdndsstratifisering ndr en kjenner antall trekkeenheter

i alle etterhindsstrata fra hvert forhindsstratum og utvalgsomride. I

enkelte tilfelle vet man hvordan bestanden av trekkeenheter fordeler seg
etter kjeanetegn som ikke er brukt i Byrdets standard utvalgsopplegg, og
som man kunne ¢nske & bruke i stratifiserings¢yemed. Eksempelvis ville det
ofte vart nyttig om man kunne stratifisere intervjuede personer etter
kjo¢nn og alder, men Byrdets standard utvalgsplan gj¢r ikke dette. En tek-
nikk som da kan brukes, er & observere verdiene av de ekstra kjennetegnene
(f.eks. kj¢nn og alder) hos trekkeenhetene i utvalget, og sd stratifisere

utvalget ndr dataene foreligger. Dette kalles etterhdndsstratifisering.

Teknikken brukes i tilknytning til arbeidskraftsundersg¢kelsene pd utvalgs-
basis. )

Vi skal nd gi en formell beskrivelse av denne framgangsmiten, og
begrenser oss da til ett ekstra kjennetegn. (Flere kjennetegn kan alltid
kombineres og '"omkodes" s& man formelt sett fir ett kjennetegn & arbeide
med.

Ved siden av den verdien ai(j,k,l)'som vi "egentlig" er interessert
i hos trekkeenhet nr. (Z,j,k) tenker vi oss at den tilordnes en verdi
bi(j,k), som bare kan anta et endelig antall verdier, la oss si

{1,2, ..., v}. Vi transformerer bi(j,k) til en vektor med binzre variable,

(7.3.1) {ai(j,k,z), ai(j,k,3), vees ai(j,k,v+1)},

der
1 hvis bi(j,k) = 2,
ai(j,k,z+1) =
. 0 ellers,
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for £ = 1,2, ..., v. Dette kan ogsd skrives slik:

a; (skb(4,k) + 1} = 1,

ai(j,k,2+1) = 0 for & # bi(j,k).
Naturligvis er

v+1
(7.3.2) I a.(j.k,2) = 1.
2=2

Trekkeenhetene i utvalget etterhdndsstratifiseres etter verdien av
b.(j,k). Dette betyr at de enhetene som har l-tallet plassert i samme
posisjon i vektoren (7.3.1), samles i samme etterhdndsstratum. Antall
enheter fra forhdndsstratum 7 og utvalgsomrdde j som tilhgrer etterhdnds-
stratum nr. ¢ (2 = 1,2, ..., v) blir ai(j,', 2+1). Hvis denne er kjent for
alle (i,Jir,l), kan etterhindsstratifiseringen foregd innen hvert forhdnds-—
stratum og utvalgsomradde.

La oss f¢rst studere en estimator for a(l) ndr dette er tilfelle.

Ndr vi skal bruke etterhdndsstrataene til & konstruere en estimator
analog til den som benyttes ved stratumlotteriske utvalg (Sverdrup, 1964,
s. 338), merker vi oss f¢rst at

Xir(z+1) = 2 Xipg (411)
er antall enheter observert i etterhindsstratum £ i utvalgsomrdde Jir i
forhandsstratum Z i utvalget, og at deres gjennomsnittlige verdi av

a,l:(j:_k: 1) er

N
(7,3.3) Xir(1’1+1)r: 2 Xirs(lj xirs(z+1)/xir(m+1).

(Vi tolker 0/0 som 0.) Estimatoren for a(l) blir derfor

=

(7.3.4) al1) =

IhMmc

7z n
—— OIS 24 . .
; E m i az(er’ S2t+1) er(1’2+1)
La nd ¥ = {X_,(2+1) : T=1,2 o3 P =1,2, oo & =1,2, ..., v}
vere en opplisting av Xir(l+1)-verdiene. Hvis det er gitt at utvalget er

blitt slik at J = j og
v

X

for spesifiserte xir(£+1), kan vi betrakte trekkeenhetene i etterhidnds-

z {xir(2+1) $L = 1,2 vees = 1,2, cues 2= 1,2, Juu, V],

. gtratum £ i utvalgsomrdde jir i forhdndsstratum 7 i utvalget, som et rent
lotterisk utvalg pd wir(£+1) trekkeenheter fra de ai(j,-,z+1) enhetene som
finnes der. Hvis vi lar
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I a.(d,ky1) a.(j,kyo+1)
—(2),. ., _k © ‘
a (3,1) =

ai(j,-,2+1) ?

blir derfor

_ _ _ —(
(7.3.5) E{Z Xirs(l) Xirs(l+1) | {=ds X= g} = xir(l+1) a

s

og folgelig blir

E{%ir(z,z+1) | g=4 k=%
med
0 for x=0,
e(x) =
1 for x$0.
Men da er
(7.3.6)  ElX. (1,041) | J = 4} = ¢. (4,0+1) 2
ir ? v ir 8’ 7
med
¢ir({’2+1) = PlX, (1+1) > 0 | J = {}.
Altsd blir
v M, -
T o2 s s a.j.,,utl) a,
_ . m. . A 1r 7
=117 7 r q

L)

Y 1)

_ =(%) ,.
} = e{xip(l+1)} o ; (Jir,l),

(jir’z) ¢ir(j,1+1)

(7.3.7) E a(l)

1]

= YR - ul
{871 (it 1]

Hvis vi hadde hatt ¢ir(j,l+l) = 1, ville h¢yre side her redusert seg til
Y]

IS

A -(2)
LI =1 a.(J, ,4*+1) a : (Gs1)
LT T g 1
v
= Zra.ld,k,1) T a.(j,k,o+l) =a(l).
. 1 —q1 L
T Jk =1

I sd fall ville altsi 3(1) blitt forventningsrett. Idet ¢ir(j,l+1) <1,
v

vil 2(1) underestimere a(l) noe.

Vi ser forgvrig at
¢ir(i’£+1) = J—P{Xir(l+1) =0 | J = i}
Wil pp) = apldgps™s241)

il
Ni(Jir)

n

nir({)
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n, (j)
a (J. ,-,2+1) ir'd

Hvis n (J) er relativt stor, trenger derfor ikke ¢ (j,1+1) vare sad mye
mindre enn 1.

S& skulle vi gjerne funnet en eksakt formel for var Z(l). Imidler-
tid viser det seg at dette leder til uttrykk som er alt for kompliserte til
at vi antakelig kan ha noen glede av dem. For estimering av var 2(1) md vi
d~vfor gd& fram pd en helt annen mite enn det som har vert n¢dvendig i tid-
ligere notater. Det finnes en del "empiriske" metoder for variansestimering,
og det er betydningsfullt & £f3 anvendt en slik teknikk ndr vi etterhdnds-
stratifiserer. (Se f.,eks. Lansing og Morgan, 1971, s. 87-90, og deres re-
feranser., Se ogsd Kish, 1957.) Alternativt kan vi forsgke & utlede til-
nermelsesformler analoge til den i avsnitt 7,2 ovenfor. (Sml. Dahmstrom
1968, side 19.)

Vi skal imidlertid ikke ta opp dette her. La oss bare avslutte
dette underkapitlet med & gjengi noen av de variansformlene som vi kan fa
tak i, sd langt at vi overbeviser oss om at formelen for var 3(1) mé bli
komplisert.,

Hvis vi lar

E {ay(d,ky1) ay(d,k,041) = a0
% G,1]% =% ,
v ai(j,ui”) -1

blir

var {Z Xirs(l) Xirs(2+1) | J = {, X= %} =

S
a (J k1) = x. (2+1)
0 (2*1) v (2 [o(if)(Jip,l)]Z,
ai(g?ir.v':f“'l)

og folgelig
var {%ir(l,l+1) | = Z, X =g

e{:c (z+1)} a,(j. o, +1) = x, (2+1)
LY 2 ir (%), .,
= : [c p (J

1)]2.
% (9.4-1) a'i('jir‘.'““

ir’
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Altsd blir

var {kir(1,2+1) | =4} =

(%), 2 o
(@ (G V17 mypfor#2) (2w, (s 042)]

I

[o(f)(' 1% elx, . (1+1)]
+ - E { CHEPINIY
ai(airﬂ-,z+1) Xir(z+1)
- X, (D] | = b
Sammen med (7.3.6) setter dette oss i stand til & finne

var {ai(Jir,-,2+1) %ir(1,£+1)}

i prinsippet, men resultatet blir opplagt meget: lite pent. I tillegg til

dette trenger vi si
. . ’ !
cov {ay(d,0,041) }‘ip(z,uz), a (d, . s2"+1) ?\’ir(z,x +1)}
for 2 # &'. Det er neppe bryet verd & forsgke 3 regne.

7.4. Etterhdndsstratifisering ndr en kjenner samlet antall trekke-

enheter i hvert etterhindsstratum, men ikke deres fordeling pd forhinds-

strata og utvalgsomridder. Det samlede antall intervjuenheter i etterhdnds-

stratum £ i totalbestanden blir a(2+1). Hvis ai(j,°,2+1)-ene ikke er kjent,
mens a(2), ..., a(v+l) er det, kan en inndele utvalget i v etterhdndsstrata
pd tvers av inndelingen i forhdndsstrata og utvalgsomrdder. Dette gjg¢res i
arbeidskraftsunders¢kelsene, siden en kjenner fordelingen av den samlede
befolkning pd kj¢nn og alder med tilstrekkelig ngyaktighet, men ikke deres
geografiske fordeling pd et tidspunkﬁ som er aktuelt nok. Vi skal nd se
hvordan slik etterhdndsstratifisering utnyttes i estimeringen av a(l).

Vi n¢yer oss da med & etablere»eétimatorenbog studere dens forventning.
Spo¢rsmidlet om dens varians lar vi ligge.

(Det er beklagelig at vi her kommer sd kort ndr det gjelder -
variansproblematikken. Ett viktig motiv for etterhdndsstratifisering er &
oppnd variansreduksjon. N&ar vi nd ikke etablerer en metode til estimering
av estimatorvariansen, er vi imidlertid forel¢pig avskiret fra & vurdere
effekten i denne retningen.)‘ ‘

Vi merker oss at

X(a+1) = E i 2 X pg(2t1)

er antall enheter observert i etterhdndsstratum nr. £ i utvalget, og at
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deres gjennomsnittlige verdi av ai(j,k,l) er

A%} P .
(7.4.1) X(1,0+1) = i X.ps(l) Xirs(£+1)/X(ﬂ+1).

DEDX
7
r g

Estimatoren blir da
v

(7.4.2) a®(1) = 1 a(e+1) ¥(1,3+1).
2=1

a

I forrige underkapittel klarte vi & finne et uttrykk for forvent-
ningsverdien til 5(1) fordi det var mulig & finne forventningen til
.ip'1,2+1) nar J og Xir(2+1) var gitt. I den ndvarende situasjon er jeg
ikke i stand til & gj¢re noe tilsvarende. Spesielt ser det ikke ut til at
vi kommer noen vei ved & betinge med hensyn pad X(2+1) (eller
X(2)y «o., X(v+l) og {).

La oss derfor ngye oss med & diskutere %(1,2+1) som en estimator
for
(7.4.3) E{l1I Xirs(z) Xirs(2+1)} / E X(2+1).

irs
Denne estimatoren vil da sannsynligvis vare noe forventningsskjev, men la
nd dét ligge.

Vi far av (7.3.5) at

E {z

7

LrX, (1) X, (941) | =4, ¥ =g
L r s

1rs

srsx. (1) @ P51,
. ir T Yap
ir
Nar J = i er X. (2+1) multinomisk fordelt, og
N 2 r

—
0 (555 4*1)

(7.4.4) ELX, (2+1) | g =4t = ()

Ni(JiP)
Altsd blir

E{i Xirs(l) Xirs(2+1) l {=q

_ nir(é) o

= Jk 1) al(d. sk, 2+1).
N5, )k vor
7 r

T ip
La oss nd som vanlig anvende at
() M.

n. Z
X = b(j) ==
N.(5. ) i
1 r
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Da blir
E{2 X. (1) X. (2+1) | J. =g4.}
s 1rs 1rs r r
M
== ai(Jir’k’l) ai(Jir’k’2+1) B(Jir)’
7 k
der
(7.4.5) B (3,0 = ELb(L) | Sip = I ppte

Hvis vi nd kaller teller og nevner i (7.4.3) for henholdsvis A(L) og B(%),
blir derfor
A(R) =L L B.(J) L a.(j,k,1) a.(j,k,a+1).
. LT Z 7
g k
Vi f8r B(%) ved & erstatte X. (1) og ai(j,k,l) med 1 overalt i resonne-

irs
mentet. Dette gir

B(2) =t ¢ Bi(j) ai(j,-,z+1).
i J
Vi kan derfor oppfatte am(l) som en estimator for

v
o = L a(e+l) A(L) / B(L).
=1

Hvis alle Bi(j) hadde vart like, la oss si lik B, ville A(%) blitt lik

BLzIZ ai(j,k,l) ai(j,k,k+1),

z

T J k
og B(%) ville blitt lik B a(&+1). Altsd ville o blitt lik a(l), slik vi
gjerne skulle se var tilfelle. Ved Byrdets standard utvalgsplan kommer
imidlertid variasjonene i Bi(j) inn som et forstyrrende element. Hvis
disse variasjonene ikke er store, slik at Bi(j)—ene stort sett ligger pd
samme nivd, vil naturligvis o tilsvarende vare tilnzrmet 1lik a(l).

(Se ytterligere kommentarer i underkapittel 12.5.)

7.5. Problemet med tomme etterhindsstrata. I de ovenstdende to

avsnittene (7.3 og 7.4) har vi tolket 0/0 som null. (Se f.eks. rett etter
(7.3.3).) I avsnitt 7.3 kan en slik tolkning bli n¢dvendig fordi vi kan ha
Xir(£+1) = 0, dvs. det kan vare at utvalget ikke kommer til & inneholde
intervjuenheter i 2-te etterhdndsstratum i utvalgsomrdde jir i forhdnds-
stratum nr. ¢. Konsekvensen av denne tolkningen er at et slikt etterhdnds-
stratum ikke bidrar med noe i beregningen av 3(1), og vi kompenserer ikke
dette pd noen midte, f.eks. ved & gi observasjoner fra ¢vrige etterhinds-

strata ¢ket vekt. (Dette gav ogsd opphav til forventningsskjevheten til
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3(1) og medfgrer underestimering av a(l).)

En annen mite 8 g8 fram pd, er i s13 det tomme etterhdndsstratumet
sammen med et annet etterhdndsstratum der en har observasjoner. (Sml.
kapittel 11.) En velger da gjerne § s18 sammen strata som ligger nar
hverandre i en eller annen forstand, enten geografisk, narings¢konomisk,
eller pd annen mite. Dette betyr i realiteten at en i en viss utstrekning
lar dataene bestemme hvilken etterhdndsstratifisering en skal bruke, mens
en jo egentlig tok sikte pd 8 fastlegge etterhindsstratifiseringen fo¢r en
fikk se observasjonene.

La oss se pd hva det vil bety for 5(1) om en slo sammen etterhdnds-
strataene £ og &' i utvalgsomrdde jir i forha3ndsstratum 7, ndr etterhdnds-
stratum &' er tomt mens stratum % ikke er det. Uten sammensliing vil de to

strataene til sammen bidra

a (T, o0 s041) 3(1:1,(1,!“1)

til den innerste summen i (7.3.4). Med sammenslding blir bidraget i stedet

4"
. . !
(7.5.1) {ai(Jir, S0+1) + ai(Jir, 221+1)} Xir“’““'

Det kompenseres altsd for det tomme etterhindsstratumet. Vi ser at sammen-
sldingen i realiteten innebzrer at vi bruker %ir(l,2+1) som anslag for
gjennomsnittlig ai(j,k,1)~verdi ogsd i det tomme etterhdndsstratumet.

En annen mulighet, som bygger pd en idé av Fuller (1966), er &
erstatte krg¢llparantesen i (7.5.1) med en annen vekt, slik at det totale
bidraget fra de to etterhdndsstrataene blir en forventningsrett estimator
for det tilsvarende bidraget til a(l) i grunnbestanden ndr J og X er gitt.
(Stgrrelsen i (7.5.1) har ikke denne egenskapen.)

Uansett hva man gj¢r, opererer man jo med en statistisk estimerinés-
prosedyre, og det er ¢nskelig & f& studert dens statistiske egenskaper.

Det viser seg imidlertid at det er svart vanskelig & gjennomf¢re dette med
vanlige, analytiske hjelpemidler, sarlig ndr utvalgsplanen er s§ komplisert
som den Byrdet bruker. Fuller (1966) har studert tilfellet med rent
lotterisk trekking av utvalget, slik at det altsd ikke er tale om forhinds-
stratifisering og totrinnstrekning. Han ser i detalj pd hva som skjer nir
en har bare to etterhindsstrata, pg han fir raskt ganske stygg analyse. Han
antyder ogsd hvordan dette kan generaliseres til flere etterhdndsstrata,

men synes vesentlig & oppnd & demonstrere hvor komplisert det hele da blir,

Tilsvarende betraktninger gjelder for avsnitt 7.4.

7.6. Avslutningsmerknader.

A. De fleste lzrebgker i statistisk teori for utvalgsunders¢kelser

(f.eks. Hansen, Hurwitz og Madow; Sukhatme; Kish; Raj) har noe stoff om
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teorien for etterhdndsstratifisering, og det finnes noen tidsskriftsartikler.
Den samlede stoffmengde jeg har klart & finne, er imidlertid ikke stor. Be-
handlingen teorien gir, er svart knapp og i alt vesentlig begrenset til
enkle utvalgsplaner, oftest til rent lotteriske utvalg. Tomme etterhdnds-
strata behandles gjerne svert lettvint.

Dahmstrom (1968) har gitt en oversikt over det meste av det stoffet
som var kommet fram til 1967. (Han synes & ha oversett Fuller, 1966.) Jeg
vet ikke om at det er kommet betydningsfulle bidrag til teorien siden den
tid. Derimot er det kommet en del interessante beskrivelser av anvendelser,

f.eks. Dahmstrom og Wahlstrom (1969) og Sverige (1970/1971/1972).

B. Klassikerne Hansen, Hurwitz og Madow (1953) har en bemerkning
som gjor det viktig & studere effekten av etterhindsstratifiseringen ganske
ngye. De framhever nemlig (bind 1, side 232 og bind 2, side 139) at etter-

hindsstratifisering (av et rent lotterisk utvalg) kan resultere i g¢king av

samplingvariansen hvis en ikke har stort nok forhold mellom utvalgsstg¢rrelse

og antall etterhdndsstrata. Et stort antall etterhindsstrata er altsd ikke

i og for seg noe gode hvis ikke utvalget er stort.
Vi skal sitere hva de tre forfatterne sier. La da n vere utvalgs-—

stprrelsen, L antall etterhdndsstrata, og n = n/L. Sitat:

"o, if 7 is large, say 25-50 or more, one might achieve nearly
all the gains of initial stratification, but if the strata are made too
small so that # is small, one might lose considerably by the introduction

of stratification after sampling."

C. Det er antakelig en vanlig oppfatning blant dem som har h¢rt om
metoden at den virker til 3 eliminere estimeringsskjevhet. Vare studier
ovenfor viser at dette ikke er riktig. Tvert imot kan etterhindsstrati-
fiseringen bidra til & innfgre forventningsskjevhet. Hensikten med &
bruke metoden er vel hovedsakelig ¢nsket om variansreduksjon, og s& er
hdpet det at forventningsskjevheten er ubetydelig i forhold.

Dahmstrom (1969, s. 25) nevner et annet moment av samme type:

Hvis frafallet er systematisk st¢rre i noen etterhdrdsstrata enn i andre,
vil naturligvis dét i seg selv bidra til forventningsskjevhet. Det kan
ofte vare grunn til & regne med selektivt frafall pd denne miten.

Vi har ikke behandlet frafall som problem i denne artikkelen, og

skal fortsatt la temaet ligge.
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8. Trekkeenhet og analyseenhet.

8.1. Terminologien. I de foregdende kapitlene har vi operert med

trekkeenheter, og vi har antatt at et utvalg av slike enheter har dannet
grunnlaget for analysene. Disse trekkeenhetene har da kunnet vare individer,
husholdninger, bedrifter, eller noe annet.

Det er imidlertid mulig at andre, mindre enheter legges til grunn
for aralysen. I si fall vil vi kalle disse for 2nalyseenheter. Sclv om
en f.eks. har husholdninger som trekkeenheter, hender det ofte at en vil

bruke de enkelte husholdningsmedlemmer som analyseenheter. Dette er ikke

oprblematisk fra et statistisk synspunkt. Selv om trekkeenherene fram-

kommer ved et stratumlotterisk to-trinnsutvalg, slik som i Byrdets

standard utvalgsplan, vil ikke analyseenhetene gj¢re det. Situasjonen der

hver trekkeenhet kan omfatte flere enn &neneste analyseenhet, krever derfor
serskilt behandling.

Vi skal né antyde hvordan denne situasjonen kan behandles. Det
viser seg at det f¢rst og fremst blir et spgrsmidl om & gi en passende

tolkning av den teorien vi tidligere har beskrevet elementer av.

8.2. Endringer i formelverket. I teorien foran er trekkeenhet

nr. (Z,7,k) (dvs. trekkeenhet nr. k i utvalgsomrdde nr. jJ i stratum nr. 7)

tilordnet verdien ai(j,k). En ¢nsker 3 estimere '"samlet a-verdi'

La nd antall analyseenheter i trekkeenhet (Z,7,K) vere v.(j,k).
Vi skal se bort fra det trivielle tilfelle da aile vi(j’k) er lik 1, for
da faller jo trekke- og analyseenhet sammen. Vi antar derfor at ikke alle
ui(j,k) er like. La analyseenhet nr. (7,j,k,2) (dvs. analyseenhet nr. & i
trekkeenhet nr. (Z,j,k)) ha a-verdien ai(j,k,l), og la

vi(j,k)
a.(j,k) = T a.(dsk, ).
* e=1

Nar vi skal estimere a, trenger vi da ikke ta hensyn til at trekke-

enhetene er oppdelt i analyseenheter. Vi kan som f¢r la

M N.(J. )
a=-31 <3+ X 5 s
M, nzr(%) o irs

der Xirs-ene fortsatt er de observerte a-verdiene for trekkeenhetene.

Sdledes er
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v.(J. ,K.
1 1r’ irs
X. = z X .y
1rs 0=1 108
med
Xirsz - ai(Jir’Kirs’Q)'

Her er Ni(Jir) og nir(i) antall av trekkeenheter, ikke analyseenheter. Om

vi lar
Ni(j)
14 . —_ .
N 7:(g) = kil vi(J,k)
og
nir({)
n'. (J) = I v.(J. K. ),
ir'~ g7 L oir’irs

. , e , .

blir ¥ 7:(J) og n 7:lﬂ(;{) det antall analyseenheter som de Ni(g) og nir(i)

trekkeenhetene inneholder til sammen. Vi ser at N'i(j) ikke blir stokastisk,
, . . . . ° . .

mens % 7/.lﬂ(ﬂl) blir en stokastisk variabel selv nar det er gitt at %—4.

Dette er intuitivt opplagt. Selv om utvalgsomrddene er gitt, vil trekkeen-

hetene velges ut rent tilfeldig, s& en kan ikke p& forh&nd vare sikker pd

hvor mange analyseenheter en vil f4.

Med utgangspunkt i analyseenhetene kunne en tenkes & bruke estima-

toren
. Mi N’i(Jir)
a=Io P P I ey
T 1T r r N s L

Denne vil naturligvis ikke falle sammen med a, og den vil ha andre statis-

tiske egenskaper. Vi skal se litt pd disse nedenfor.

8.3. Bruk av antall analyseenheter. La oss f¢rst merke oss at

vi(j’k) er et kjennetegn tilknyttet trekkeenhet nr. (7,j,k) p& samme mite
som ai(j,k) er det. Den generelle teorien i de tidligere kapitlene gjelder
altsd like mye for v-verdiene som for a-verdiene.

Vi far derfor f.eks. at

N.(F. )
. - . 1 t ztr (i.k)
J . . = =v.(gJ. = — .
EAv, (90 Kipg! | { = Dz(er) V3., x=1 Pl
N (F. )
_ 1Y%
W
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Altsd blir

v'.(g. )
' : _ a1 - . 1 Y7r

(8.3.1) ? ’L'Y’(S\I/) I { = %} = nf»l”{’z/) 7;7"7-—)— .

r

5]
-~
3

Vi kan derfor betrzkte brgken N’i(J‘r) / n'ir(%) i formelen for 2 som en
estimator for br¢ken Nf(Jir) / nfr(g> i formelen for @. Som estimator wil

den fg¢rste broken systematisk overestimere den siste. Vi skal nemlig vise

at
N (J. ) N.(F. )
P L _Tr - A
@3 By V=8 51
e r R

Bevis: Dette fglger direkte av (8.3.1) og av Je

o

pd den aktueile situasjon, sier at

.,
E A=

—_———
@)

N 1
A E T =0 -

o+
. .
r r v

N& md en ikke av (8.3.2) feilaktig slutte direkte at a systematisk

overestimerer a. D&t ville ¢ gj¢re hvis

N'i(Jfr)
.33 E 1 -~ T J o= 7
(8.3.3) nt. (d) Xtrs | ~ %}
ir V8
var lik
[‘u’.(/r] )
g Tt [J = 31 ~ @ITv ¥ H J = 4}
(8.3.4) Bl =4 @ U Kirs AR
ir N s

Imidlertid vet vi ikke omuttrykket i (8.3.3) fakiisk er 1lik det 1 (8.3.4),

for n’ir(%) og L Xirs er stokastisk avhengige, ogsd nar d = % er gitt. Vi
s -

kan derfor ikke umiddelbart slutte noe om estimeringsskjevheten til a av

(8.3.2),

8.4. a-verdi pr., analyseenhet. Hvis

»=5 %% vi(j,k)
Z 4k
er kjent, vil g-verdien pr. analyseenhet, altsd a/v, enkelt kunne estimeres
ved a/v.
Hvis derimot v ikke er kjent, vil det falle naturlig 3 estimere a/v

med a/0, der

D=L =z t_ir , . .
v . m, L n. (J) L vﬂ(Jlr’KlPS)
RN IS R A |
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Variansen til a/v estimeres slik vi pleier & estimere variansen til en brgk.

8.5. Et praktisk problem. Intervjukontorets utvalgsregister inne-

holder ikke egentlig husholdning som enhet. Derimot har man en enhet vi kan
kalle "adresse". De klynger som trekkes som trekkeenheter ved en‘hushold-
ningsundersgkelse, avviker derfor en del fra de vanlige husholdningsbegrep-
ene.

En vil vanligvis regne med at det er minst &n analyseenhet i hver
trekkeenhet, slik at alle vi(j’k) Z 1. Nir trekkeenheten er en adresse,
kan det imidlertid hende at en far vi(j’k) = 0, fordi enkelte boliger stir
tomme, eller fordi boligen er revet.

Dette har imidlertid ingen betydning for den statistiske teorien

her.

9. Kommunene som utvalgsomrdder.

9.1. Innledning. I noen undersgkelser gir man slipp pd de

stratuminndelte utvalgsomrddene i intervjukontorets utvalgsplan og bruker
de komunene som har utvalgsomrdder, til primzromrdder i undersgkelsene.
Dette har man gjort i forbindelse med en boligfinansieringsundersgkelse,
(Tamsfoss, 1969), og ved prgveundersgpkelsen om flyttemotiver varen 1972
(Dagsvik, 1972). Formelverket blir da noe annerledes enn i de foregd-
ende kapitlene. Vi skal her vise hvordan formlene blir i den nye situa-

sjonen.

.9.2. Symboler og konvensjoner. Vi tenker oss kommunene i landet
nummerert, og lar N(j) vare antall intervjuenheter i kommune nr. j. Den

k-te av disse har en a-verdi pd a(j, k). Vi lar

alj) =% alg,k)/N(F),
k

Q
1}

% alf,k) =z Nj) alg),
J ok J
og

a = a/N,
der N = L N(j). Vi betrakter a som vdr estimand.

J

La kommunene nr. Ll’ L2, ... ha utvalgsomrdder. Mens nummereringen
av de uttrukne utvalgsomrddene i et stratum har en egen mening i de tid-
ligere kapitlene, har ikke nummereringen av kommunene det. Hvis

k= {Ll’ L2, «++)s er altsd L en ren opplisting av numrene péd de uttrukne
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kommunene uten at nummerrekkefg¢lgen betyr noe.

Vi innf¢rer nad
1 hvis kommune nr., J har minst ett utvalgsomrddes
0 ellers.

Da blir altsi Ij = 1 hvis og bare hvis én av Lr-ene er lik j. La nj(%)
vere det antall trekkeenheter som trekkes fra kommune nr. j. Hvis lﬁ =0,

blir ogsd nj(k) = 0, naturligvis, Hvis Lr = j, lar vi

st = a(J,st),
X.=t X. /n.(L
J Js/ J(“‘)’
s
der Kjl’ sz, ... er numrene pd de trekkeenhetene som trekkes fra kommunen.

Xj er nd definert bare for de J der 15 =1, La Zj vere en vilkirlig
stokastisk (eller ikke-stokastisk) variabel som er definert for slike jJ.

Da skal vi la
Z,hvis I. =1,
J J
0 hvis I. = 0,
J
slik at Iij er definert ogsid for Ij = 0 selv om Zj ikke n¢dvendigvis er

det.
La

o%(5) =

1 . -, .2
-N—(?)——_—-J—Z)i {al(j,k) al(gl} N

2 . . . . . .
slik at 0“(J) representerer variasjonen i g-verdier mellom trekkeenhetene i

kommune nr. Jj. La videre

TZ(L):OZU)- Mﬁ)—nj%)
Jn nj(%) N(F) 2
2 Ii = 42
. = r{Xx. =-X.
5 J(é) nj(%) -1 s { Jjs J} ?
og
2 .
TZ 0 - S j(g) Ng) - ?i(é)
Jn T nj(é) N(F) *

Endelig lar vi

fli) = P{Ij =1}, f(i,J) = P{Ii = Ij = 1},
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9(1:“7) = f(i:j) - f(i) f(j):
N(G)/f(G),

A 2 -
n(i) =BG /I = 1,

el(g)

e =5 PG) 130 nii),
J
og
WP =TT oeld) elf) ati) ald) g(i,7).
74

Da blir altsd8 f(j) sannsynligheten for at kommune nr. j inneholder
ett eller flere av intervjukontorets utvalgsomrdder, og f(Z,j) blir sann-
synligheten for at bdde kommune nr. Z og J gj¢r det. Vi skal vise hvordan
de kan beregnes i underkapittel 9.7 nedenfor.

Vi merker oss at f(j,Jj) = f(j), og at vi felgelig har
g(d,d) = £(3)[1 - £(37].

9.3. Noen mellomresultater. Vi far

(9.3.1) E{Xj | Ij =1} = a(j),
= _ _ .2

(9.3.2) var {Xj | 15 =1, L} =+ j(g),

2 _ _ 2,
(9.3.3) BUST () | I; =1, f} = o"(5),

2 _ _ .2
(9.3.4) E{T j(g) | Ij =1, L} =1 j(%)’
(9.3.5) BE X, | I, = I = 1) =a) alj) for 7 % 4,

og
(9.3.6) cov {X, X | I, =1;= 1} =0 for 7 % 4.
Altsd blir

(9.3.7) E{I; X} | Ij} =1, alg),

z - 11 = gl — 11 = n(d
(9.3.8) ver (X, | I, =1} = E(x" (p) | I; =1 =n(i),
(9.3.9) var {13 Xj | Ij} = Iﬁ n(gl,
og

(9.3.10) EI, X, 13 Xj | I, 13} =1, Ij alz) a(s).
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Folgelig blir

(9.3.11) E{Iﬁ Xj} = £(3) a(jl,

var (I, 3 = £(3) n(§) + a2(5) £(3) 1= £

(5.3.12} = £(7) n(G) + a(5) gld.d),
cov {I. 4, Ij Xj} =Ecov {I. X, 13 33 | I, 13}
b7 v |
+ cov {E(I, X, | I, 13), E(Iij RSN Ij)}
= E{0} + cov {I, alz), I aii}
= a(i) a(3) Af(i,4) = £() i)}
(9.3.13) = a(i) ald) g(i.d) for < % 4,
og
(9.3.14)  E{I.X.I.X.}=a(i)ali) f(i,d) for 7 % 4.

T 1 g J

9.4. Estimatoren for a. Med bakgrunn i det ovenstdende lar vi

(9.4.1) a=3e(d I,%.= 3 N(G) X./F(F).
. g 7 . J
J © {J:Iszl}

Da er a forventningsrett, og

2 . -2 2
g T var a =y *w .

Forventaingsrettheten fglger direkte av (9.3.11). Variansformelen fglger
slik av (9.3.12) og (9.3.13):

var @ = & ¢2(j) var {I.X.} +2 & e(i) e(§) cov {I. X., I.X.}
J d i<d o1 g J

=5 &%(3) F(7) n(F) + 1 2(5) 3(5) g(d.3)
J i

+2 1 eld) o(d) ali) alj) gli,g) =2 + oo,
i<g

9.5. Estimering av variansen. F¢lgende estimatorer er forvent-

ningsrette:

0.5.0)  of =12 £ T R
J

+ E § e(z) e(g) g(i,d) Ii Xi Ij Xj / f(2,3)

og
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9.5.2)  +Z =1 P 12, ().

. J

J

. . 2 _ 2 _ 2
Bevis: Siden £ 1", (L) —EE'{TJ. L | Te L} -E{Ij s w1t ,
blir
2 . )

(9.5.3) ETj(k)=fw)nwL

Det f¢lger da umiddelbart at Ey2 = y2. Videre er

L) = £(3) n(5) + 3250 (9(4,3) + £(3)), eller

(9.5.4) E {IJ.)_KZJ.} = £(3) (n(d) + 32(5)1,

Altsd blir

o? =1 P) ni) 030+ 5 i) 1 - G £ [BG) + 3G
J J
. . ey Ty T 2 2
+ 2 .Z e(Z) e(g) g(i,d) a(i) a(jg) = v° + w°.
1<J

9.6. Selvveiende utvalg. Vi vil nd kalle et utvalg for selvveiende

ndr estimatoren for a kan skrives pd formen

& = T L X. / b(L)
{j:IJ:I} s 9J° v

for en passende st¢rrelse b(k). For & f& dét til, vil vi kreve at

N(g) 1
(9.6.1) - = nar I, = 1,
f(g) nj (%) b(%) J
samtidig som
(9.6.2) In, (L) =n,

g J

der n er gitt. Kravet (9.6.1) gir

(9.6.3)  n (B) = b(R) I 0(3) / f(i),

og kravet (9.6.2) gir

(9.6.4) b(f) =n / Z {Ij N(G) / f(3)}.

J
Relasjonene (9.6.3) og (9.6.4) vil til sammen bestemme nj (k)-ene. (En
annen mite 4 bestemme disse st@rrelsene pd diskuteres i underkapittel
12.6.)

Siden vi nd far
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n(g) = n, (L)
I,j . W: flg) IJ. {1-b/ )}/ bugi,

blir estimatoren for var a lik

of = ) S5 41 - b / £}

Y

%

fq:7 .=1

1J-Ij 1}

+ 3T L eli) el(d) I.X, I.X, g(<,5) / £(i,5).
7 J ' 7 t Jd d

°

Det er interessant & se hvordan man skal tolke b (L). La Bf vare

e

den begivenhet at en gitt intervjuenhet fra kommune nx. J kommer med i ut-

valget. Da er

PUB, | Io= 1, LY = ni(k) / Ni) = T, b (L)/§5)

ifglge (9.6.3). Altsa blir

(9.6.6) P{Bj} = E{IJ. b (L) / f(3)} = Eb (L) | IJ. = 1},

Vi md regne med at denne avhenger av j.

Vi fir endelig at

1,y
(9.6.7) E (ETZjJ =

&

Disse resultatene er analoge med dem i underkapittel 4.2,

)

9.7. Beregning av f(j) og £7,5).% La oss n3 innfere betegnelsen

Ms{i) for antall primazromrdder fra stratum 7 som ligger i kommune J, og la

1 hvis kommune nr, j far minst ett utvalgsomrdde
I.(s) = fra stratum s,

0 ellers.
Det er hensiktsmessig & benytte notasjonene

fé(j) = Pr {Ij(s) = 0},
fé(i,j) = Pr {Ij(s) = Ii(S) =0

Na er
M -M(j) M
s s / (ms)

s s

9.7.1) £ =0°

og

x) Dette underkapitlet er skrevet av John Dagsvik,
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M -M (Z)-M(]) M
., ., _ 8 8 8 8
(9.7.2) f;(t,J) = m )/ (m )s
8 8
Siden
{13 =0} = Q {Ij(s) = 0},
blir

f(jg) =1-P{1,=0}=1-P{N(I.(s)=0)%L
J s J

Idet trekkingene i de ulike strata er uavhengige, blir derfor

(9.7.3) f(j) =1-1 fé(j).
S

Tilsvarende er

I

{I.=1,
7

J 0} = 2 {Ii(s) = Ij(S) =0},

noe som medfgprer at

P {Ii = Ij =0} = q fS (Z,d).

&
Siden

F(6,§) =1 =P (1, =0) =P (L =0)+P (I, =1,=0),

far vi den enkle formelen

(9.7.4) f(i,d) = f(£) + f(jg) -1 +1 f;(i,j).

8

Uttrykkene (9.7.1) og (9.7.2) kan finnes direkte ved hjelp av tabeller over

den hypergeometriske fordeling (Lieberman og Owen, 1961).

x)

10. Estimering av prosentfordelinger ndr kommunene er utvalgsomrdder.

10.1. Innledning. Som beskrevet i kapittel 6, er man ofte interes-—

sert i & finne hvordan en gruppe som har et gitt kjennetegn 4 er fordelt
etter et annet kjennetegn B. Kapittel 6 behandler situasjonen ndr Byrdets
standard utvalgsplan brukes, Vi skal her se pd hvilke forandringer som md
til ndr utvalgsplanen er som i kapittel 9, dvs. ndr kommunene er primzre

utvalgsomréader.

#) Dette kapitlet er i alt vesentlig skrevet av John Dagsvik.
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10.2. Symboler og konvensjoner. La a(j,k) vare a-verdien for

intervjuenhet nr. k i kommune nr. j. Vi skal spesielt la a(j,k) =1, dersom
intervjuenheten har kjennetegnet 4, og 0 ellers.

Nar a(j,k) = 1, lar vi a(j,k,%) vare henholdsvis 1 eller 0 etter
som verdien £ av kjennetegnet B opptrer eller ikke. Nir a(j,k) = 0 lar vi
a(fsks?) = 0 for alle &. La

ald, s%) = & ald,k,2),
k

ald, ,0) = ald, ,8)/N(3),

a(ﬁl) = Za(jJ.JQ‘)J
J
. 1 , = . V)L Tye e o

0(Jshs ') = W77 i {aldsk,0) = ald,' )} {la(d,k,2') = al(d, " ,2")},

otg onr) N3 =)

T(L,8,0") = .
s : N ’
% nJ(Q} (3)

i) = ALy, 800/, = 1},
n(g,%,%"') = E {TJ(N 01D/ f }

v(2,2') = & P(3) £G) nd,nt),
J

wl(2,8') =T 3 (i) el(f) aliy - 8') ald, %) g(i,d),
25

o(2,2") = y(2,8") + w(2,2"),
2, . .
o (J,Q«) ZO(J,Q,Q,),

2 -
Tj(%,l) = rj(%,ﬂ,l),

v200) = y(2,4),

mg(l) = w(f,8),

st(l) = a(J,st,k) nir L_ = J,

X. = . (L),
X (2) g Kig(20/m (L)

I,

— J -7 Yy -y '
sj(g,z,zr) = nj(é) — g {ng(z) Xj(z)} {st(z ) X3(£ )1,

N(g) = n (L)
’ - !
chg,z,m ) = Sj(g,z,z ) 7 " T s
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2 i 2 -
SiRo) = 84(1,0,0)5  Ta(E,) = Ti(L,2,8).

10.3. Prosentfordelingen. En er interessert i et anslag for

(10.3.1) q(L) =

a(L)
a

a(t) estimeres ved

10.3.2) a(h) =3 () I.X.(0) =1 N(j) I.X.(8 i),
( 3.2) a(v) : elg) f J( ) : (J) ; J( )/f(3)

og en lar

(10.3.3) @ =1 a(%).
2

Den naturlige estimator for g er da

(10.3.4)  qra) = 22
a

Et tilnzrmet uttrykk for variansen til ¢(%) gitt ved (6.4.1). Vi fér

(10.3.5) var &(1) = YZ(Z) + w2(l);

(10.3.6) cov {XJ(K), }j(l')|%, Ij =1} = Tj(é,Q,Ql);

L{var I?(Z) + é(ﬂ'{] - var &(l) - var &(2')}

(10.3.7) cov {c;(z), 21(2’)}
= y(8,0") + w(l,)s

cov (a(t),a) = 5 cov (a(8), a(i')).
2'

Ved & bruke betegnelsene

y(2,) L oy(2,8'),

Q,’

wlly) =L w(f,r'),
2,,

far vi at

(10.3.8)  cov (a(2),a) = y(%,+) + w(k, ).

10.4. Estimering av varianser. Estimatorene

(10.4.1) ;(z,sz') =3 02(.7') Tj(é,z,z')
J

og
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(10.4.2)  o(2,8') = £ 2(3) £(7) JIRND
J

+ E ; eli) eld) g(i,d) IiXi(l) Iﬁ Xj(l')/f(i,j)

er forventningsrette for henholdsvis y(%,%') og o(2,2").
Bevis: Ved & bruke (10.3.7) far vi
E{Tj(g,z,z')lg,Ij} = IJ. rj(é,n,z’),
slik at
E Tj(é,l,l') = flG) n(g,8,8"),
og altsd
Ey(,27) = v(2,2").
Videre er
EAX (0 X000 )|g, I, =13 = cov {Xi(0), X,(47)|E, I, =1}
+ BN, L= 13 B ()L, 1= 1) = v (L, 0,00)
+aldstsn) ald, ,n').
Dette medf¢rer at

E AL Xj(z) ij(z')} = F(F) n(Gs2,0") + F(F) alg,« %) alf,-,2)

og
S o 8, L2,
E o(,8') =% & (J) £(G)7 n(g,2,%")
+ 3 0P(3) gli,d) nld,000) + 3 G2(5) gl3,3) ald, ,0) ald,-,a")
J J
+ L e(i) e(d) g(i,d) ali, ,0) ald, ,0') = v(2,0") + w(e,2'). ]
1]
10.5. Forenklinger ndr utvalget er selvveiende. Nar utvalget er
slik at

(10.5.1)  ny(p) = HE bep) 1

(sml. (9.6.3)), blir
: £(3) -~ b(L)
! — . ’
(10.5.2) (% 27 = 0l h ") grprEr—



Videre blir

N(z) _ —
(10.5.3) E’{b | I, -1}-—Zf(”P{I =1 | IJ.— 1}
=15 om0 J—j(%%—) % L o8 £lid) / $1(5)
7

slik at

(10.5.4)  n(,2') = "—f}ﬁ%’l (%z_ e() F(i,3) - 1).
A

Forventningsrette estimatorer for cov {a(%), a(%')} og y(%,%') blir nd

(10.5.5)  0(8,27) = 4 5 N(§) §;(5,2,27) 11 - b/f(]))
J

+ izj e(i) e(f) I, X (¢) T, X (01) gli,d) / £(2,5),

(10.5.6)  y(2,2") _% W(3) (50,070 (1 = b/F(I)Y / £(3).

li. Tilfellet m. = 1.

11.1. Innledning. Som vi nevnte pd slutten av kapittel 2, hender

det at man bare bruker en tredjedel av de primezre utvalgsomrddene i hvert
stratum (utenom Oslo) i en underspkelse. Hvert stratum i Bergen og
Trondheim representeres da med ett av sine utvalgsomrdder. Strataene uten-
om de tre stg¢rste byene skal i prinsippet representeres med -to utvalgsom—
rdder hver. Noen ganger vil imidlertid ett av omrddene falle bort, f.eks.
ved sykdom i intervjustaben, og da fir en igjen tilfellet m, = 1. I den
foregiende teorien har vi bygd pd en forutsetning om at m, > 1 ved
variansestimeringen. (Se f.eks. underkapittel 3.3.) Vi skal nd se pd et
par forslag til hvordan variansen kan estimeres i et stratum der'mi =1,
Forslagene gir ut pa » .

(i) & sld sammen to strata med ett utvalgsomrédé hvef, og

(ii) & splitte opp dataene fra et utvalgsomréde.

Disse idéene kan fores videre pd mange miter, men vi skal ikke
gjore det her. VAr hensikt er forst og fremst & illustret; problem-

stillingen.

11.2. Sammenslding av to strata med ett utvalgéomréde hver. En

mite & behandle tilfellet m, = 1 p&, er & sld stratum ¢ sammen med et annet

stratum. Man md da sondre mellom det tilfelletat det andre stratumet har a
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to eller flere utvalgsomrdder, og det tilfellet at ogsd det andre stratumet
bare har ett utvalgsomrdde. Vi skal her se pd det siste tilfellet.
Anta at stratum nr. 1 og 2 har ett utvalgsomrdde hver, slik at

m o=m =1. G og 2

1 2 1 5 ef da fortsatt forventningsrette estimatorer for

2 . . . .
Y1 o8 yg, men det er ikke umiddelbart gitt hvordan vi skal estimere 0% og

La na U = (/ -V ) . (Nar m. =1 blir naturligvis V. =V
1,2 7 ’ g 7 7:1-)

Siden Vl og V2 jo er stokastisk uavhengige, blir

. _ 5 s T w7 T 2
EU1)2 = E {(Vl /1) + (EVZ EVZ) (V2 EVZ)}
= var V, + var V, + (EV, - EV )2
1 2 1 2
_ .2 _ 1,2, .2 o 1,2, = _ =2
(11,2.1) =yt (1 Ml)ol vyt (1 MZ)UZ + (al a2) .
Hvis
(11,2.2)  a, =a, og o° = o-
e al—Zg_Z"
blir derfor
2 2 2
2 12" G%
1,2 5 - 1 _1
Ml M2

en forventningsrett estimator for oi (= c%). Hvis (11.2.2) ikke n¢dvendig-

vis gjelder, blir

(11.2.3) ES® . =o° +

Hensikten med & ha to strata opprinnelig, istedenfor & sl3 dem
sammen til ett stratum for trekking av utvalgsomriddene, md vel i forste

- = 2 . o .1 os
rekke vare at a4y ¥a Dette betyr at S vil fa en tendens til & over-

2° 1,2
. 2 . 2 < 2
estimere 01 (hvis 01 02).
La oss anta at vi i alle tilfelle bruker Si 2 som estimator for
~ )
ci og og. Bidraget til estimatoren for var a fra disse to strataene blir

da i alt



22 _ 1,2 22 1.2
Myle7 + (1 M1)51,2]+M2|—G2+(1 71,2 )

2“1
Ml(Mg—l) + MZ(MY_J)

T _ 2 22 T o 118 02
MM (M, (M,=1) + M, (M,-1) ]ULZ + (M=) M (My=1)G M, i)ugj

Hvis M] = Jz, blir dette 1lik
22
(i1.2.5) MZ ./11:

Dersom de to strataene hadde vart sldtt sammon iii oft for trek-
kingoen av utvalgsomriadene, op ren lotterisk trekking av to omrdder fra det
sammensladtte stratumet gav de to samme utvalgsomridenc scw dem vi hadde oven-

for, ville bidraget til estimatoren for var a blitt

A
%.(H PR V(M R 9 g .
2 1 & 1z Lyl
Med #
L
Vi iLodisse utirybwooe ei sesentlily aveerledes eun dewm 1 (1Lo2.4) og

(11,7050 Samm-

siaing av t

15}

tata etrer at utvalczorrddene er tiukker,

gii 4itsd helt andre resultater enn sammenslding for trekking.

11.3. Oppsplitting av dacdene fla el utvalgsomride. ko aiternativ

framgangsmite ndr mi =1, er & dele materialet fra det ene utvalgsomrade
man har, 1 to deler og utnytie dette 1 variansestimeringen. En slik opp-—
deling av materialet faller jo naturlig hvis man har hatt to intervjuere
i akrivitet i omrddet, men oppdelingen kan unaturligvis gjennomf¢res uav-—

hengig av dette. Vi skal her bare anta at det foreligger en eller annen

egel s ar J. = J. é P L (. LT i i
regel som, nar i1 dll’ deler opp de nLl(Jll) uttrukne intervjuenhetene
i én gruppe pé né(jfl) Z 2 stykker og en annen gruppe p& n;’(jil) =

i ! (7. ) 2 2 stvk eks. dsvi (i -
nil'di1) ni (le) 2 stykker, f.eks henholdsv1s’de nL(le) forst ut
trukne intervjuenhetene og de né'(jfl) siste.

. . . . 2 .
Det er fortsatt ingen problemer med estimeringen av Vi Vi bruker

2 _ .2 2
Gy = W) Tiqls

11)

som estimator.
p

- . 2 .
For & estimere 9 danner vi .
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- 2 _ 7
X! = » Xx., /!, x!" = 1 x. ro/nlt
Z s=1 118" 7'¢ T s=1 1,,1,7’11:'*3 z°?
og
2 — ,;2_ 1y 2
Ui = Z(X’ Xt )7,
: Y = py!l —
Da blir EXi = Ei_ai og
o= 2 1,2
var Xi = (Yi) + (1 M.)Oi’
7
der
2 2,00 =y, 2
’ - ’
(V7= mg) [2lG]° /M,
J
med
L, NG W) = ()
23 ]° = .

Formelen for var Xé'

(11,3.1)

som vi skal

(11,3.2)

2
Da er Yi

e :
ni(J) Ni(g)
blir analog, og

o (J)
lV V.3

1
M.
7

Ty
¢ = cov (Xi’Xi )

vise nedenfor. Videre blir

g% = 5 B {(X! - EX1) - (X - EXM}®
Z Z Z z z
= % var Eé + % var Xé'~ cov (7é,zé9
=55 )P e - ﬁf)ci -
l a(j) 1
= -——-Tr—{IV (F) |_21V (J) (=57 ’(.7) ,_,(J.))-J:j+1}
"
+ (1 - M%)oi.
2
S (J.,)
2 11 11 1
Yl o= {N(J)[N(J)( 7 )—z]+1}.
i Ni(Jil) ’(J ) é(J“)

en forventningsrett estimator for den f¢rste summen i (11.3.2), og
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M,
M.~1
z

2 2

(Ui - Yi)

. . 2 . . .
er en forventningsrett estimator for o Det bidrag som stratum 4 gir til

estimatoren for var a, blir derfor
£ 2 2 2
Mﬁ (Gi + U Y.
Siden

2

G. =
Z

2
Ni(Jﬂi) Sil(Jil) {Ni(Jil) - ni(Jil)} / niZ(Jil)’

kan bidraget til estimatoren ogsd skrives som

2 SN SN SN B
[ n
n (g, ) " mi(d ) T a7 ) T W(d )

2.2 -1 .2
MSo (T ) 5 N (T, ) (

+ M%U%.
7

11.4. Bevis for formel (11.3.1). Vi far at

oy .
ui(J) ”iz(J)

X b E(X
=1 s:né(j)+2

- - . 1
’ n _ . -
E(Xi Xi |J£1 =d) = né(j) né'(j) - i]rxils | Jil

= 1oa(d,k) a(d,n) / N(G) (W.(5)-1]]

1233
=: ai(j,k)tz‘ a(isi) = a (3, k])/ [V (3) (V.(3) - 1]
_ =2, 1 2,. -
={W.(§) ay(j) ezl (3, k)3/W.(5) - 1.
Idet E()_(é | Iy, =d) = E(}-{é' ]J“ =4) = Ei(j), blir derfor
=, = . 2,..., .
cov {Xé,xé' IJ“ =4} = - ui(J,/Nl.(J).

Formel (11.3.1) f¢lger da umiddelbart.

12. En annen mite & bestemme Mg pd: Fiksér b og la n vere stokastisk.

12.1. Innledning. Vi diskuterte Byrdets spesielle valg av nir(g)-
i kapittel 4. Et viktig aspekt ved denne miten & bestemme utvalgsste¢rrel-
sene i strataene pd, var at en tok 7 som fiksert og bestemte total utvalgs-—

br¢k b av (4.1.2), dvs.

IS

(12.1.1) b =n/t #’- V.. ).

:j)
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Stgrrelsen b blir da eun stokastisk variabel. Enkelte trekk ved teorien i
de senere kapitlene er sterkt preget av dette.

En kunne imidlertid snu bak fram pd den prosedyren somgav (12.1.1),
nemlig ved & fiksere verdien av b, og bruke (12.1.1) til & bestemme #, som

da blir en stokastisk variabel. I analogi med underkapittel 4.1 lar vi da

(12.1.2) bi =b Mi/miJ
(12.1.3) n. (J. ) =b.N.(J. )
ir 1ir i1 Ar

og

(12.1.4) n({) =L fn. (J. ).
r

z
7
(Funksjonsargumentene angir her hva de enkelte variable i realiteten av-
henger av.)

En stor del av den teorien man finner i tidligere litteratur,
bygger pa et opplegg av denne typen. Dette gjelder f.eks. for Byrdets
artikkel nr. 37 (Tamsfoss, 1970).

12.2. Tolkning av utvalgsbrgkene. Siden ENi(Jir) = Ni/Mi’ blir

Ew(i) = bN, der N fortsatt er det samlede antall trekkeenheter i landet.
Utvalgsbroken b har altsd tolkningen

n(d)

(12,2.1) b=E T2

dvs. b er den forventede utvalgsandelen i undersgkelsen.

Hvis Biik fortsatt er den begivenhet at trekkeenhet nr. kX i ut-

(Y

valgsomrdde nr. J i stratum nr. ¢ trekkes ut for intervjuing, slik som i

underkapittel 4.2, fir vi nd at

b, =P {Bijk | Iij =1, J =4},
og folgelig at

P {Bijk | Iij} = Iij b,

Siden F Iij = mi/Mi’ blir derfor
P {Bijk} = b.

I den ndvarende situasjon er altsd b lik sannsynligheten for at en vilkérlig

trekkeenhet skal bli trukket ut for intervjuing. Denne sannsynligheten er
derfor den samme 1 alle strata.
Selv om svart mange av resultatene i kapitlene foran blir de samme

ndr b fikseres som ndr n fikseres, er det likevel enkelte sliende
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eksempler pd at resultatene forenkles ndr b fikseres istedenfor n, i tillegg
til dem vi s& ovenfor i dette underkapitlet. Vi skal nevne noen slike

eksempler i underkapitlene nedenfor.

12.3. Endringer i underkapittel 4.3 ndr b fikseres. En fir nd

feolgende formel for variansen til a:

, ~ 1 _ o2, 1 _ 2, .
(12.3.1) var a = & E (1 bi) § Ni(J) Ui(J) *3 E (Mi mi) o bi K

og estimatoren for var « blir

. 1. 2 1. " 2

(12.3.2) — L (I-b.) b. S N.(J. ) S(J. ) +-=% (1= 5) m.2.°,
2 . 7 1 Ioir T ir 2 . M. 1

Jo R r b” L 7

I estimeringsformelen f8r en altsd bare den trivielle forandringen at

b(%) og bi(%) erstattes med henholdsvis b og bi'

12.4. Endringer i kapittei 5. Nir D er fiksert, blir n, = bNO

0
ikke- stokastisk, og

i2.5. Endringer i underkapittel 7.4, Nir b fikseres, blir natur-

ligvis alle Bi(jir) lik b, og o = a(l). a®(1) blir derfor en (trolig noe

forventningsskjev) estimator for den estimand en der er interessert 1i.

12.6. Endringer i underkapittel 9.6. N&ar kommunene brukes som

utvalgsomrdder, bestdr den framgangsmiten som er analog til den oven-

stdende, i & fiksere b, bestemme nj(%) av

12.6.1 (L) =1I,N(5) b/Ff(d),
( > nglk PRUCERZA4C)
og la den totale utvalgsst¢rrelsen vare

n(g) = L (k).
J

Da blir sannsynligheten for at en vilkdrlig telleenhet fra kommune nr. J
skal trekkes ut for intervjuing, lik b for alle j. Analogien med det

ovenstiende er slende.
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