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1. Innledning

Et veiet aritmetisk / geometrisk gjennomsnitt inngar i beregningen av en pris-indeks pa det mest
detaljerte nivaet, og kan kalles pris-indeksens mikroformel. Hensikten med dette notatet er a
sammenligne det veiede aritmetiske gjennomsnittet og det veiede geometriske gjennomsnittet som
parameterestimater i hhv en additiv og en multiplikativ modell mhp statistiske egenskaper.

Innferingen av den additive og multiplikative modellen gir en enkel utledning av de generelle optimale
mikroformlene som i forskjellige versjoner gir de mest brukte mikroformlene i dag.

Seksjon for Okonomiske Indikatorer skiftet i august 1999 mikroformel i konsumpris-indeksen, og gikk
over til et geometrisk gjennomsnitt, i trad med anbefalinger fra International Labour Office (ILO) og
Boskin-rapporten (se [3]). Begrunnelsene er flere, men et viktig ekonomisk argument er at det
geometriske gjennomsnittet til en viss grad tar heyde for det at konsumentene endrer kjopeadferd ved
prisendringer (substitusjon), noe den gamle mikroformelen ikke gjorde (veiet aritmetisk gjennomsnitt).
Vi ser her kun pé rent statistiske egenskaper, og skal se at det fra denne synsvinkelen ogsé finnes god
begrunnelse for & velge det geometriske gjennomsnittet, nemlig at det er mer robust. A undersoke
sammenhengen mellom de ekonomiske og statistiske momentene, og prove & kvantifisere de
okonomiske argumentene er interessant, og kanskje en naturlig fortsettelse av dette notatet.

Vi tar utgansgspunkt i faktiske prisobservasjoner fra konsumprisindeksen, men vil ogsa simulere nye
prisobservasjoner for & sjekke egenskapene til de forskjellige estimatene ved & kunne kontrollere
hvilken modell som virkelig har generert dataene. Forskjellen p4 modellene er om "steyen" i modellen
inngar additivt eller multiplikativt.

Prisobservasjonene er her slatt ssmmen mht geografiske omrader (hele landet er delt inn i 8
forskjellige omrader), men beholdt pa forskjellige representantvareniva (her kalt varenr) som er ca.
850 forskjellige. Til sammen er det ca. 46 000 observasjoner totalt hver méaned. Analysen her er gjort
med utgangspunkt i observasjoner fra juli 98 (referansemaned) og desember 1998.

Notasjonen som vil bli brukt gjennomgaende er:

P.;:  prisobservasjon i for en bestemt representant-vare ved tidspunkt #
P,;:  tilsvarende prisobservasjon ved referansetidspunktet (juli)
B,: indeksparameteren som skal estimeres (felles for observasjonene innen en representantvare)
g tilfeldig feil (stoy) i modellen, med gitte fordelingsantagelser

. > Py P, P, \a . . . .
De mest brukte mikroformlene er szm , 1 iﬁ og H(?) og vi skal se i kapittel 2 og 3 (ligning

(2.3) og (3.5)) at disse er spesialtilfeller av de generelle uttrykkene for de optimale estimatene under
additiv og multiplikativ modell.

Vi skal se at det veiede geometriske gjennomsnittet (multiplikative estimatet) er mer robust overfor
modell og fordeling pa stoy enn det aritmetiske (additive estimatet). Ved & bruke de faktiske

prisobservasjonene til & beregne det additive estimatet ﬁa og det multiplikative estimatet ﬁm er vi
istand til & generere nye prisobservasjoner under den modellen vi ensker og med kjent fordeling pa
stoyen. Vi bruker altsa referanseprisene Py;, B, eller B, , og simulerer den tilfeldige komponenten ¢,

fra en Kjent fordeling for s& & generere nye P,; under kjente betingelser. Dermed kan vi lage nye

estimater og sammenligne egenskapene deres. Som resultatene vil vise er stoyfordelingen av stor
betydning. Nar denne er skjev nok mot heyre vil det additive estimatet fungere bra nar den additive
modellen har generert dataene (estimering under sann modell) og darlig nar den multiplikative
modellen har generert dataene (estimering under feil modell), mens det multiplikative estimatet
fungerer bra i begge tilfeller. Malt i skjevhet, standard-feil og RMSE (root mean square error),
beskrevet i kapittel 5, kan hoved-resultatet oppsummeres i flg. tabell (gjelder for alle 829 varenumrene
og nar stayen er gammafordelt):



ADDITIVT ESTIMAT Ba MULTIPLIKATIVT ESTIMAT Bm
Sann modell Feil modell (*) Sann modell Feil modell (*)

|Skjevhet| <0.009 <8.428 (37.39 %) <0.046 <0.103 (1.09 %)
Standard-feil <0.168 <177.5 (21.35 %) <0.473 <0.175 (0 %)
RMSE <0.168 <177.7 (21.59 %) <0.476 <0.188 (0 %)

(*): Andel varenummer (av 829) som har nivéa sterre enn max-nivéiet i sann modell

Tabell 1: Simuleringsresultater som viser forskjell pa f&a og fﬁm (gammafordelt stoy)

Tabellen viser tydelig hvordan det additive estimatet "bryter sasmmen" under feil modell. Det
multiplikative estimatet er noe darligere enn det additive under sann modell, men til gjengjeld omtrent
like bra under feil og sann modell.

2. Additiv modell

Den additive modellen for pris-utvikling innen et varenr er gitt ved :

2.1 P =BPy; +g;, eller P%i =B, +#n8i

der €, antas a ha flg. egenskaper:
(2.2) E(g,)=0, Var(g)=w,c.

Vi har altsa en enkel, veiet linear regresjonsmodell, der w, er en tenkt "varians-inflasjon" som gjerne
er en funksjon av referanseprisen og som gjor modellen istand til & beskrive f.eks. at variansen oker
med referanseprisen. Py; (referanseprisen) kan betraktes som en kjent storrelse i modellen og
estimatene, slik som regresjonsmodellen vanligvis betinger pa forklaringsvariabelen. Minstekvadraters
estimatet av f3, er gitt ved:

z 1p P. B2
AR 04

A wi E O

; P

Bt :—Zﬁpoz.i = i zpii Py

2.3)

som kan ses pa som et veiet aritmetisk gjennomsnitt av prisforholdene, som med w, = P(il- gir det
"vanlige" aritmetiske gjennomsnittet. Vanlige antagelser for w; i ekonomiske modeller er w; =Py,

for 1< <2 (sef.eks. [2]). Her ser vi pd a=0,1,2 slik at w, =1, PO)i,P(ii (modellen uten varians-

inflasjon er dermed ogsé med i betraktning).

Estimatet for o er:

n 2
(2.4 & =7 (- BB

1

Fra (2.1) folger at

Piy_ w2 Py \M
)—?)cha, eller SD(W =310

Po.i Py @

2.5) Var(




For & beskrive (2.5) grafisk er % plottet mot P,; i figuren nedenfor.

Pt/PO

0 2000 4000 6000 8000 10000
PO

Figur 1: Valg av w; i additiv modell

I figuren er alle pris-observasjoner under 10 000 tatt med, sa det er ikke realistisk i forhold til at valg
av w; skal gjores pa varenr nivd, men sdpass mange observasjoner i samme intervallet gir en god

illustrasjon pa varians-inflasjon. Den stiplede linjen er proporsjonal med ﬁ og fra (2.5) ses at dette

Pu
[¢

tilsvarer hvordan det teoretiske standard-avviket i = varierer med Py; narw; =1. Tilsvarende er den
)i i

Pl,l

- som funksjon av P,

heltrukne linjen proporsjonal med # og beskriver standard-avviket i .
0 A

i

narw; = Py ;. Begge kurvene synes a folge standard-avviket i observasjonene brukbart og antyder at

W, = P(ii som tilsvarer konstant standard-avvik i -= ikke passer dette samlede utsnittet av dataene,

P[ 1
Po;

selv om det ogsa ved konstant standard-avvik vil vaere sterst spredning der antall observasjoner er
starst.

2.1. Symmetrisk stoy (normalfordeling)
Med normalantagelse pé stoyen folger at prisforholdet har flg. betingede fordeling:

P Wi
(2.6) | Py~ N(B.3-07)
og (2.3) er lik "Maximum likelihood" estimatet. Heretter vil vi droppe den betingede notasjonen.
All analyse og estimering gjores innenfor hvert varenummer. Ved normalfordelt stoy, w, som

funksjon av P, ; og sistnevnte som en kjent storrelse, vil Bt ogsé vere normal-fordelt (fra (2.3)) (en

veiet sum av normal-fordelinger) med forventning og varians gitt ved:

2.7) EB,)=B,. Var(p)=—1-c

wi
i



Som (2.7) viser er altsa parameter-estimatet forventningsrett under modell-antagelsene.

2.2. Usymmetrisk stoy (gammafordeling)

Vi skal senere se at formen pa stoyen og omfanget av den (variansen) er avgjerende for hvilken
estimator som er best. Som usymmetrisk stoy velger vi gamma-fordelingen. Modellen er som i (2.1),
fremdeles med forventning og varians som i (2.2), men né er g, gammafordelt, se appendix. Siden
denne fordelingen kun er definert for positive verdier, mé vi bruke en linear transformasjon for at
(2.2) skal holde. Vi velger altsa, som for:

P,

(238) =B, e,
og videre:
2.9) g =W —a,)

der m, er standard gammafordelt med parameter o, (E(n;)= Var(n,) =0, ). Dermed er (2.8):

P Wi Wi
(2.10) =By (P () ) = B+ (B - e,)  ~ Gl 0,,.7,)

altsa tre-parameter gamma-fordelt med:

@.11) 0, =0 v, =B - N,
Forventning og varians til % er da (se appendix):

Pu P1.i Wi
(2.12) E(W) =B, Var(g) = 7%

Fra (2.3) ses at Bt na er en veiet sum av gamma-fordelte variable, og far forventning og varians som i
(2.7):

(2.13) EB)=B,. Var(B)=—1ra,

Wi
i

Fordelingen til Bt er na vanskelig & finne eksakt, men det er heller ikke nedvendig siden resultatene
baseres pa simuleringer.

3. Multiplikativ modell

Denne modellen er spesifisert ved:

G.1) P, =PBP e, eller =B,

Pos
og den blir additiv pa log-skala:

(3:2) log() = log(B,) + log())

5



Med utgangspunkt i log-skalaen blir resultatene tilsvarende som i forrige avsnitt, og tilbake-
transformasjon gir resultatene pa opprinnelig skala. De generelle antagelsene pa stoyen er na

(3.3) E(log(g;))=0, Var(log(e;))=w,o;,

Minstekvadraters estimatet av log([3,) er som i (2.3) et veiet aritmetisk gjennomsnitt:

1
(34) log(B) =Y | <5 [log(g)

eller pa opprinnelig skala:

Wi

R P. =y
(3.5 |3t :HL#JI
0.i

i

som kan betraktes som et generalisert geometrisk gjennomsnitt som ved w; =1 gir det "vanlige'
geometriske gjennomsnittet. Som i den additive modellen er w; = Py’;, men her har vi brukt

a=-2,-1,0 (w; =-1-,=.1). Variansestimatet er ogsé tilsvarende som i additiv modell :

2 9 b
Pii Poi

(3.6) 6l = ﬁZ(ﬁ[log(%‘i) ~log(B, )J)z

Fra (3.2) folger at:
3.7) Var(log(%)) =w,cl, eller SD(log(% ) =w,0,,

og som i forrige avsnitt er forskjellige valg av w; illustrert i figuren nedenfor.
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Figur 2: Valg av w; i multiplikativ modell

[ den overste figuren er det log-skala pd x-aksen. Dermed er hele Py; -omrédet tatt med og omréadet

med hoyest observasjons-tetthet (sméa P, ;) er "strukket" ut. Den viser at et konstant standard-avvik

ikke er urimelig, selv om nederste figuren synes & vise at w; =5, P+ passer best.
0.i

0.i

3.1. Symmetrisk stoy (normal- / lognormal-fordeling)

Med normalantagelse p& log(e;) i (3.2) vil vi ha

Pl,i
(3.8) log(5)~N (log(B,), wioh )
og dette tilsvarer at % er lognormal-fordelt pa opprinnelig skala. Fra (3.4) ser vi at log(Bt) dermed

ogsé er normalfordelt (veiet sum av normal-fordelinger) med flg. forventning og varians:

(39) E(log(B)) =B, . Var(log(®,))=<i-o7,

wi
i



Siden log(ﬁt) er normal-fordelt er Bt selv log-normalfordelt med forventning og varians gitt ved (se

appendix):
(3.10) E(Bt)zexp(log(ﬁt)+% lyGiIJ
(3.11) Var(f%t ) = exp[2log(Bt) + 2%01219 - exp{2log(Bt) +%an}

Som viser at parameter-estimatet ikke er forventningsrett under modellen, selv om skjevheten er liten
og avhengig av w;.

3.2. Usymmetrisk stoy (gamma- / loggamma-fordeling)

Med modellen fra (3.2) og gammafordeling pa log(g;) mé vi som i avsnitt (2.2) bruke en linezer-
transformasjon for & oppné kravene i (3.3). Vi setter:

(.12) log(e;) = /w; (0; —at,y)

der m; er, som i additiv modell, standard gammafordelt med parameter o, (E(n,) = Var(n,)=0a,,).
Da kan (3.2) skrives som:

Pl,i
(3.13) log(5) = log(B,) + /W, (n; —0t,,) = /w,m, +(log(B) = /W;0ty, | ~G(0t-0,01.7m)
altsa tre-parameter gamma-fordelt med:
(3.14) Oni = Wi» Vi =log(B)—+/w;o,

Da blir forventning og varians til log(%) :

(3.15) E(log(;‘)—i ): log(B,)., Var(log(;‘)—j ): w0l

Nar log(%) er gamma-fordelt tilsvarer det at % er log-gammafordelt (se appendix) med forventning

i

og varians:

(3.16) E(fj—):(ﬁ)a exp(log(B) — /W0y, ). W, <1

(.17) Var(5) = [(1_2‘ ) = ()™ }eXpP(log(Bt) ~Jwia, )J Jwi <%

Fra (3.4) ses at log(ﬁt) er en veiet sum av gamma-fordelinger med varierende parametre og dermed
vanskelig og regne ut analytisk, men det folger av (3.4) at:



(3.18) E(log(B)) = log(®).  Var(log(B)) =i,

Siden vi ikke vet fordelingen til log(fit) kan vi heller ikke si noe om fordelingen til Bt pa opprinnelig
skala, eller om forventning og varians, men simulering gjor det mulig a undersoke disse egenskapene.

4. Hvordan bestemme w;

Fra figur 1 og 2 har vi sett grafisk at bade additiv og multiplikativ modell har bra tilpassning til
dataene. Det er imidlertid vanskelig ut fra figurene & si om additiv eller multiplikativ modell passer
best, og videre hvilken av de additive / multiplikative modellene. For best mulig estimering p& varenr
nivd ma w; kunne variere fra varenr til varenr. For & finne den best mulige w; tas utgangspunkti a

minimere residualene. I den additive modellen f.eks., er residualene gitt ved:

1

4.1 g =P —BPy;
og estimert residual:
4.2) éi = Pt,i - BtPO,i

der ﬁt er gitt ved (2.3) og funksjon av w; . For & bestemme "optimal" w, beregner vi den w;, blant tre
forskjellige, som minimerer den totale residual-kvadrat-summen, altsé:

(4.3) gy = {Z(R,ﬁ B, (WP, )2}

1

og i den multiplikative modellen

1 ~ 2
@4) . :arg;m{Z(lOg(l% —log(Bt(W))) }

1

Béde i den additive og den multiplikative modellen viser det seg at pa de dataene vi har provd

minimeres kvadratsumresidualene med konstant varians, altsa w,,, =1 og w,, =1, for alle

varenummer.



5. Estimering under sann / feil modell

Vi tar utgangspunkt i modellene fra de forrige avsnittene, men vil na skille mellom sann modell og
antatt modell. For & sammenligne den additive og den multiplikative modellen vil vi simulere skjevhet,

standard-feil og RMSE (root mean square error) til Bt i additiv og multiplikativ modell, nar antatt og
sann modell er like og nér de er ulike. Vi bruker P,; pris-observasjonene og parameter-estimatene

under begge modellene til 4 simulere nye pris-data P,

i » 0g kan dermed beregne nye parameter-
estimater under sann og feil modell. Dette er sa grunnlaget for & estimere skjevhet, standard-feil og
RMSE som gjer oss i stand til & sammenligne estimatene.

For a unnga unedig komplisert notasjon dropper vi indeks "i" (for pris observasjon innen et varenr) og
indeks "t" der det er hensiktsmessig. Det skal fremkomme hvilken modell som er sann og hvilken som

er antatt. Indeks "a" og "m" markerer hhv additiv og multiplikativ modell og "s" betyr sann modell.
Antatt modell vil ha indeks "j" (j=0,1,2) for a skille mellom de tre forskjellige "w" som antas. Videre

vil sann "w" i f.eks. den additive modellen betegnes med w, ., og den estimerte (kfr. avsnitt 4)

as>®
betegnes med w, .. Tilsvarende er Ba’j parameter-estimatet i de tre antatt additive modellene og Ba)s

er estimatet under sann modell og med optimal "w".

Analysen gjores péa varenr. nivé, dvs. at all estimering og simulering gjeres for hvert av 829 varenr
(her er varenr som har kun 1 observasjon eller fa og "avvikende" observasjoner fjernet, samt alle pris-
observasjoner som er 0). Simuleringen gjores ved a "trekke" fra angitt fordeling. Dette gjores K ganger
som hvis stor nok gir et fornuftig estimat pa teoretisk skjevhet, varians, MSE og RMSE i de
forskjellige estimatene. De teoretiske storrelsene (skjevheten betegnes med "bias"):

5.1 bias(B,) = E(B;~B), MSE(B)=E((B,~B)’). Var(®)=E((B ~EB)’)

estimeres ved (vi bruker samme navnene pa de empiriske storrelsene, selv om det egentlig er
estimater):

(5.2) bias(B )=+ (B~ B,
k=1

(53) MSE( )=+ 2" (B - B.. )2
k=1

(5.4) Var(B.,j) = MSE(G,J') - (If)iaS(B.,j))2

Her er den sanne modellen additiv, og det blir helt tilsvarende for den multiplikative. Prikk-indeksene
star for enten "a" eller "m", antatt modell. "K" er her satt lik 500. Dette gir et standard-avvik til bias-
estimatet pa under 5 % av standard-avviket til parameter-estimatet som er rimelig bra presisjon. 500
simuleringer tar ca. 14 timer og dette er &rsaken til at ikke "K" er valgt hoyere.

Nar den sanne og den antatte modellen er like, er beregningene enklest og folger direkte av avsnitt 2
og 3.
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5.1. Sann modell

Her er antatt og sann modell like. Dette gir enklest regning og forst ser vi pa de teoretiske egenskapene
under disse forutsetningene. Resultat-avsnittet folger samme inndeling slik at nér antatt og sann
modell er like betyr det at vi simulerer (sann modell) og estimerer (antatt modell) under samme
betingelser.

5.1.1. Additiv
Forst betrakter vi den additive modellen. Fra avsnitt 2 har vi at ved normal-fordeling / gamma-
fordeling pa stoyen er modellen spesifisert ved:

P| Was 2 P‘ \/rds \/K
(5.5) 7 ~ N, 5-07) , eller §~G(oca, 5> (Bas =5 oca))
og fra (2.3) at parameter-estimatet er:
%
A Waj P‘ .
(5.6) B..; :Z F 7> 1=0,12
1 : Wa.j

Det folger dermed at:
(5.7) BB, )=P,.» j=0.12

. Py 5 . Py 5
(5.8) Var(B, ;)= Z—Z“‘zsi, eller  Var(B, ;)= Z%aa

5 o)

der variansuttrykket refererer til normal-fordeling / gamma-fordeling og w, , =1, w,, =P, w,, = P, .

5.1.2. Multiplikativ
Den multiplikative modellen er som i avsnitt 3 lettest spesifisert pa log-skala ved:

(59)  logl)~N(Iog(B,, )W, 00 ). eller 10g(f) ~ Gy W o[ o8(B ) = W0t |

og parameter-estimatet fra (3.4):

(5.10) log<6m,j)=2(z“*—"i]log<§—;), i=0,1,2

Herav:

(5.11) E(log(B,, ) = log(B,.,), i=0.1.2

(5.12) Var(log(Bm’j)) = ZLZG; , eller Var(log([:’)m’j)) = z%am
"] (7]

11



der w, = P—lz, w PLO, W, =1. I normal-fordelingstilfellet vil ﬁ vere lognormal-fordelt og vi

m, — m,j

har eksakt forventning og varians gitt ved:

Wm,s

(5.13) E(Bm,j)=exp[1og<ﬁm,s)+ Z@ ol [, j=0,1.2

V‘ms V‘ms

(5.14) Var(Bm J) = exp[2log(Bm DE: 22 <Z:‘] J exp[2 log(B,, )t Z (Z:]

Nar stoyen er gamma-fordelt er det vanskelig & finne analytisk uttrykk for forventning og varians, men
lett ved simulering (neste avsnitt).

5.2. Feil modell

Denne situasjonen beskriver effekten pa estimeringen av at den sanne modellen er en annen enn den
man tror den er. Resultatene i neste avsnitt fremkommer ved & simulere fra en modell og bruke
estimatorene som er optimale under den andre modellen.

5.2.1. Additiv
Her antas at modellen som genererer dataene er additiv, mens man bruker estimatene fra den
multiplikative modellen. Modellen er altsa som i (5.5):

(5.15) (Bas,

-6 o f L)

aﬂp

mens estimatet blir som i (5.10):

Wm,j

(5.16) log(B,,,) = Z{ Jlog(—) o B = H(K)Z* j=0,1,2

w .
m_| i

Modellen (5.15) er definert for negative g—; , men det er ikke estimatet (5.16). Dette gjor at det er
umulig a finne et analytisk uttrykk for forventning og varians til estimatet. Det tydelig-gjor ogsa

modellens uegnethet siden det fra et tolkningssynspunkt ber veere umulig med negative pris-forhold.

[ praksis leser simulering problemet med & finne forventning og varians til estimatet, selv om man
ikke har analytiske uttrykk. Varenumrene som genererer negative prisforhold kuttes ut. Vi skal se at
dette problemet oppstéar kun ved normal-fordelt stoy, noe som tyder pa at stoy som er fordelt med
skjevhet mot hayre fungerer bedre for disse modellene, og stemmer bedre med fysisk tolkning.
Modellen med normal-fordelt stoy kan ogsa vare egnet, men forst og fremst med sépass liten varians
pé stoyen at ingen negative priser genereres.

5.2.2. Multiplikativ
Modellen er na som i (5.9), og pa opprinnelig skala gjelder:

(5.17) lf,)—(‘)~logN(log(Bm’s),Wms m) eller—~logG( \/TS,[log(Bms) VWans m})

altsé at prisforholdet er lognormal-fordelt eller loggamma-fordelt. Med estimatet fra (5.6):

12



B
Q Wa.j P T
(5.18) Bui=2 2;5 j=0.12

ser man at med lognormal-fordelt prisforhold fas at estimatet er en veiet sum av lognormal-fordelinger
og med forventning og varians:

(5.19) E(B.i)=> exp(log(B, ) +3w, .08 ). j=0.1.2

i

>
.

(5.20) Var(Ba’j) = Z _plg {exp(Zlog(Bm’s) + 2Wm’scsfn ) - exp(2 log(B,, ) + Wm’SG?“ )}

1 Wa.j
i

Med loggamma-fordelt prisforhold fas at estimatet er en tilsvarende sum av loggamma-fordelinger og
har forventning og varians:

(521 E(B,)=> {(l_m)a"‘exp(log(glnys)—\/wimam)}, Wans <1.j=0.1,2

i ZWa_j
i

(5.22)

2
0

2
Var(Ba)j) :Z zplg {(1_2 lwmj )“m —(ﬁ)mm}exp(ﬂog(Bm)s)—z wm)sam)}, W <3

1

Wa,j

Disse estimeres i neste avsnitt ved simulering.
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6. Resultater

6.1. Sann modell

Her estimerer vi under den riktige modellen, dvs. at vi bruker de optimale estimatene. Dette er
situasjonen beskrevet teoretisk i avsnitt 5.1. Vi regner ut skjevhet, standard-feil og RMSE fra uttrykk
(5.2), (5.3), og (5.4) for a vurdere hvor god estimeringen er. Den additive og den multiplikative
modellen er begge tatt med i samme figur for sammenligning. Ferst vises figurene for normal-fordelt /
lognormal-fordelt stey, deretter for gamma-fordelt / loggamma-fordelt stoy.

Simuleringen tar utgangspunkt i modell (5.5) og (5.9) og erstatter ukjente storrelser med estimater
(parameterne med indeks "s"). Dette gjor det mulig & trekke fra kjente fordelinger.

Forst regner vi ut skjevhet etter (5.2), f.eks. for additiv modell. Da blir uttrykket for skjevhet, for hvert
varent:

Dette gir oss et estimat pa E(Ba’j — B, ) med gjennomsnitt over mange simuleringer i stedet for

K
(6.1) bias(@)%Zsign{ By —PBas
k=1

min
J

forventning, og Ba)s i stedet for 3, ;.

Bakgrunnen for & velge den minste skjevheten (over j=0,1,2)1 (6.1), er at i praksis har vi en metode
for a finne optimal "w", da ma dette gjelde for de simulerte dataene ogsa. For hver "k" i simuleringen
Bz,j - Ba,s
negativ og fortegnet beholdes). Det er ikke nedvendigvis den samme "j" for hver "k", men ved a

minimere for hver "k" blir ogsa total-summen (og gj.snittet) minimert. Dette méler altsa skjevheten i
estimatet under optimal "w".

velges altsa den Bﬁl (over j=0,1,2) som gir minst absolutt avvik (differansen kan vare

Tilsvarende beregnes standard feil (roten av (5.4)) og RMSE (roten av (5.3).

Siden figurene viser begge modellene og pa samme malestokk er det enkelt & sammenligne. Hver
prikk i figurene representerer et varenr og verdien har fremkommet ved 500 simuleringer.
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Skjevhet i beta-estimat under riktig modell
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Figur 3: Sammenligning av skjevhet, riktig modell og normal- /lognormal-fordeling

Figuren viser ingen forskjell mellom modellene, og skjevheten er liten, noe vi kunne forvente fra
uttrykkene (5.7) og (5.13).
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Standard feil i beta-estimat under riktig modell
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Figur 4: Sammenligning av standard-feil, riktig modell og normal- / lognormal-fordeling

Figuren viser ubetydelig forskjell i standard-feil mellom de to modellene. Videre ses at nivéet pa
standard-feilen er lavt i forhold til verdien pa parameter-estimatet (rundt 1), som betyr god estimering.
Standard-avviket til bias-estimatet (forrige figur) kan beregnes ved a ta ca. 5 % av nivaet pa standard-
feilen i denne figuren.
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RMSE i beta-estimat under riktig modell
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Figur 5: Sammenligning av RMSE, riktig modell og normal- / lognormal-fordeling

Siden nivaet pa skjevheten er lite i forhold til standard-feilen vil bildet av RMSE vare dominert av
bidraget fra standard-feilen og dette ser vi i figur 5. Figuren viser ogsa at forskjellen mellom
modellene er liten.
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Skjevhet i beta-estimat under riktig modell
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Figur 6: Sammenligning av skjevhet, riktig modell og gamma- / loggamma-fordeling

Med usymmetrisk stoy, er fremdeles forskjellen mellom modellene liten (kanskje litt bedre estimering
i den additive modellen) og skjevheten er liten. Skalaen gar litt hoyere pga. et varenummer i det
multiplikative estimatet som har skjevhet pa over 0.04. I det multiplikative estimatet er skjevheten na i
starre grad negativ enn i figur 3.
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Standard feil i beta-estimat under riktig modell
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Figur 7: Sammenligning av standard-feil, riktig modell og gamma- / loggamma-fordeling

Figuren viser lav standard-feil i estimatene med usymmetrisk stoy ogsa, med litt bedre estimering i det
additive estimatet, og litt sterre standard-feil generelt enn for symmetrisk stey (figur 4).
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RMSE i beta-estimat under riktig modell
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Figur 8: Sammenligning av RMSE, riktig modell og gamma- / loggamma-fordeling

Bildet fra standard-feilen i forrige figur gjentas her. RMSE er dominert av standard-feilen (samme
skala). Figuren viser litt bedre estimering for additivt estimat enn for multiplikativt, ved noen
varenummer, og litt darligere generelt her enn ved symmetrisk stoy (figur 5).
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6.2. Feil modell

Her er situasjonen som i avsnitt 5.2. Vi trekker for gvrig fra samme fordelingene som i avsnitt 6.1 og
folger presentasjonen derfra. Uttrykket for skjevhet blir né:

(byttet ut "a" med "m" i modell-estimatet), slik at dette estimerer skjevheten i det additive estimatet

A

Ak
B;,j - Bm,s

(6.2) bias(B,) =1 sign{
k=1

min
J

under den multiplikative modellen E(fﬁa’j —Brs) -
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Skjevhet i beta-estimat under feil modell
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Figur 9: Sammenligning av skjevhet, feil modell og normal- / lognormal-fordeling

Figuren viser at det ikke er forskjell i absoluttniva av skjevhet mellom modellene, men fortegn.
Forskjellen i fortegn kommer av at det geometriske gjennomsnittet oftest er lavere enn det aritmetiske
(se appendix). Nivaet i seg selv er lavt her ogsé, under feil modell (kanskje litt storre enn under riktig
modell, figur 3). Det er verdt & merke seg at antall varenummer her er kun 684 (i motsetning til 829).
Dette er pga. at variansen i 145 varenummer er sa stor at prisforholdene i modellen (5.15) blir negative
og dermed gir ulovlige verdier til det multiplikative estimatet i 5.16.
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Standard feil i beta-estimat under feil modell
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Figur 10: Sammenligning av standard feil, feil modell og normal- / lognormal-fordeling

Figuren viser ingen forskjell i standard-feil til estimatene under de to gale modellene. Antall
varenummer er 684, og dette er arsaken til at nivaet pa standard-feilen er sapass lavt, i forhold til
estimering under riktig modell (figur 4).
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RMSE i beta-estimat under feil modell
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Figur 11: Sammenligning av RMSE, feil modell og normal- / lognormal-fordeling

Som i figur 10 er det ingen forskjell mellom modellene med hensyn til RMSE under feil modell, og
nivaet er dominert av standard-feilen. Det er ogsa mindre enn under riktig modell (figur 5) pga. lavt
varenummer-antall (684).
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Skjevhet i beta-estimat under feil modell
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Figur 12: Sammenligning av skjevhet, feil modell og gamma- / loggamma-fordeling

Figuren viser dramatisk forskjell i skjevhet ved estimering under feil modell nér stoyen er
usymmetrisk. Det multiplikative estimatet har tydelig minst skjevhet. Skjevheten i det additive
estimatet er pa over 8 for et varenummer, noe som selvfolgelig gjor estimatet ubrukelig med tanke pé
nivéeti (3, selv som er rundt 1. Neste side er samme figuren presentert med en annen malestokk.
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Skjevhet i beta-estimat under feil modell
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Figur 13: Som figur 12, annen malestokk

Denne figuren er som figuren pé forrige side, men med de storste verdiene fjernet for a gi et mer
detaljert bilde. Den viser at de fleste varenumrene har i det additive estimatet skjevhet under 1, men
likevel betydelig storre enn i det multiplikative estimatet, og dessuten betydelig storre enn i de andre
situasjonene (sann modell med symmetrisk og usymmetrisk stoy, samt feil modell med symmetrisk
stay).
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Standard feil i beta-estimat under feil modell
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Figur 14: Sammenligning av standard-feil, feil modell og gamma- / loggamma-fordeling

Denne figuren viser det som figur 12 at for noen varenummer i det additive estimatet er standard-
feilen dramatisk mye storre enn i det multiplikative estimatet. Neste side viser samme figur med annen
malestokk.
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Standard feil i beta-estimat under feil modell
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Figur 15: Som figur 14, annen malestokk

Med denne malestokken er det tydelig at standard-feilen for de fleste varenumrene er betydelig storre i
det additive estimatet enn i det multiplikative estimatet, og sterre enn i noen av de andre situasjonene.
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RMSE i beta-estimat under feil modell
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Figur 16: Sammenligning av RMSE, feil modell og gamma- / loggamma-fordeling

Som for skjevheten og standard-feilen er det ogsa noen varenummer som har dramatisk mye sterre
RMSE i det additive estimatet enn i det multiplikative estimatet. Nivaet blir dominert av standard-
feilen. Neste side er figuren vist med annen malestokk.
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RMSE i beta-estimat under feil modell
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Figur 17: Som figur 16, annen malestokk

Denne figuren viser at bildet av RMSE ligner pa bildet av standard-feilen. Den viser at nivaet i RMSE
er dominert av standard-feilen og at jevnt over har det additive estimatet betydelig hoyere RMSE enn
det multiplikative estimatet.
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6.3. Konklusjon

Modellene i (2.1) og (3.1) er identiske hvis man fjerner stoy-leddet. Ved a legge til stoy med
forventning 0 i den additive modellen og multiplisere med stoy som har forventning ner 1 i den
multiplikative modellen fas to modeller hvor den tilfeldige komponentens innvirkning er det som
skiller dem. Ligning (3.2) viser at den multiplikative modellen er en additiv modell pa log-skala. Ved

a sammenligne den additive modellen pa formen % =0 + ﬁsi og den multiplikative pa formen
log(%) =log(j3,) + log(g;) ser man at med forutsetningene fra (2.2) og (3.3) samt vére valg av vekter

er de begge lineaxre regresjons-modeller med stoy ledd (#Si og log(e;) ) som har samme uttrykk for

forventning og varians. Den multiplikative modellen kan altsa betraktes som en linegr (additiv)
regresjons-modell etter & ha transformert dataene med logaritmen og ved & gjore stoyfordelings-
antagelser pa de log-transformerte dataene. Estimeringen ("minste-kvadrater") utferes pa de log-

transformerte dataene, hvor variansen er mindre, og gir estimat av log([3,) (egentlig Qg(Bt) og ikke

log(fit) som i teksten) som sé kan tilbake-transformeres for tolkning pa opprinnelig skala.

I tilfeller med liten varians og symmetri i stoyen (pa additiv skala) er modellene i praksis like og
estimatene Ba og ﬁm som utledes fra modellene blir derfor ogsa like. Dette ser vi i figur 9 som viser

at differansen mellom Ba og Bm er ubetydelig (under begge modellene) og like liten som skjevheten

under sann modell i figur 3. Skjevheten under sann modell i figur 3 er liten i begge modellene, som
viser at estimatene er gode. Nar variansen er storre vil den additive modellen generere negative pris-
forhold som er urealistisk.

Nér stoyen er usymmetrisk oppstar forskjeller mellom estimatene. Figurene 6 og 12 viser dette. ﬁm

har omtrent like liten skjevhet uansett om modellen er multiplikativ (figur 6), eller modellen er additiv
(figur 12), og nivéet er dessuten ikke noe srlig storre enn for symmetrisk sty som bekrefter god

estimering. B, derimot, oppforer seg anderledes. Under additiv modell (figur 6) fungerer den bra (litt

bedre enn ﬁm ), mens under multiplikativ modell (figur 12) bryter den sammen og gir stor skjevhet.
Dette kan oppsummeres i flg. tabell, basert pa figurene.

ADDITIVT ESTIMAT Ba MULTIPLIKATIVT ESTIMAT Bm
Sann modell Feil modell (*) Sann modell Feil modell (*)

|Skjevhet| <0.009 <8.428 (37.39 %) <0.046 <0.103 (1.09 %)
Standard-feil <0.168 <177.5 (21.35 %) <0.473 <0.175 (0 %)
RMSE <0.168 <177.7 (21.59 %) <0.476 <0.188 (0 %)

(*): Andel varenummer (av 829) som har niva sterre enn max-nivaet i sann modell

Tabell 1: Usymmetrisk stoy gir forskjell pa Ba og ﬁm

Dette viser at det veiede geometriske gjennomsnittet er mer robust overfor modell og fordeling pé stoy
enn det veiede aritmetiske gjennomsnittet. Hvorvidt usymmetrisk stoy er realistisk er usikkert.

6.4. Referanse
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[3]: Johanessen, Randi. "Valg av mikroindeksformel i konsumprisindeksen", kommer i SSB-
serien Notater
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7. Appendix

7.1. Normal- / Lognormal-fordeling

En tilfeldig variabel U er standard normal-fordelt hvis den har tetthet p;(u) = ﬁe_%uz . Forventning

og varians er gitt ved E(U)=0 og Var(U)=1.La Z=cU +p. Da vil Z ha tetthet

13
q,(2) = oro ©

Var(Z)=c".

med betegnelsen Z ~N(u,o%) . Forventning og varians til Z er E(Z)=p og

En tilfeldig variabel er lognormal-fordelt hvis logaritmen til den er normal-fordelt. Med utgangspunkt
i normalfordelingen fremkommer lognormal-fordelingen ved transformasjonen Y =e”. Y har tetthet

( log(y)-p )2

fy(y) = mcy = 7 ,y>0.Eventuelt kan y byttes ut med y — A, for en ekstra lokasjonsparameter

+1c?

og slik at y > A er definisjonsomradet. Forventning og varians til Y (med A=0)er E(Y)=¢""° og

Var(Y) = 22 2o’ Lognormal-fordelingen har moderat tung hale, tyngre enn normal-

fordelingen og gamma-fordelingen (se nedenfor), men lettere enn loggamma-fordelingen. Vi ser at
forventning og varians eksisterer for alle endelige verdier av parametrene.

7.2. Gamma- / Loggamma-fordeling

En tilfeldig variabel U er standard gamma-fordelt med parameter oo hvis den har tetthet
py(u)= %, med o >0,u>0. Forventning og varians er gitt ved E(U)=Var(U)=a . La
e( z=Y)

(z—y)*~

- , der
0 F((x)

Z=0U +7v . Davil Z vere tre-parameter gamma-fordelt med tetthet q,(z) =

a>0,0>0,z>y, med betegnelsen Z ~G(a.,0,y). Forventning og varians blir da E(Z)=6a +y og
Var(Z) = 6%a. (se for ovrig [1]).

Med utgangspunkt i ZU G(a,0,y) ovenfra far man den loggamma-fordelte variabelen Y ved
transformasjon Y =e”. Y har da tettheten f, (y) = ﬁ(g)“ [log(y) - y]a_l e%y_%_1 , der

o>0,0>0,y>e". Eventuelt kan y i uttrykket for tettheten erstattes med y —A (for en ekstra

lokasjonsparameter slik at y > A +¢e’). Momentene utledes ved & omforme uttrykket for tettheten, slik

o0
¥ 1

at E(Y) = |55 [log(y)—v]" ely™ ( ) j(w) [log(y) —7]"" ey ™" dy der

e’

integralet blir 1 (siden det er en tetthet) og man far E(Y) = (,—1) el = (ﬁ)a e’, 6<1 ogpa

tilsvarende mate kan utlede at Var(Y)= [(ﬁ)“ - (ﬁ)za ]e”, 0 <4 . Denne fordelingen har sa tung

hale at max-verdien i sampler fra denne fordelingen tilherer den klassen (av tre mulige) som har tyngst
hale, med sin potens-avtagende hale (veldig sein i forhold til eksponentielt avtagende). Av uttrykket
for forventningen ser man at den ikke eksisterer for 0 > 1, nettopp fordi halen er for tung. Tilsvarende

for variansen for 6> 1.
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7.3. Sammenligning av aritmetisk og geometrisk gjennomsnitt

Figur 9 i resultatavsnittet viser skjevhet i estimatet under feil modell. Det er tydelig forskjell pa
fortegnet i de to forskjellige tilfellene og dette illustrerer at det aritmetiske gjennomsnittet i nesten alle
tilfeller er det storste. Men figuren viser ogsa enkelte tilfeller pa det motsatte. Denne sammenhengen
undersokes her.

Teorem 1 (like vekter):

n
og X, ,X, vereslikat 0<u, <1, x,>0 for i=1,---,n,2ui:10g X; #X;
i=1

La u,---,u

n

for minst en i# j. Da gjelder:

(7.1) Zuixi >Hx}li
il i=1

(Hvis alle x;-ene er like er det likhet).

Bevis:
Anta forst at n =2. Da gjelder det a vise at u,X, +u,X, >X,"'Xy> nar x,,X, >0 o0g X, #X,,
u,;,u, €(0,1) og u,+u,=1.Siden x-ene er forskjellige finnes en ¢>0,#1 sa. x,=cx,. Det

. o 1- ..
som skal vises er altsa at: (1—u,)x; +u,cx; =(1—u, + u,c)x; >x; 2(cx,)" =c™?x, som igjen er
ekvivalent med & vise at :

(7.2) l-u,+u,c—c? >0 for u,e(0,]) og c>0,#1
La f(y)=ay—-y*, for ae(0,]) og y=>0.Daer
1
0 for y=0 og y=(H)™~

f(y)=4<0 for ye(O,(é)ﬁ)

>0 for y > (é)ﬁ
Videre har f(y)minimumspunkt for y=1 med f(l)=a-1.Foralle y=1 er f(y)>a-1.

Tilsvarende med positiv ¢ #1 vil u,c—c" >u, —1 og dermed er (7.2) oppfylt.
For generell n brukes induksjon. Vi antar at
(7.3) Xy o U X >xexk, k>2

Vil vise at da ma (7.3) ogsé gjelde for k+1. Siden vi vet at (7.3) gjelder for k=2, kan vi skrive:

_ s s(up+tu ) u
(7.4) WXy e b WX U Xy = (U o )R+ U X > XX
med X :ﬁx oo ;fiuk X, 0g u; +---+u,,, =1. Ved & sette inn for X pa hoyre side og legge
1 k 1

merke til at koeffisientene i X summeres til 1 oppnas ved (7.3):

uy uy

, u Upe ety
gl i) ( W e X, )(U1+"'+Uk) N (Xluﬁ-"wk X g j = X;ll ng .. XlL(lk

Uty Up+ee Uy k

Innsatt i (7.4) gir dette: u;x; +---+ U, X,,; >X;" - X4 som var det vi skulle vise. |:|
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Teorem 2 (ulike vekter):
La O<u;,v; <l og x; >0, for i=1,2 ogslikat u; +u, =1, v, +v, =1 og x, #X, . Flg. kriterium:

V)

(7.5) (—) <
er ekvivalent med:
(7.6) u,X, +Uu,X, >X,'x5’, for alle x, og x,

Hvis (7.5) ikke er oppfylt betyr det at ulikheten i (7.6) ikke er oppfylt for alle x; og x, . Dersom
forskjellen mellom X, og x, er stor nok er likevel ulikheten i (7.6) oppfylt.

Bevis:
Som i Teorem 1 kan (7.6) formuleres som flg. ulikhet:

(7.7) l-u,+u,c—c? >0 for u,,v,€(0,1) og c>0,%1

Laa=u,, b=v,, f(y)=ay—y" for a,be(0,1) og y>0. Da har f(y) minimumspunkt for

1 b % . . *
y —( )1 ® med f(y')= ( )” (b—1). Ved a kreve f(y )>a—1folger (7.5) direkte. Hvis f(y )<a—1
er likevel (7.7) oppfylt nar ¢ — o . |:|

n n

Vi er interessert i & sammenligne Zui X; 0g Hxlv i generelt. Tilfellet der u; =v; er dekket av
i=1 i-1

Teorem 1. For & undersoke u; # v; begrenser vi mulighetene til & gjelde kun vére vekter, slik at

2
vektene ma velges blant de tre alternativene u,,v. € { i ,Zp:—‘,%} for i=1,---,n (det samme
bi bi

>
alternativet for alle i-ene). Hvis vi videre antar at n =2 og p, =cp,, for ¢ >0,# [ er det lett & vise at

(7.5) ikke er oppfylt for vare vekter. Med omformingen( ZP‘Z L )—( plz -, ¢ pl ) —( L < ) og

pi+p3 " pi+p3 pr+c?p? ’ pracip? 14c2 % 14c?
(p.ljr_lpz’ p.p+2p2 ) = (ﬁ,m) far vi flg. for de tre forskjellige kombinasjonene:
2 2
(L og (hos) = ()7 =(H)e og =i
(78)  (Weuy) og (vuv) =1 ((eoghd) = ()t =ke ogs—::%
Ehog(h ) = ()7 =25 ogli=t

E
Enkel drofting av funksjonene viser at i alle tre tilfeller er (Z—z > 3—: for alle ¢>0,#1, og altsa er
ikke (7.5) oppfylt. De tre resterende kombinasjonene (bytter om u-ene og v-ene) gir det samme
resultatet. Teorem 2 gir at ulikheten i (7.6) dermed ikke gjelder for alle x, og x, . Siden ulikheten i

(7.6) ikke nedvendigvis er oppfylt for n =2, er den tilsvarende ulikheten for vilkarlig n heller ikke
nedvendigvis oppfylt. Vi kan dermed konkludere med at nar vektene er forskjellige (u; # v,) og blant

de vi har sett spesielt pa, er ikke nodvendigvis det aritmetiske gjennomsnittet storre enn det
geometriske.
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