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Forord

Formaélet med dette kompendiet er a gi en praktisk, ikkematematisk, innforing i
e planlegging av utvalgsundersokelser

e begrepsapparatet og de viktigste statistiske estimeringsmetodene i utvalgsunder-
sokelser

e anvendelser av statistiske metoder for & handtere frafall ( dvs. at det mangler
opplysninger fra enkelte enheter i utvalget) som kan resultere i skjeve utvalg.

Matematiske utledninger og formler er forsekt holdt til et minimum, men noe formelbruk er uunn-
géelig hvis man skal oppné en viss basis innsikt, kunnskap og forstéelse av utvalgsundersekelser. For
a helpe til med tilegnelse og fordypning inkluderes oppgaver, med lesninger. De mer teoretiske opp-
gavene er stjernemerket. For & kunne tilegne seg det statistiske sprédket og begrepsapparatet er det
nedvendig & kjenne til litt elementar sannsynlighetsteori. Et appendiks er tatt med for de som trenger
en repetering eller innforing i sannsynlighet.
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1. Noen grunnbegreper i utvalgsundersokelser

1.1 Utvalgsundersokelser - Innledning

Populasjon

Utgangspunktet er en populasjon U bestaende av N enheter, hvor N er kjent. Vi er interessert i infor-
masjon om denne populasjonen med hensyn til en eller flere variable. Formaélet kan ,f.eks., vere a
ansla totalene til variablene av interesse.

Eksempel 1.1. Vi er interessert i & undersgke partitilhorighet for personer i Norge som er 18 ar og
eldre.Populasjonen er da alle personer i Norge som er minst 18 ar gamle. Enheten er «person». Varia-
belen av interesse, for hver enhet i populasjonen, er partitilherighet. Formalet er & si noe om andelene
for de forskjellige partiene.

Eksempel 1.2. Problemet er a ansla antall sysselsatte i Norge. Populasjonen er personer i Norge over
15 ar. For hver person er variabelen av interesse om personen er sysselsatt eller ikke. Denne kan
formuleres slik: For person i, la y, = 1 hvis personen er sysselsatt og 0 ellers. Antall sysselsatte er da
lik summen av alle y; i populasjonen, dvs. totalen til denne variabelen.

Eksempel 1.3. Vi ensker a undersgke inflasjon og arbeidsledighet i EU og E@S. Populasjonen bestar
da av alle land i EU og EOS. Enheten er «land». Formalet kan vare a ansla gjennomsnittlig inflasjon
og prosent arbeidsledighet.

Eksempel 1.4. 1 forbindelse med levekarsundersekelsen i Statistisk sentralbyra er vi interessert i &
ansla gjennomsnittlig timelenn for ansatte fordelt pa kjonn, landsdel og type bosted (etter bostedstett-
het).

Alle enhetene i populasjonen kan identifiseres og er nummerert fra 1 til N. Dvs., vi kan betegne po-
pulasjonen symbolsk med U = {1,2, .. .,N}.

Utvalg

Vanligvis er det for kostbart og tidkrevende & observere alle enhetene i populasjonen. Vi tar da et
utvalg s av enheter fra populasjonen som vi observerer, dvs. verdiene av de valgte variablene i under-
sokelsen «males» for enhetene i s. Tilgang til populasjonen er ved et trekkeregister U, . Vi skal anta
at Uy er en tilfredsstillende representasjon for U, dvs. U = U, .

I eksemplene 1.1 og 1.2 bestar mélingene av & sperre personene i utvalget. I eksempel 1.3 bestar ma-
lingene i & beregne inflasjonen og arbeidsledigheten i de utvalgte landene. Her kunne det tenkes at
hele populasjonen ble valgt. Isafall har vi en fulltelling. 1 eksempel 1.4 er mélingen, for en ansatt, en
beregning av vedkommendes timelonn.

Vi kaller s et sannsynlighetsutvalg hvis vi trekker enheter til utvalget tilfeldig med visse sannsynlig-
heter.

Eksempel- enkelt tilfeldig utvalg. La n vare storrelsen pa utvalget, som er bestemt pa forhand. (Vi
skal senere se pa noen kriterier for valg av n.) Vi trekker n& en og en enhet uten tilbakelegging , dvs.
en person kan bare trekkes en gang. Ved forste trekking lar vi alle enhetene i populasjonen ha samme
sannsynlighet for & bli valgt. Etter at forste enhet er valgt, velges neste slik at alle N-1 gjenvarende



enheter har samme sannsynlighet for & bli trukket ut osv., til #z enheter er trukket ut til utvalget. En
slik sannsynlighetsplan for & velge utvalget kalles utvalgsplanen.

Estimering

En undersokelse vil vanligvis dreie seg om mange variable. Formélet med a trekke et utvalg fra popu-
lasjonen er a fa informasjon om funksjoner av disse variable. La y betegne en av disse variable. Til
hver enhet 7 i populasjonen er det tilordnet et tall y; som er verdien av y for denne enheten. Vanligvis
er vi interessert i & ansla eller estimere totalen ¢ i populasjonen, dvs. summen av alle y-verdiene eller
gjennomsnittet, som er ¢ delt pa antallet N, basert pa det utvalget vi observerer.

Eksempel 1.4, forts. Anta at utvalget i et spredtbygd omrade bestod av 8 personer, hvorav 2 ikke ga
opplysninger om timelenn og de resterende 6 ga folgende verdier : 125, 87, 95, 160, 141 og 112 med
gjennomsnittsverdi 120. Kr. 120 er da et estimat for gjennomsnittlig timelonn for dette omradet.

Feilkilder

1. Trekkeregisteret Uy . Utvalget trekkes fra Ur . Det kan tenkes at Ur ikke er en korrekt representa-
sjon av populasjonen. F.eks., et bedriftsregister er vanligvis ikke en korrekt beskrivelse av en popula-
sjon av bedrifter. F.eks., nye bedrifter er ikke kommet med i Ur (underdekning) og bedrifter som er
nedlagt kan fremdeles vaere med i Ug (overdekning).

2. Frafall. 1 eksemplet ovenfor ser vi et problem som vi ofte har ; manglende opplysninger for enkelte
enheter i utvalget. Et viktig problem & underseke er om et slikt frafall av observasjoner medferer at
utvalget blir skjevt slik at estimatet blir mer usikkert.

3. Malefeil. Na utvalget observeres kan det oppsta feil, ved at vi ikke maler den riktige verdien av y..
For eksempel, i intervju-undersekelser kan det vaere flere arsaker til svarfeil: feil avmerking, intervju-
erpavirkning, sosial enskelige svar ( eks.: underrapportering av alkohol og tobakk forbruk), manglen-
de kunnskaper, darlig hukommelse, misforstar spersmalet.

4. Utvalgsfeil . Siden vi observerer bare en del av populasjonen vil det alltid vere knyttet en viss
usikkerhet til estimatene vare. Dette kurset vil konsentrere seg om denne feilkilden og se pa hvordan
denne usikkerheten kan tallfestes. Blant annet skal vi se pd en metode for & beregne et intervall-
estimat som er slik at vi er «rimelig sikker» pa at den sanne verdien (f.eks. populasjonsgjennomsnittet)
ligger innenfor intervallet. Et slikt intervall kalles et konfidensintervall. 1 eksempel 1.4 vil et 95%
konfidensintervall for gjennomsnittlig timelonn veere 120 + 22 = (98, 142). Dette betyr at vi er 95%
sikker pa at den faktiske gjennomsnittlige timelennen (i omradet) ligger mellom 98 og 142.

De tre ikke-utvalgsfeilene, frafall, mélefeil,register, kan vere betraktelige, faktisk atskillig storre enn
utvalgsfeilen. Vi skal i kurset se pa hvordan skjevheter pa grunn av frafall kan rettes opp.

Oppsummering av begreper

- populasjon

- enhet

- utvalg

- utvalgsplan

- estimering

- feilkilder i utvalgsundersokelser : register, malefeil, frafall utvalgsfeil



For a kunne tilegne seg det statistiske spraket og begrepsapparatet for utvalgsundersekelser er det
nedvendig & kunne litt om elementar sannsynlighetsteori. Appendiks A er tatt med for de som trenger
a friske opp og/eller tilegne seg denne teorien.

Begreper som er fundamentale i utvalgsteorien og som trenger en presis oppbygging gjelder:
- Utvalgsplan; sannsynlighetsutvalg, trekkesannsynlighet for de enkelte enhetene i populasjonen
- Estimering; estimator , mal for skjevhet, mal for usikkerhet, konfidensintervall

For a kunne gjennomga disse begrepene trenger vi forst, i kapittel 1.2, en oppsummering av to av de
viktigste sannsynlighetsfordelingene i utvalgsteorien. For en grundigere gjennomgang henviser vi til
Appendiks A, kap. 2.

I kapittel 1.3 gis en kort gjennomgang av estimeringsbegrepene anvendt pa utvalgsundersekelser, og i
kapittel 1.4 gis en generell beskrivelse av utvalgsplaner.

1.2 Hypergeometriske og binomiske fordelinger

Enkelt tilfeldig utvalg- hypergeometrisk fordeling

La s betegne de enhetene som blir trukket til utvalget. Det kan vises at hvert utvalg s av sterrelse n
har samme sannsynlighet for & bli valgt, og dette er ogsa den vanlige definisjonen pa enkelt tilfeldig
utvalg :

DEFINISJON. Vi har et enkelt tilfeldig utvalg av sterrelse n, hvis alle utvalg s av sterrelse »
har samme sannsynlighet for & bli valgt.

Anta vi er interessert i 4 finne ut noe om antallet M i populasjonen med et visst kjennetegn (egenskap)
A, f.eks. antall sysselsatte. La p vaere andelen med kjennetegn A i populasjonen slik at p er lik M delt
pa N, dvs. p = M/N. La X vare antall med kjennetegn A i utvalget, slik at X/n er et anslag, dvs.
estimator, for p. La M vere antall med kjennetegn A i populasjonen, X kan ta verdiene 1, ... » med
sannsynligheter bestemt ved den den hypergeometriske fordelingen. Vi sier at X er hypergeometrisk
fordelt. Vi henviser til Appendiks A, kapittel 2.1 for formelen til denne fordelingen.

Et eksempel er lottospillet.

Eksempel 1.5. Lottospillet. Populasjonen bestar av N = 34 tall , og vi velger M = 7 tall. Sa trekkes
tilfeldig » = 7 tall som «korrekte». Vi er interessert i kjennetegn A : « tallet er pa var lottokupongy». La
X = antall korrekte tall p& var kupong. X er da hypergeometrisk fordelt med N,M,n gitt ovenfor. Fra
Appendiks A, eksempel 2.2,

P(X =k) 0,00000019 0,000035 0,0014 0,0190

For eksempel, P(X >4) = 0,020.

Trekking med tilbakelegging - binomisk fordeling

Vi trekker na en og en enhet med tilbakelegging , dvs. en og samme person kan trekkes flere ganger.
Ved hver trekking lar vi alle enhetene i populasjonen ha samme sannsynlighet 1/N for & bli valgt.



Vi er fremdeles interessert i & finne ut noe om antallet i populasjonen med et visst kjennetegn (egen-
skap) A. Som under enkelt tilfeldig utvalg skal vi se pa sannsynlighetsfordelingen til variabelen X =
antall med kjennetegn A i utvalget. Som for, la M vere antall med kjennetegn A i populasjonen, slik
at p = M/N er populasjonsandelen med egenskapen A. Trekningene av enhetene er na uavhengige.
Dette medferer at X far en annen sannsynlighetsfordeling. Den kalles den binomiske fordelingen. I-
gjen henviser vi til Appendiks A, kapittel 2.1 for formelen til fordelingen.

Mer generelt sa forekommer den binomiske fordelingen i de sakalte binomiske forsek som kan be-
skrives pa folgende mate:

Binomiske forsgk

(1) Bestér av n uavhengige enkeltforsek med to mulige utfall, begivenhet A eller A°.
(2) p = sannsynligheten for at A skal inntreffe, p = P(A), er den samme for alle forsekene.
A kalles gjerne «suksessy», A°® «fiaskoy, for a ha en generell betegnelse .

La X vare antall suksesser i de n forsgkene. Da er X binomisk fordelt.

Forventning og varians

Forventning

To sentrale egenskaper til en sannsynlighetsfordeling er forventningen og variansen. Forventningen er
et mal for midtpunktet i fordelingen. Den forteller oss verdien av X i gjennomsnitt ved mange gjen-
tatte observasjoner av X . Forventningen til X betegnes med E(X) og defineres ved:

E(X)=) xP(X=x).

Dvs., E(X) = summen av verdi multiplisert med sannsynlighet, og betegnes vanligvis med den greske
bokstaven g (my).

Varians

Variansen til X, Var(X), er et mal for spredningen i fordelingen rundt xz = E(X). Var(X) gir gjennom-
snittlig verdi av (X - y)z ved mange gjentatte observasjoner av X, og er definert ved:

Var(X) = EX - 5 = Y (x = )* P(X = x).

X

Dvs., Var(X) = summen av (x-u)2 multiplisert med sannsynligheten for verdien x. Notasjon, & =
Var(X) ( oer den greske bokstaven sigma).

Variansen males i kvadratet av male-enheten til X. For & uttrykke spredningen i samme enhet s& bru-
kes kvadratroten til Var(X), kalt standardavviket til X, betegnet med sd(X):

o=sdX) = Var(X) .
For binomisk og hypergeometrisk fordeling gjelder folgende:

Binomisk fordeling: E(X) = np (antall forsek multiplisert med suksess sannsynlighet)
Var(X) = np(1-p)



Hypergeometrisk fordeling : E(X) =np
Var(X) =np(1-p)

n n
~ np(l— (1——)
IR

%) ~ np(I-p), den binomiske variansen. Det
betyr at nar n/N er liten sa er trekking med og uten tilbakelegging omtrent det samme, sannsynlighets-
teoretisk .

Legg merke til at nar #/N er liten sa er np(l — p)(l -

1.3 Estimeringsteori i utvalgsundersokelser

Enkelt tilfeldig utvalg

Betrakt enkelt tilfeldig utvalg. La oss se pa estimering av populasjonens middelverdi for en variabel y,
u=t/ N, hvor t er totalsummen av alle y-verdiene i populasjonen. Vi bruker betegnelsen u siden u

= E(X) hvor Xer verdien til y ved tilfeldig trekking av en enhet (oppgave 1.3).

En naturlig estimator er gjennomsnittsverdien i utvalget. La oss betegne den med y, = Z y; In , hvor
ies
s er utvalget. Uttrykket Z »; star for summen av y-verdiene i utvalget s. Vi skal studere egenskapene
ies

til estimatoren. Betrakt eksempel 1.4 igjen.

Eksempel 1.4. Her erZyl- =720, og y,= 720/6 = 120. Som nevnt tidligere kalles verdien 120 av es-
ies

timatoren for estimatet.

Det er to aspekter ved en estimator z som er viktige. For det forste sa ber estimatoren gi omtrent kor-

rekt verdi u ved gjentatte forsek, dvs. ved gjentatte utvalg av sterrelse n sa ber gjennomsnitts-verdien
av 4 bli omtrent lik z. Presist uttrykt :

E(u)=p.
Vi sier at u er forventningsrett. Sagt pa en annen méte, s betyr dette at fordelingen til den tilfeldige
variable g er sentrert rundt zz. Denne fordelingen er fordelingen av z 's verdier over uendelig mange

gjentatte utvalg (engelsk: sampel), og kalles derfor ogsa samplingfordelingen til i . Vi skal senere
vise at y, er forventningsrett.

[ tillegg til at estimatoren «treffer malet» x gjennomsnittlig ved mange gjentatte utvalg, sa er det vik-
tig at variasjonen av estimatorens verdier ved gjentatte utvalg ikke er for stor slik at vi kan ha tillit til
at i et gitt utvalg sa blir forskjellen mellom estimatorens verdi, estimatet, og u ikke for stor. Denne
variasjonen kan males ved standardavviket eller ekvivalent variansen til z, Var( ).



Vi kan dermed oppsummere kravene til en estimator gz for g :
(I) Forventningsretthet, iallfall tilncermet : E(11) = u
(II) Liten Var( i ).

Anta vi er interessert i 4 estimere andel i populasjonen med et visst kjennetegn (egenskap) A, f.eks.
andel sysselsatte. Dette tilsvarer en y-variabel som er lik 1 hvis enheten har kjennetegnet A og 0 el-
lers. Da blir 4 = p, andelen med kjennetegn A i populasjonen. La X = antall med kjennetegn A i
utvalget. Da er X hypergeometrisk fordelt, og en estimator for p er p =X/n. Viserat p =y . Vi skal

na undersoke egenskapene til denne estimatoren. Fra kapittel 1.2 :

EX) =mp

N-n
Var(X) =np(l-p) ——
X p(P)Nl

Dette gir at
. 1 N .
E(p)=—E(X)=p : p erforventningsrett.
n

R 1 p(-p) N-n
Var = —-Var
(b) = Var(X)= S
Siden p er ukjent er Var(p) ogsa ukjent. For a fa et mal pa usikkerheten til estimatoren sa kan vi

estimere Var(p) a sette inn p forp :

Ao 1-

Par(p) = p(-p) N- 111

Det estimerte standardavviket til p kalles standardfeilen til p, og betegnes med SE(p), ( SE for det
engelske uttrykket «standard error» ),

SE(p) = \/Var(p \/p(l p) N= n'

-1

Estimeringsfeilen vi begar er forskjellen mellom p og p, uten & ta hensyn til fortegnet , | p-p|. Denne

er selvfolgelig ukjent, men vi kan gi et anslag pa hvor stor den maksimalt kan forventes & vaere, nem-
lig 2-SE( p ) kalt feilmarginen.

Eksempel 1.6. Politisk meningsmaling. Anta vi tar et enkelt tilfeldig utvalg pa 1500 personer fra den
voksne befolkningen i Norge, dvs. alder minst 18 ar, og sper hvilket parti de ville stemme pa i det
neste Stortingsvalget. Anta 490 svarte Arbeiderpartiet og 295 svarte Hoyre. De estimerte befolknings-
andelene for de to partiene blir da

P4 =490/1500=0,327, dvs. 32,7%
Dy =295/1500=0,197, dvs. 19,7% .



: : . Lo pd=p :
Vi har at for begge partiene sa er tilnaermet SE(p) = P Feilmarginene pa estimatene oven-

for blir da 2-SE(p,) = 0,024 (2,4%) og 2- SE(p;;) = 0,021 (2,1%). (Med N = 3.000.000 sa er fakto-
N-n

ren

= 0,99975 og de eksakte standardfeilene vil vere de samme til 4 desimaler.)

Det er ikke bare populasjonens middeltall x som kan vere av interesse a estimere. Vi skal senere se at
vi ogsa trenger a estimere populasjonens varians, som er gjennomsnittet av alle (y, - ,u)zz

2 L ow 2
o :inzl(yz'_ﬂ) :

Vi bruker > som notasjon siden dette kan betraktes som Var(X), hvor X er verdien pa y ved tilfel-
dig trekking av en enhet (se oppgave 1.3). Det kan vises at en forventningsrett estimator for o er gitt
ved :

o _N-1 1 _ 2
o =—-—E P — ~
N n—ligs(yl Vs)

IIZ(y,-—mz.

“ lies

1

Her star uttrykket

] Z(y,- - )_/S)zfor summen av alle (y, - J_/S)Z i utvalget s delt pa (n - 1).
ies

Nar y; = 1 hvis kjennetegn A og 0 ellers, sa blir o= p(1-p), hvor p er andel med A i populasjonen
(se oppgave 1.3). En naturlig estimator er, som for nevnt, p(1 — p). Den er imidlertid ikke eksakt for-
ventingsrett for p(1-p) selv om per forventningsrett for p. For  finne den forventningsrette & ser vi
forst at Z(y,- - )_/S)2 summerer verdien (1 - ]3)2 x ganger, og verdien (0— ﬁ)z = f)z (n - x) ganger:

ies

S (=) =x(1-p)? + (n—x)p*= np(1- p)* +n(1- p)p’

ies

= np(l-p)1-p+p) = np(1-p).
Dermed : Den forventningsrette estimatoren for o* = p(1-p) blir:
A2 N -1 n

6'= ——- p(1-p) ~ p(1-p) .
v oo PP = p-p)

Dvs., den intuitive estimatoren p(1 — p) er tilneermet forventningsrett. Vi ser ogsa at

(- p)= %Z(yi 52

ies

Generelle sannsynlighetsutvalg

Middeltallet x og variansen & er eksempler pa numeriske beskrivelser av populasjonen som kalles
populasjonsparametre eller bare parametre. La na generelt € vere en populasjonsparameter som vi

onsker & estimere. Anta vi tar et sannsynlighetsutvalg, men ikke nedvendigvis enkelt tilfeldig. La 0

10



vaere en estimator for @ basert pa utvalget. Noyaktig som i det spesielle tilfelle ovenfor sa er naturlige
krav til &:

(1) Forventningsretthet, iallfall tilncermet : E( 0 ) =0
(1l) Liten Var(@).
Igjen defineres feilmarginen som 2- SE((A9) , hvor SE(@) er (estimert) m.
Det kan vises at generelt for stor z (vanligvis er n > 100 nok, ofte holder det med mindre #) sé vil

o- 9A <2)~0,95. (*)

v I}ar(ﬁ)

Dette folger av Sentralgrenseteoremet som sier at fordelingen til 0 folger den normale fordelings-

P(-2<

kurven for store n, ( under visse betingelser pa 0 og utvalgsplanen som er oppfylt i de tilfellene vi
skal se pa). (*) forklarer definisjonen av feilmargin, siden

P(|6-0<2SE) )
=P( —28E(0)< 60— 0 <2SE(H))

Dvs., at sannsynligheten for at estimeringsfeilen, |é — 0|, er hoyst lik feilmarginen er omtrent 0,95.
Samtidig gir egenskapen (*) oss anledning til & beregne et 95% konfidensintervall. 1déen er a lage et
intervall (é 4> 0 5 ), basert pa data i utvalget, som hoyst sannsynlig inneholder den sanne 6.

DEFINISJON. (0 4> 0 ) er et 95% konfidensintervall for 8 hvis
PO,<0<6,)=095.

Deknings-sannsynligheten 0,95 kalles konfidensnivaet.

Fra (*): 0,95~P(-2< LGA <2) som kan vises a vere lik P( 0 =24 I;'ar(é) <0<0+ 24/ Var(@) )

v Var(é’)

Dermed : Et tilnermet 95% konfidensintervall for & er gitt ved :

(0 —2[Var(0), 0+2yVar@) Y= 0+2+Var(d) .

Fortolkning av deknings-sannsynligheten 0,95 : Etter at utvalget er observert og intervallet beregnet ,
er da sannsynligheten 0,95 for at & ligger i intervallet ? Svaret er nei ! For hvert konkret tilfelle er &
enten i intervallet eller ikke. Sannsynligheten er 1 eller 0. Derimot, ved mange gjentatte utvalg sa vil
omtrent 95% av de beregnede konfidensintervallene inneholde den ukjente &.

Eksempel 1.6, forts. 95% konfidensintervaller for partiandelene p, og p, blir:
pa: Py E2SE(p,) = 0,327 £ 0,024 = (0,303, 0,351)

Vi kan ansla med 95% sikkerhet at Abeiderpartiets oppslutning er mellom 30,3% og 35,1%
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pu Py £2SE(P,) = 0,197 £ 0,021 = (0,176, 0,218)

Vi kan ansla med 95% sikkerhet at Hoyres oppslutning er mellom 17,6% og 21,8% .

Det er ogsa mulig & bruke andre konfidensnivaer, for eksempel 0,90. Vi har, igjen fra normaltilneer-

mingen, at 0+ 1,654/ I}ar(é) er et 90% konfidensintervall.

Eksempel 1.6, forts. 90% konfidensintervaller for p, og py :
Py 0327 £ 0,020 = (0,307, 0,347)
py 0,197 + 0,017 = (0,180, 0,214) .

1.4 Utvalgsplan

Utgangspunktet er en populasjon bestaende av N enheter, hvor N er kjent. Alle enhetene i poulasjonen
kan identifiseres og er nummerert fra 1 til N . Populasjonen betegnes med U = {1,2, ..., N} .l en
undersgkelse om populasjonen vil vi vere interessert i mange variable. Vi skal na konsentrere oss om
hvordan vi utferer statistiske analyser separat for hver variabel, basert pa et utvalg fra populasjonen.
Som tidligere lar vi y betegne en variabel , og y, verdien av y for enhet i, i = 1, ..., N. Tallene y, be-
traktes som gitte verdier, konstanter, og ikke som verdier av tilfeldige variable.

Vi skal se pa problemet med & estimere populasjonstotalen ¢ eller gjennomsnittet 2 = /N, ved a trek-
ke et utvalg s av enheter fra U uten tilbakelegging. Utvalget er en delmengde av U. La n betegne
starrelsen pa s. Utvalget kan betegnes med

S:{ilaiZa'--ain}a

der indeksene i, < i, <...<1i, betegner de enhetene som er trukket ut til utvalget. Som illustrasjon,
anta vi trekker et enkelt tilfeldig utvalg med » = 3 ved a trekke en og en enhet, med resultat: 10, 3, 8.
Da bestar s av enhetene 3,8,10, s = {3,8,10 }, ogi,=3,1,=8, i; = 10.

Utvalget s sies a vaere et sannsynlighetsutvalg hvis vi trekker ut enheter med visse sannsynligheter.
Dvs. for ethvert mulig utvalg s er det knyttet en kjent sannsynlighet p(s) = P(utvalget s trekkes), sann-
synligheten for at det uttrukne utvalget blir akkurat dette utvalget s .

Eksempel 1.7 . Vi trekker et enkelt tilfeldig utvalg pa 2 personer fra en populasjon pé 4 personer, U =
{1,2,3,4}. Det er 6 utvalg bestaende av 2 personer; {ij} for i = 1,2,3 ogj > i. Det betyr at p({ij}) =
1/6 for for i = 1,2,3 ogj > i. For alle de andre s, ialt 9 utvalg, saer p(s) = 0.

Samlingen av alle p(s) for alle mulige s kalles utvalgsplanen. For enhver utvalgsplan sa vil summen
av alle p(s) veere lik 1. For eksempel, et enkelt tilfeldig utvalg beskrives ved folgende utvalgsplan :

1
p(s) = < antall utvalg med » enheter

hvis s har n enheter

0 hvis antall enheter 1 s ikke er lik »

Det stokastiske elementet i utvalgsteorien kan beskrives ved indikatorvariablene for inklusjon i utval-
get:

I, = 1 hvis enhet £ trekkes ut til utvalget
= 0 ellers.
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Trekksannsynligheten r, for enhet k er sannsynligheten for at enhet & trekkes ut . Dvs.,
m=Pd=1).
For enhver utvalgsplan hvor utvalgssterrelsen #n er bestemt pa forhdnd s& has at summen av alle

trekksannsynlighetene i hele populasjonen er lik n, 7y + 7, +..+7y =n .

Dette ses av folgende betraktning:

n=[1 +12+"'+IN > n = E(n): E(11)+E(12)++E(1N) = N +7T2 + ...+7TN .

Som en illustrasjon pa begrepene vi har innfort skal vi se pa et enkelt eksempel hvor det ikke er rime-
lig & trekke et enkelt tilfeldig utvalg.

Eksempel 1.8. Vi har en populasjon pa 4 bedrifter. Variabelen av interesse er omsetningen i lopet av
et ar. Som typisk er tilfelle skal vi anta at det er stor forskjell pa bedriftene. Anta, for illustrasjonens
skyld, at vi vet at omsetningen for et gitt ar for de fire bedriftene 1,2,3,4 er 100, 200, 300 og 1000
(millioner) kroner henholdsvis. Vi trekker et utvalg pa 2 bedrifter for & estimere den totale omsetnin-
gen pa folgende méate. Bedrift 4 (med den sterste omsetningen) skal vere med, og den andre bedriften
trekkes fra bedriftene 1,2,3 med sannsynligheter :

bedrift 1 : 0,2 bedrift 2 : 0,3 bedrift 3: 0,5 .

Utvalgsplanen p(s) er da gitt ved :

p({1,4})=0,2
p({2,4})=03
p({3,4})=0,5
p(s) =0 ellers.

Det er ialt 12 utvalg s som har sannsynlighet 0 for & bli valgt. De individuelle trekksannsynlighetene
beregnet fra utvalgsplanen blir:

m =p({1,4})=0,2
m=p({2,4}) =03
m=p({3.4}) =05
m=p({1.4}) + p({2,4}) + p({3.4}) = 1,0.

Vi ser at trekksannsynlighetene summerer seg til utvalgssterrelsen 2.

Planlegging av utvalgsstorrelse n

Utvalgets storrelse har en avgjerende innflytelse pa kostnadene til en undersokelse. Bestemmelse av n
er n&er knyttet sammen med formalet for undersekelsen. Noen utvalgsundersekelser klarer seg med
forre enn 1000 enheter i utvalget, mens andre krever s& mye som 24000 ( Arbeidskraftundersekelsen).
Det er hovedsakelig tre forhold & ta hensyn til:

(a) Onsket noyaktighet pa resultatene. 1 praksis er det vanskelig & si noe pa forh&dnd, men det
er viktig & forseke & si noe om dette.

(b) Homogenitet i populasjonen. Trenger mindre utvalg hvis det er liten variasjon i populasjo-
nen.

(c) Oppsplittinger av utvalget for estimering i delpopulasjoner.
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Det er ofte (c) som setter de storste kravene.

Vi skal na se litt naermere pa (a). Disse betraktingene kan ogsa brukes pa (¢) som anslag pa sterrelsen
til de nedvendige delutvalg.

Anta vi skal estimere en populasjonsandel p med enkelt tilfeldig utvalg. Med liten utvalgsandel #/N sa
er 95% konfidensintervall for p gitt ved, med p lik observert andel i utvalget:

5o [P0=D)
2 [—=.
P n

La oss si vi har bestemt oss for et ngyaktighetskrav pa + 5% :

2 [PL=D) 05
n
= n=400-4p(1— p)<400.

Estimatet p er ukjent i planleggingsfasen. Vi bruker derfor enten det konservative anslaget 400, eller

en planleggingsverdi p, som gir
n=1600p,(1- p,).
Med et generelt neyaktighetskrav d (istedenfor 0,05) :

_ 4p,(1-py)
R

Oppgaver

1.1 Vi skal se pa yrkesaktiviteten i kommunen Etnedal, basert pa Folke- og boligtellingen 1990,
FoB90. Yrkesaktivitet registreres ikke for personer under 16 ar. Man fant at av 1558 innbyggere totalt
var 1330 16 ar eller eldre. Av disse 1330 personene var igjen 797 yrkesaktive.

Med statistikkpakken SAS ble 5 enkle tilfeldige 10% utvalg (dvs. 133 personer) trukket, og antall
yrkesaktive i utvalgene ble notert. Vi skal sammenligne de faktiske resultatene med de teoretiske ver-
diene for forventning og varians for antall yrkesaktive. Hvert av de 5 utvalgene er trukket fra hele
populasjonen pa 1330 personer. Resultatene ble :

Utvalg nr. 1 2 3 4 5

Antall yrkesaktive 71 81 77 78 83

Pa grunnlag av disse data finner vi folgende estimater for forventning, varians og standardavvik til
antall yrkesaktive.

Estimat
Forventning 78
Varians 21
Standardavvik 4,58
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(a) Finn de teoretiske verdiene for forventning, varians og standardavvik for antall yrkesaktive i et
enkelt tilfeldig utvalg pa 133 personer fra Etnedal

(b) Sammenlign resultatene i (a) med estimatene i tabellen.

1.2 Vi viser til oppgave 1.1. Fyll inn i tabellen nedenfor de teoretiske verdiene for antall yrkesaktive
basert pa hypergeometisk og binomisk fordeling, og sammenlign.

Hypergeometrisk fordeling Binomisk fordeling
Forventning
Varians
Standardavvik
1.3* Betrakt en populasjon pd N enheter med y - verdier (1,2, ...y ) .La X vare verdien til y

ved tilfeldig trekking av en enhet. La u = %ZZI ¥, og o’ = %ZZI v - u)z .

(a) Visat E(X) = pog Var(X) = o* .

(b) La y; = 1 hvis enhet i har kjennetegn A, og 0 ellers. La p vare populasjonsandelen av A, p = u.
Vis at & = p(I-p).

1.4 Et enkelt tilfeldig utvalg pa 400 personer skal utsperres om de noen gang har deltatt i en intervju-
undersekelse ( utenom denne undersekelsen). Av svarene gar det fram at 58 hadde en eller fler ganger
deltatt i en intervjuundersokelse. Lag et 95% konfidensintervall for andelen i befolkningen som har
deltatt i intervjuundersokelser.
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2. Basis estimatorer for utvalgsundersokelser
2.1 Horvitz-Thompson estimatoren

Vi skal na betrakte estimering av totalen ¢ for en generell utvalgsplan. Den eneste forutsetningen er at
alle enhetene i populasjonen har en sjanse for a bli trukket ut, dvs. at 7 > 0 for alle £. En estimator
som alltid er forventningsrett er Horvitz-Thompson estimatoren som er lik summen av alle y,/7 - ver-
diene i utvalget:

- Yi

L= 20

HT Z p

F.eks., hvis s = {3,8,10}, 7, s s Yo
T3 Ty Ty

Denne estimatoren er mye brukt i statistikkproduksjonen i Statistisk sentralbyra. Det kan vises at vari-

ansen til estimatoren er lik summen, for alle par (ij) i populasjonen, av uttrykkene
2
VI 2

2
Var(iyr) = Zi:le:Hl(”i Ty~ T ){ﬂ_—l - ]

hvis sterrelsen » pé s er bestemt pa forhand.

Her er 7, = P( enhetene i ogj er trukket ut til utvalget) =P(/, = 1 og [, = 1) . F.eks., hvis N=3:

2 2 2
Var(iyr)= (mmy — 7pa )(ﬁ - y_zj +(m 73 — 73 )[ﬂ - y_gj +(my73 — 73 )(y_z - y_3j
o 7 T 73
Var(,,;) ma estimeres for & finne standardfeilen , SE(7,;,) = + Var(fm) . Anta utvalgsplanen har fast
storrelse pd s. Det er vist i Appendiks B at en forventningsrett estimator (safremt alle 7z, >0) er gitt
ved :

T — Ty

2

A A oy,
SRS L P
ies jes ”ij 7T J

J>i

F.eks., hvis s = {3,8,10},

2 2 2

5 oA T3ty — 7T T30 — 7310 Tgto — 7810

Var(f ;) = 373 38 [J’3 _ J’8j n Jo[ Vs Yo " Jo| Vs Do '
738 Ty Tl 310 T3 T 310 Ty Ty

Vi kan né beregne et 95% konfidensintervall for #, for store n og N >> n. Det er gitt ved

fyy * 2y Var(iy,) .
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Variansestimatet kan alltid beregnes siden 7z; > 0 for alle 7,/ i utvalget s nedvendigvis. Men hvis ikke
alle ; > 0 ber ikke variansestimatet brukes. Det kan da gi meget feilaktige anslag. Eksempel 1.8 vil
illustrere dette. Hvis variansestimering anses a vare viktig , ber man velge utvalgsplaner hvor alle par
(i,j) har en positiv sannsynlighet for & bli trukket ut. Ellers ma man prove a finne estimatorer som

overestimerer Var(f,;). En variansestimator V overestimerer Var(t,;) hvis E( v ) >Var(ty;). Da

vil konfidensintervallet basert pa v, i ur 2\/_17 , ha et konfidensnivd p& minst 95%. Vi sier inter-

vallet er konservativt. Kan man ogsa utlede en estimator som underestimerer Var(i,, ) er det mulig &

finne ut hvor mye overestimering vi har. En type utvalgsundersekelser hvor dette ma gjores er i sakalt
systematisk sampling eller intervalltrekking . Som et eksempel pa intervalltrekking, anta vi skal trekke
et 5% utvalg fra populasjonen. Fra en liste over populasjonens enheter, trekkeregisteret, velges forst
tilfeldig en enhet fra de forste 20 pa liste, og deretter hver 20. enhet pa listen.

En variansestimator ber alltid gi positive verdier. En svakhet ved Var(f ;) er at det finnes utvalgs-
planer og utvalgsverdier (y, - i € s) slik at estimatet blir negativt. Men for mange av de vanligste ut-
valgsplanene vil Var(f ) V&re positiv.

Eksempel 1.8, forts. Populasjonen bestar av 4 bedrifter med y-verdier 100,200,300 og 1000, og trekk-
sannsynligheter 71 = 0,2, m =03, ;3 =0,5, 7w = 1,0. Sann totalverdi er = 1600. Anta vi trekker
utvalget {2.4}. Horvitz-Thompson estimatet blir da :

=X Ve o 290000 = 1666.67,

L
H1
T, T, 0,

[ dette tilfellet er det enkelt & utlede E(7,,,) og Var(,;) direkte. Det er kun 3 utvalg som er mulige :

{1,4} med sannsynlighet 0,2 , {2,4} med sannsynlighet 0,3 og {3,4} med sannsynlighet 0,5. 7, har
folgende mulige verdier :

s = {14} 1 = (01 /0,2) + y4 = 1500

s = {24} 1 I,y =5000/3  =1666,67

s = {34} 1 Iy = (13 /0,5) + y4 = 1600.
Viser: E(7,;)=1500-(0,2) + 1666,67-(0,3) + 1600-(0,50)

— 300 + 500 + 800 = 1600 = ¢ .

Var(i,;) = (1500 - 1600)2(0,2) + (5000/3 - 1600)%(0,3) + (1600 - 1600)%(0,5)
= 2000 + 4000/3 = 333333 .

SE( )= A[Var(i,,) =57,74 .
Vi kan ogsa utlede variansen ved & bruke formelen som ble gitt:

2
Var(ty;) = Zi:lZ]‘:iH(ﬂiﬂj —ﬂy)[ﬁ_’__J] )

i ﬂj
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Vi har at 7z, = 7, fori=1,2,3. Disse leddene faller derfor bort. Ogsa, alle andre 7; = 0. Dette gir:

2 2 2
Var(t,,)=mr, (y—l—y—2j + 7T, 7Ty (y_l_y_gJ + ﬂ2ﬂ3(y_2_y_3)

T, T Ty, T3 Ty, Tty
=(0,06)(500 -% )* +(0,10)(500 - 600)* + (0,15)(600-20% )

= 1666,667 + 1000 + 666,667 = 3333,33 , som ovenfor !

Variansestimatet med s = {i,4} er lik

2
~ . T — Il ) )
Var(igr)=> Y —L—" ; ’J[ﬁ_y_fj

ies jes g i
J>i

2
:M(&_&j o

74 T Ty

Dette folger fordi zm = 4 fori =1,2,3. Sa variansestimatet er uten mening. Dette illustrerer det vi
nevnte tidligere at estimatet kan brukes bare nér alle z; >0.

La oss se hvordan det ville vere & bruke y_ til & estimere #/N, dvs. Ny, som estimator for £ Denne

kalles ekspansjonsestimatoren, 7, = Ny, . Med den utvalgsplanen vi har valgt fungerer denne esti-

matoren meget darlig: Mulige verdier av estimatoren er 2200, 2400 og 2600 for s = {1,4},{2,4} og
{3.,4}. Dette gir at

E(f,) =2200(0,2) + 2400(0,3) + 2600(0,5) = 2460 = 1,5375.

Estimatoren er meget skjev ! Ekspansjonsestimatoren fungerer ofte darlig nar trekksannsynlighetene
er veldig forskjellige.

Et mer nzrliggende spersmal vil vare hvordan 7, vil fungere i forhold til 7, hvis vi trekker et enkelt
tilfeldig utvalg pa 2 bedrifter. 7, er Horvitz - Thompson estimatoren i enkelt tilfeldig utvalg. Dette

folger fra det faktum at da er 7 = n/N for alle enhetene i populasjonen. Det ses lett ved & bruke egen-
skapen at totalsummen av trekksannsynlighetene er lik n. I enkelt tilfeldig utvalg har vi at alle 7, er

like, og siden summen er lik #, s& ma 7 = n/N. (Ogsa vist i Appendiks A, kap. 2.1 ved hypergeo-
metrisk fordeling). Dermed,

N - N N
!ur :Z%:Z_yi :723’1 =Ny -
ies N ies ies

Det vi egentlig sammenligner er de to utvalgsplanene. I enkelt tilfeldig trekking er det 6 like sann-
synlige utvalg, og 7, har folgende mulige verdier: 600,800,1000,2200,2400,2600. Dette gir at E(7,) =

1600 = ¢, og Var(t,) = 666.666,67, og SE(f, ) = +/Var(i,) = 816,50 (oppgave 2.3). I forhold til
SE(t,;) = /Var(t,;) = 57,74 ser vi at SE(7, ) er omtrent 14 ganger storre. Det er enormt mye &

vinne ved & sikre seg at den storste bedriften alltid er med i utvalget.
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Eksempel 1.8 viste hvor mye man kan vinne pa a ha forskjellige trekksannsynligheter og samtidig
bruke Horvitz-Thompson estimatoren. Ser vi pa formelen for variansen til estimatoren,

iy

2

Var(tpyr) = ZLZLH(W& Ty (% _y_JJ g
finner vi at variansen blir liten hvis vi bestemmer trekksannsynlighetene slik at y, /7 blir omtrent like.
Det forutsetter at vi har en viss kjennskap til y-verdienes storrelse. F.eks., enheter med sma y- verdier
boer ha liten trekksannsynlighet og enheter med store y- verdier ber ha hey trekksannsynlighet. Selv
om y- verdiene er ukjente under planleggingen av en undersokelse kan det vaere at vi har andre mal pa
starrelse fra trekkeregisteret for populasjonen som sier noe om sterrelseorden pa y- verdiene. | eksem-
pel 1.8 kunne det vere at vi kjente antall ansatte i hver enkelt bedrift pa forhand.

Det er mest for populasjoner med hoyst varierende y-verdier at det kan lonne seg a velge en utvalgs-
plan med forskjellige trekksannsynligheter. I personundersgkelser er vanligvis dette ikke tilfelle og
utvalgsplanene Statistisk sentralbyra bruker i slike undersekelser har vanligvis z,= n/N for alle perso-
ner i populasjonen ( men de er ikke enkle tilfeldige utvalg). Vi skal senere beskrive den generelle
utvalgsplanen for besgksundersokelser i Statistisk sentralbyra.

Hvis det er liten sammenheng mellom trekksannsynlighetene og y-verdiene kan vi risikere at Var(t ;)
blir meget stor. Da ber man ikke bruke Horvitz-Thompson estimatoren, selv om vi har forskjellige
trekksannsynligheter. Fra variansformelen ser vi at variansen blir stor hvis enheter med sma y, har
store z; og omvendt. Vi skal na illustrere hvor ille det kan bli med et enkelt eksempel. Dette er en
forenklet versjon av Basu’s elefanteksempel.

Eksempel 2.1. Betrakt en populasjon pa 3 elefanter. Elefantene skal transporteres med bat , og man
trenger et estimat for totalvekten. Veiing av en elefant er ingen enkel affaere, sa det besluttes a veie
kun en elefant, og basere anslaget for totalvekten pa vekten til denne ene utvalgte elefanten. Fra tidli-
gere vet elefanteieren at elefant 2 har en vekt y, som er nar gjennomsnittsvekten til de 3 elefantene.
Det er derfor onskelig & velge denne elefanten og bruke 3y, som estimat. For a fa en forventningsrett
estimator ma imidlertid alle trekksannsynlighetene vare positive. Det besluttes a la 7, = 0,90 og 7 =
7 = 0,05. Anta at vektene til de tre elefantene 7,2,3 er (i tonn) 1, 2, 4. Horvitz-Thompson estimato-
ren gir folgende verdier :

tyr =yi/m hviss = {i}

{20 hvis s = {1}

2,22 hviss={2}
80 hviss={3}

Alle mulige estimater er langt unna den sanne ¢ = 7, og fullstendig «héplese». Horvitz-Thompson
estimatoren kan ikke brukes som anslag for totalvekten, selv om E(7,,) =7 =t.

(E(ty7) = 0,0520 +0,9-2,22 + 0,05-80 = 7.)
Det er Var(i,;) som er problemet. Vi finner at Var(,,;) = (20-7)(0,05) + (2,22-7)%(0,90) + (80-
7)%(0,05) = 295,46 og SE(t,,)= /Var(t,;) =172

La oss na se hvordan ekspansjonsestimatoren fungerer her. Den er her gitt ved:

{, =Ny, =3y, hviss = {i}
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De mulige verdiene av fe er lik 3,6,12. Herav ses at :
E(7,) =3-0,05 +6:0,90 + 120,05 = 6,15

Var(f,) = (3-6,15) (0,05) + (6-6,15)%(0,90) + (12-6,15)%(0,05) = 2,2275

SE(i,) = \Var(i,)=1,49 .

Selvom 7, ikke er forventningsrett sa er den langt & foretrekke framfor 7,,, . Det er hoyst sannsynlig

at elefant 2 blir valgt og estimatene blir da 7, = 6 og 7, = 1,11- y; =2,22. Det er klart at 7, er
fullstendig urimelig.

2.2 Rate-estimatoren

La oss na anta at vi har kjent tilleggsinformasjon for hele populasjonen , x = (x,, x,, ..., xy) . Alle x,
er positive. F.eks., x; kan vare et mal pa sterrelsen til enheten. I eksempel 1.8 kan x; vere antall an-
satte. La X, veare totalsummen av alle x/'ene i populasjonen, dvs. X, =x; + x, +...+x . Rate- esti-
matoren for populasjonstotalen ¢ av y-variabelen er lik forholdet mellom utvalgssummene av y- og x-
variabelen multiplisert med X, og kan uttrykkes slik:

ZJ’I'
=X, =2— =X

o
in N
ies

= |;<|

hvor X, = Z x; / n er gjennomsnittet av x-verdiene i utvalget. Vi ser at

ies

>

iy =

~

Y

A=

hvor 7, = Ny

.-
Det vanlige er & bruke rate-estimatoren i forbindelse med enkelt tilfeldig utvalg hvor Horvitz-
Thompson estimatoren er 7, , men den kan ogsa benyttes ved andre utvalgsplaner. Vi ser at 7, juste-
rer £, i de tilfeller hvor x-verdiene i utvalget er for sma eller for store. Dette vil vaere rimelig & gjore
hvis det er en positiv sammenheng mellom x, og y, ene. I neste kapittel skal vi sammenligne 7, og 7,
nzrmere nar utvalget trekkes enkelt tilfeldig.

Eksempel 2.2. Anta at det totale dyrkede areal potetaker 7 skal estimeres for en populasjon pa N gar-
der. Det totale dyrkede areal X, antas kjent. Med et utvalg pa n géarder er da y, = dyrket areal potet-

aker for gard i og x;, = total dyrket areal for i’te gard i utvalget.

Eksempel 1.8, forts. Populasjonen bestar av 4 bedrifter med y-verdier 100,200,300 og 1000. Tilleggs-
informasjonen er x; = antall ansatte i bedrift i. Anta x =(20,30,50,200), slik at X, =300. Det er kun

3 utvalg som er mulige : {1,4} med sannsynlighet 0,2 , {2,4} med sannsynlighet 0,3 og {3.4} med
sannsynlighet 0,5. 7, har folgende mulige verdier :
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s=1{1,4}: i, =300-% =1500 (7,, =1500, 7, =2200)

s={24}: 1, =300-% = 1565,22 (i, = 1666,67 , i, =2400)

s=1{3.4}:1, =300-% =1560 (7, =1600, 7, =2600)

Sann totalverdi er # = 1600 si vi ser at 7, er litt skjev, E(7,) = 1549,6. Variansen er imidlertid meget
liten , Var(i,) = 619.3 og SE(7,) = 24,9, sammenlignet med SE(7,,,) = 57,74.

Hvis vi tar et enkelt tilfeldig utvalg pa 2 bedrifter sa blir £(7,,) = 1669,1 og SE({,) = 137,2 (oppgave

2.3). Fra tidligere har vi at da er SE(7,) = 816,5. Rate-estimatoren er en kraftig forbedring av ekspan-

sjonestimatoren. Fremdeles er imidlertid enkelt tilfeldig utvalg en mye darligere utvalgsplan enn den
opprinnelige utvalgsplanen.

Oppgaver

2.1* Horvitz-Thompson estimatoren kan uttrykkes pa felgende form:

A el Vi
tHT_Zklekg .

Bruk dette til & vise at denne estimatoren er forventningsrett.

2.2 Betrakt eksempel 1.8 . Anta utvalgsplanen har samme opplegg som for med den endring at be-
driftene 1,2.3 trekkes som den andre bedriften i utvalget med sannsynligheter

bedrift 1: 0,5 bedrift2:0,3 bedrift3:0,2.
(a) Skriv ned utvalgsplanen.

(b) Finn E(7,,,) og Var(i,, ).

(c) Sammenlign med den opprinnelige utvalgsplanen. Hvilken vil du velge ?

2.3 Betrakt eksempel 1.8, men nd med et enkelt tilfeldig utvalg pa 2 bedrifter.
(a) Vis at E(7,)=1600 , Var(f,) = 666.666,67 , SE(f,) = 816,5 .

(b) Visat E(fp)=1669,1, Var(iy)=18810,07 SE({y) = 137,15.
2.4 Betrakt eksempel 2.1. Anta né at en elefant trekkes tilfeldig.

(a) Finn E(Z,), Var(f,) og SE(Z,), hvorna 7, = 3y, , hviss = {i}.

(b) Hvilken utvalgsplan er best av denne og den i eksempel 2.1 ?
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2.5 I mange samfunnsundersekelser bestar populasjonen av husholdninger. Anta vi har en populasjon
med 3 husholdninger. Husholdning 1 bestar av 3 personer med en samlet inntekt pa kr. 400 000, mens
de to andre er en-person husholdninger med inntekt pa 150 000 for husholdning 2 og 200 000 for hus-
holdning 3. Vi ensker a estimere den samlede inntekten (som vi vet er kr. 750 000), pa grunnlag av et
utvalg pa 2 husholdninger. Utvalget trekkes ved a trekke 2 personer rent tilfeldig, og bestar av de til-
herende husholdningene. Ved andre trekning fjernes husholdningen som tilherte personen som ble
trukket forste gang. Det vil si at vi trekker husholdninger uten tilbakelegging. F.eks. hvis personen
som ble trukket forste gangen tilhorte husholdning 1, s& var det pa annen trekning kun mulig & trekke
en av de to personene i husholdning 2 eller 3.

(a) La z,,r,,r, vere trekksannsynlighetene for husholdningene 1,2,3. Vis at

— — 11
Ty =714 =30

9

T =g

(Hint: P(trekke husholdning 1 forste gang) =2, og P(trekke husholdning 1 andre gang) = 2-2 )

5

(b) Anta utvalget bestar av husholdningene 1 og 3. Beregn Horvitz-Thompson estimatoren, rate-
estimatoren og ekspansjonsestimatoren, og sammenlign. For rate-estimatoren, la x, = antall perso-
ner i husholdning i.

(c) De andre mulige utvalgene er {1,2} og {2,3}. Beregn for disse to utvalgene verdiene av de tre
estimatorene i (b).

(d) Vis at utvalgsplanen er gitt ved :
p({1,2})=9/20
p({1,3})=9/20
p({2,3})=2/20

(e) Finn forventning og varians til de tre estimatorene. Hvilken estimator vil du foretrekke?
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3. Enkelt tilfeldig utvalg

Vi har ved flere anledninger betraktet utvalgsplanen som gir enkelt tilfeldig utvalg . Vi skal i dette
kapittel oppsummere tidligere utledede egenskaper til estimatorer for totalen ¢ . Samtidig skal vi an-
vende teorien i kapittel 2 pa denne utvalgsplanen.

Utvalgsplanen er gitt ved at alle utvalg s med storrelse n har samme sannsynlighet for & bli trukket.
Trekksannsynlighetene 7, = n/N for alle enhetene i populasjonen. Som vist i forrige kapittel er Hor-
vitz-Thompson estimatoren derfor lik ekspansjonsestimatoren :

~

tH'l' = te :NJ_/S >

hvor y, = Z y; / n er gjennomsnittet i utvalget s. Vi kan uttrykke estimatoren pa folgende maéte :

ies
~ N N
fo=—=D V=2 —Vi-
h ies ies n

Dvs. vi kan regne ut estimatet ved a «blase opp» hver observert y, med vekten N/n. Vi kaller dette
enkel oppblasing siden hver enhet i utvalget har samme vekt. En annen mate a se dette pa er at vi ten-
ker oss at hver enhet i utvalget representerer N/n enheter i populasjonen. For eksempel, anta vi tar et
5% utvalg, dvs. n/N = 0,05. Da er N/n = 20, og hver enhet i utvalget representerer 20 enheter i popu-
lasjonen.
Fra teorien for Horvitz-Thompson estimatoren vet vi at 7, er forventningsrett, £(7,) =t Vi kan ogsa
finne Var(1,) ved & bruke den generelle formelen for Var( ;) . Vi trenger 4 finne ;= P(Enhetene i
ogj trekkes ut) = P(Z; [, = 1). Alle r; er like.
I appendiks B blir det vist at hver enkelt 7; er lik

_ nn=1)

7NN -1)

Populasjonens varians ble tidligere definert til & vere :
2o LN () _p? | med u= 1N
o —Wzi:l(y,» w)° , med g=t/N.

Det kan vises (se appendiks B) at

2
Var(fe)=N2G— N=n ,
n (N-1)
og den forventningsrette estimatoren
~2
Pari )= N2 2. N2
n N-1
hvor
2 N-1 1 _ 2
o :T.nTz(yi Vs

ies

og viserat &7 er forventningsrett for o .
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Et 95% konfidensintervall for ¢ er tilnarmet lik, for store n og N >>pn :

A

P aon-o N
Jn

N -1

~1, +2N 1-f

o

hvor = n/N er utvalgsandelen .

La oss na samle sammen resultatene fra kapittel 1.3 for estimering av en populasjonsandel p av enhe-
ter med et visst kjennetegn A. Dette er na et spesialtilfelle av resultatene for en generell y-variabel,
med y, = 1/0 hvis enhet i har/har ikke kjennetegn A. La X = antall med kjennetegn A i utvalget. En

estimator for p er p = X/n. Viserat p =y, og f, =N p. I tillegg, & = p(I-p) og

N 1-p) N—n
Var -y pdzp) Non
(Np) . N1

67 = % " 1 p(1-p) ~ p(1-p) som gir at forventningsrett estimator for Var(Np) er gitt
n —

ved:

N p(1-p) N-n
Par(Np) = N> 2L :
(AP) n—1 N

_ A p(l—]p)(l_f)zNz p(ln—p)(l_f)

Et 95% konfidensintervall for antallet med kjennetegn A i populasjonen blir na
. p(1 - p
Npaon [PUZP) (g py
n

Sammenligning : Rate-estimatoren og ekspansjonsestimatoren

Vi har kjent tilleggsinformasjon for hele populasjonen , x = (x1, x2,..., xy) . Alle x; er positive.
Rate-estimatoren ble definert i kapittel 2.2, med X lik totalsummen av alle x-verdiene :

ZJ&'

. , X .
fp=X & = =7 .
> x Nx,

ies
Vi skal nad sammenligne rate-estimatoren og ekspansjonsestimatoren. La f = n/N og la R vare forhol-
det mellom totalsummene i populasjonen for y og x, R=1¢/ X,. Folgende resultater holder for rate-

estimatoren :

E(fg)~t for store n

A 21— I <~ 2
Var(tg)= N Tf‘ﬁzi_l(%‘ — Rx;)

N
hvor Zi:l(%’ _in)z = _Rxl)2 + (V2 _Rx2)2+---+(yN _RXN)z-
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Fra tidligere ,

2
~ N-—-n zl—f 2 21—f 1 N 2
Var(i,) = N2 2 ~N oc2=N LI o
(1,) D - - NZ,:I(y, 7

Dermed har vi at
~ ~ N N
Var(ig) <Var(i,) <Y (i —Rx)> <30 (v, — 1)
I Appendiks C gis en mer inngaende vurdering av forholdet mellom variansene. La X = X, / N.

Var(t,) kan estimeres ved :

—\ 2
ﬁar(fR)=[£j -Nz-l_f-ﬁZ(y,-—fixi)z hvor R =

X n

= |;<|

N ies N

Her betyr Z (v, - IA{xl- )? summen av alle kvadrater av (y- IAQx) -verdiene i utvalget. Variansestimato-
ies

ren til Var(i,) er , med &2 :NT_I-LZ()/,. ~3,)%, lik :

n —

ies

A2
Pariy= N> SN2 212
n N-1 n

RELEL S A%
PO

ies

I en gitt situasjon kan vi derfor avgjere om vi skal benytte 7, eller 7, ved & sammenligne

— 2
(%} Z(yi _in)z 0g Z(J’i _J_’s)2 .

ies ies

Et 95% konfidensintervall for ¢ basert pa rate-estimatoren er gitt ved:

- X [1- 1 5
R 2N — =7 Z(yz'_in)z-
X, n  n-153

Oppgaver

3.1 Betrakt eksempel 1.8. Anta at et enkelt tilfeldig utvalg resulterte i bedriftene 1,3 med (y.x)-
verdiene (100,20) og (300,50).

(a) Estimer SE(7,,) og SE(1, ). Hvilken av de to estimatorene vil du benytte?
(b) Beregn estimatene basert pa 7, og 7, .

(c) Beregn 95% konfidensintervaller for totalen 7, basert pa 7, og 7, . Sammenlign med den kjente .
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4. Stratifisering

4.1. Stratifisert utvalgsplan

I enkelt tilfeldig utvalg har vi betraktet hele populasjonen som én samling av enheter . Nar vi skal
trekke et landsomfattende utvalg for Norge sa er dette en lite hensiktsmessig mate & trekke utvalget
pa. Det er ikke bare landstall som skal publiseres, men ogsa tall for fylker eller regioner, eller for
menn og kvinner hver for seg, eller for forskjellige aldersgrupper, eller for forskjellige yrkesgrupper ,
eller for forskjellige n®ringer i bedriftsundersokelser. Dette setter krav til storrelsene pé utvalget i
disse forskjellige gruppene. For & kunne utarbeide statistikk for disse gruppene ma vi sikre oss et ut-
valg der de enkelte gruppene sikres god nok representasjon i utvalget. Dette oppnas ved a stratifisere
utvalget, dvs. inndele populasjonen i delpopulasjoner, sakalte strata, og deretter trekke utvalg innen
hvert stratum. Vi kaller denne utvalgsplanen for stratifisert enkelt tilfeldig utvalg hvis utvalgene fra
hvert stratum er enkle tilfeldige utvalg. Stratifisering vil ogsé medfore mer presise estimater enn den
vanlige ekspansjonsestimatoren ved at den «retter opp» lite representative utvalg, og er en alternativ
utnyttelse av tilleggsinformasjon i forhold til rate-estimatoren.

Strataene betegnes med U; , U> , . .., Uy , og delutvalgene betegnes med s1, 52, ... , sy . Strata-
oppdelingen gjores ved hjelp av sakalte stratifiseringsvariable fra registerinformasjon om populasjon.
Det kan vere geografisk omrade, alder , kjonn etc.. La N, veere sterrelsen pé stratum U, , og n, ster-
relsen pa s, , n, ‘ene er bestemt pa forhand. Det betyr at

H H
N:ZNh og n:Znh .
h=1 h=1

La t, vere y- totalen i stratum U,. Vi kan né uttrykke totalen # som summen av stratum-totalene ¢,,,

H
r=>1,.
b=l

Ved planlegging av et stratifisert utvalg er det hovedsakelig tre ting som ma bestemmes: For det forste
hvilke stratifiseringsvariable en skal bruke, for det andre #vordan en skal konstruere strataene, og for
det tredje hvordan den totale utvalgssterrelsen skal fordeles pé strataene.

Stratifisert enkelt tilfeldig utvalg

Vi skal betrakte stratifisert enkelt tilfeldig utvalg, Da er ekspansjonsestimatoren for ¢, , basert pa s, ,
gitt ved :

A _ — 1
th :Nhysh hvor ysh :Ezyi
iesy

er gjennomsnittet i delutvalg s, . Stratifiseringsestimatoren for totalen blir da summen av 7, :

Z{N)
Il
M=
;’*)
I
M=

NhJ_}sh *

3
Il
=5
Il

26



Viserat 7, kan beregnes ved & multiplisere hver y-observasjon i s, med N, /n,. Det betyr at hver en-
het i delutvalget s, far vekten NV,/n, . La 0,,2 vere variansen i stratum U, ;

2 1 =12 =
op=—>.(-Y)". Y, =t/N, .
hiGUh

Stratumestimatorene 7, er uavhengige med
E(fh) = th

2
o, N, —n

4

n, N,-1

4

Var(fh): N,? .

Dette gir at :

E(iy)=t, i, erforventningsrett

P
oy, Ny—m

~ H ~ H
Var(ig)=Y,  Var(i,)=Y." Nj - e
h h

n . . . 2
Var(t,, ) kan estimeres ved & estimere stratumvariansene o,” med :

N,-1 1

~2
L=

Y -7,

Ny mp =125
slik at

~2
2 0 Ny—ny
2. %h

A H
Var(tst):zhle " N 1
h h

Stratifiseringsestimatoren er identisk med Horvitz-Thompson estimatoren. Dette folger av at trekk-
sannsynlighetene er gitt ved:

7 = n,/N, hvis enhet i er i stratum U, ,

siden vi trekker et enkelt tilfeldig utvalg fra hvert stratum. Det betyr at hver observasjon i s, skal mul-
tipliseres med vekten 1/7; = N,/n, som gir oss stratifiseringsestimatoren.

Et viktig problem i stratifisering er bestemmelse av storrelsen pé delutvalgene i de enkelte strata.
Dvs., gitt den totale utvalgsstorrelsen » og gitt stratum-inndelingen, hvordan skal de » utvalgs-
enhetene allokeres til de forskjellige strata. Hvis vi er kun opptatt av 4 estimere populasjonstotalen ¢

sa bor n;, velges slik at Var(f,, ) blir minst mulig. Det kan vises at den optimale allokering for dette

|_Na
Nho-h N1 Nho-h

n,=n- ~n

H [ n, H
thlNhO-h Np-1 Zh:lNhO_h

formaélet er gitt ved:

Vi ser at optimal allokering krever kjennskap til stratumvariansene ahz. Dette vil aldri veere tilfelle i
praksis. Men ved gjentatte undersokelser sa kan det veere mulig & fa noen anslag for g, .
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En vanlig form for stratifisering er a la antallet i utvalget fra hvert stratum veare proporsjonalt med
stratumsterrelsen. Dette kalles proporsjonal allokering eller representativ stratifisering. Dette betyr at

n, = cN, for alle A, for en konstant c.

Ved & summere over alla strata ser vi at vi ma ha n = cN. Dermed : ¢ = n/N og

n, n
n, =—"n eller 2= — |

N,

Vi ser at trekksannsynlighetene er lik 7z; = n /N for alle enhetene i populasjonen. Dvs., utvalget er
selvveiende. Stratifiseringsestimatoren blir na lik ekspansjonsestimatoren :

R H N N H
Lt :Z Z_hJ’i = _Z ZJ’i
h=lies), ny h h=lies,
1
= N;Zyl :NJ—/sa

ies
siden utvalgssummen av y-verdiene kan fas ved forst 4 beregne de observerte stratumtotalene, Z Vi,
iesy,
og deretter summere disse.

Sammenlignet med optimal allokering ser vi at hvis stratumvariansene er omtrent like store si vil
proporsjonal allokering gi tiln@rmet minimum varians for estimatoren. I tilfellet proporsjonal alloke-
ring er variansen gitt ved:

Vi o} ., W,=N,/N ,f=nN.
N, -1

~ 2 1- H
Var(ty,)= N szh=1 w,

2 - H 2
~ N —nfzh—lWhGh .

= Ny, . Men legg merke til at Var(i,,) ikke er lik Var(z,)

Ved proporsjonal allokering s vi at 7, =17,
ved enkelt tilfeldig utvalg. Betegn den med Var,,(Z,) . Fra kapittel 3 has at

VarET[,(fe) = N? ;—2 ~ N? u0'2.
Det kan vises at (oppgave 4.2):

o? = Z:[:] Whof + ZZlWh(I_’h - 1_7)2 .
Her bruker vi betegnelsen ¥ =7/ N .

Dermed ser vi at uansett valg av stratuminndeling s& vil proporsjonal allokering alltid medfere mer
presis estimering, Var(i,,) < Varyy;(Z,). Jo mer homogene strata vi har jo sterre variasjon vil det

vere mellom stratumgjennomsnittene Y, og dermed storre reduksjon av usikkerheten i estimatet.
Det betyr at storst variansreduksjon oppnés hvis populasjonen er meget inhomogen, f.eks. en
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populasjon av bedrifter. I det teoretiske tilfellet at alle ¥, er identisk like sa vil vi tilneermet ha sam-

me varians i de to tilfellene. ( Eksakt vil da Var,;(7,) faktisk vere ubetydelig mindre enn Var(7,,).)

Hvis vi ogsa ensker a publisere estimater for stratumsterrelsene #, sa kan det medfere at for sma strata
si ma n;, okes for at estimatoren 7, ikke skal bli for usikker. Samtidig ma da ;, reduseres tilsvaren-
de for store strata.

Eksempel 4.1. Populasjonen bestar av 8 land fra det amerikanske kontinentet. Vi skal estimere det
totale antall innbyggere i denne populasjonen i 1983. Vi kjenner folketallene for 1980. For & kunne
illustrere estimeringsegenskaper oppgir vi ogsa 1983-tallene. I en vanlig undersokelse ville de selvfal-
gelig vert ukjente pa forhand. Populasjonen av land med tilherende 1980 og 1983 befolkningssterrel-
ser er gitt i tabellen nedenfor:

(Land | 1980 folketall (mill. 1983 folketall (mill.) |

1-Canada 24,0 24,9

2-USA 227,7 2339
3-Mexico 69,3 75,1
4-Argentina 28.2 29.6
5-Brasil 121,3 129,6
6-Chile 11,1 11,6
7-Uruguay 2,9 2,9
8-Cuba 9,7 10,0

Vi danner na to strata ved a bruke 1980-folketallet som stratifiseringsvariabel. Stratum 1 bestar av
landene Mexico, Brasil og USA, mens resten danner stratum 2. Et enkelt tilfeldig utvalg pa 2 land fra
hvert stratum trekkes. Vi skal i forste omgang sammenligne stratifiseringsestimatoren i denne utvalgs-
planen og ekspansjonsestimatoren i enkelt tilfeldig utvalg med » = 4 . Begge estimatorene er forvent-

ningsrette i sine respektive utvalgsplaner. For 4 beregne Var,,,(f,) og Var(f,) trenger vi folgende

storrelser :
of =4340,69 , Y, =1462
03 =98,188 , L, =158
o = 567448 .
Dette gir :
Vary,(i,) = N° %%2 =51880,9 SE,., (1,)=2278

2
~ N, — ~
Var(iy)=Y: N} Z—h : A’;—”lh =10687,1 SE(i,)=1034.
h h

Usikkerheten reduseres med ca. 55% ved denne stratifiseringen. Det finnes bedre stratifiseringer i
denne situasjonen. F.eks., la USA,Brasil og Mexico vare egne strata med de resterende fem land i ett

stratum. Trekk «tilfeldig» et land fra hvert stratum. Da er SE(7,,) = 49,5 (oppgave 4.3). Ulempen med

denne utvalgsplanen er at Var(z,, ) ikke kan estimeres.

I denne situasjonen er det ikke optimalt & bruke en stratifisert estimator selv om den er betydelig bedre
enn ekspansjonsestimatoren. Med 1980-folketallene som tilleggsinformasjon er rate-estimatoren
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A

t, =

A

t

e

Al

s

atskillig mer presis enn ogsa 7, .Med R=1¢/ X, har vi
~ 21— 1 N 2
Var(ig)~ N Tf.ﬁzi_l(yi — Rx;)? =33,974.

Dette gir at SE(f,) = 5.8 ! Rate-estmatoren er suverent best, fordi sammenhengen mellom 1980-
tallene og 1983-tallene er meget stor. For & illustrere hvordan de tre estimatorene fungerer i praksis
vises 5 trekkinger av enkelt tilfeldig utvalg og tilherende estimater fra 7, og 7, , og 5 trekkinger av

det stratifiserte utvalg med 7,, -verdier. Sann t-verdi er 517.,6.

2,3,7,8 643.8 513,8 2,3), 4,7 544.8
1,3,5,7 465,0 528,3 3.5),(6,8) 361,1
1,3,6,8 2432 526,7 2,3),(1,6) 554,8
3,5,7,8 4352 529,2 2,5),(7,8) 5717,5
5,6,7,8 308.2 5252 3.5), (4,6) 410,1

gjennomsnitt 419,1 524,6 489,6

standardavvik 155,0 6,3 97,3

For at eksemplet ikke skal gi et galt inntrykk ber det presiseres at det har vist seg i praksis i Statistisk
sentralbyra at stratifisering ofte gir samme variansreduksjon som rate-estimatoren. Siden stratifise-
ring ikke medferer skjevhet slik tilfellet kan veere med rate-estimatoren sé er vanligvis stratifisering a
foretrekke.

4.2. Etterstratifisering

Stratifisering reduserer usikkerheten til estimatoren i forhold til enkelt tilfeldig utvalg. I mange tilfel-
ler ensker man a stratifisere etter variable som ikke er tilgjengelig for stratifisering pa forhand. Dvs.,
hvor det i praksis kan det vaere vanskelig eller umulig pa forhand & avgjere hvilket stratum en enhet
tilhorer. For eksempel, anta at en gnsker a stratifisere etter alder. Det vil da vanligvis veere mulig & fa
tilgang pa aldersfordelingen i populasjonen, dvs. N, = antall i aldersgruppe # er kjent for alle 2, men
uten et godt register som gir alderen til hver person i befolkningen vil stratifisering ikke vare mulig. |
slike tilfeller kan vi stratifisere etter at data er innsamlet, sakalt etterstratifisering. Deretter danner vi

A

den vanlige stratifiserte estimatoren, na kalt den etterstratifiserte estimatoren, ¢

est *

~ H —
lest = Zh:l Nhysh

hvorné y, er observert gjennomsnitt fra etterstratum /2 og N, er storrelsen pa etterstratum / .

Hvis vart utvalg trekkes enkelt tilfeldig sa kan det vises at vi tilncermet har :
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E(fest) =1

A 1- H
Var(test) = N2 szh_lw/ho-g

Dvs., etterstratifisering i enkelt tilfeldig utvalg tilsvarer essensielt stratifisering med proporsjonal
allokering. Enkelt tilfeldig utvalg med etterstratifisering er ofte atskillig bedre enn enkelt tilfeldig
utvalg uten etterstratifisering. Etterstratifisering brukes blant annet i AKU (arbeidskraftunder-
sokelsen). Utvalgsplanen i AKU er imidlertid ikke enkel tilfeldig, men stratifisert etter fylke.

En viktig begrunnelse for etterstratifisering i en vanlig undersokelse er at totalen for mange variable
skal estimeres. Da kan det vare slik at man ber bruke forskjellig stratifisering for forskjellige variable.
Det er altsa ikke mulig & trekke et stratifisert utvalg som tar hensyn til alle variable. Stratifisering, som
f.eks. i AKU, har da heller det forméal & produsere statistikk for delomrader av populasjonen. Deretter
kan det vaere aktuelt med forskjellig etterstratifisering for forskjellige y-variable. For eksempel, noen
variable kan forklares bra ved aldersgruppering, andre ved yrkesgruppering, etc.

Etterstratumstorrelsene #, ber vere av en viss minimumssterrelse for & unngé for ustabile stratum-
estimater y, . Hvis alle i, er minst 20 sa er det vanligvis tilstrekkelig.

En viktig anvendelse av etterstratifisering er a redusere skjevheten forarsaket av frafall i det planlagte
utvalget. Hvis frafallet kan forklares hovedsakelig av en stratifiseringsvariabel, sa vil den etterstratifi-
serte estimatoren rette opp mesteparten av frafallsskjevheten. Ved & bruke denne estimatoren antar vi
implisitt at svardelen i hvert utvalgstratum er representativt for frafallsdelen.

Eksempel 4.2. Anta vi skal estimere arbeidsledigheten i aldersgruppen 18-30. I aldersgruppen 18-24
er det 10000 personer og i aldersgruppen 25-30 er det 5000 personer. Vi tar et enkelt tilfeldig utvalg
pa 500 personer. Det viser seg at 300 var i aldersgruppen 18-24 og 200 i aldersgruppen 25-30. Ved
innsamling av data fikk man svar fra 200 i den yngste aldersgruppen og 180 i den andre gruppen. Re-
sultatet av undersokelsen ble :

I T

Arbeidsledige
Ikke arbeidsledige 150 170
Frafall 100 20

Ekspansjonsestimatet for det totale antall ledige 7 er lik 15000 - =2368 . Hvis vi etterstratifiserer

etter aldersgruppe ser vi at frafallsandelene er 33,3% for 18-24 gruppen og 10% for 25-30 gruppen.
Det etterstratifiserte estimatet er gitt ved:

=10000 - 5% + 5000 - 1% = 2778 .

Siden vi hadde sterst frafall i den yngste aldersgruppen som samtidig har heyest ledighet sa vil eks-
pansjonsestimatoren, som ikke tar hensyn til frafallsmonsteret, underestimere totalen.

I kapittel 7 skal vi behandle frafallsproblemer generelt, og vil der ogséd komme tilbake til etterstratifi-
seringens rolle i forbindelse med frafall.
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Oppgaver

4.1 Vi ensker a estimere gjennomsnittslenn for en populasjon pa 6 personer ved & ta et utvalg pa 2
personer. For a illustrere de forskjellige estimeringsstrategiene skal vi anta at inntektene i popula-
sjonen for personene 1-6 er gitt ved (i tusen) 250, 220, 160, 180, 140, 140 henholdsvis, med et
gjennomsnitt lik 1090/6 = 181,7.

(a) Vi trekker et enkelt tilfeldig utvalg, og bruker estimatet ), . De mulig utvalg og estimater er da:

Utvalg (1,2 |1,3 |14 [1,5 |1,6 |23 [2,4 |2,5 [2,6 |34 |3,5 [3,6 |45 |46 |56

Estimat | 235 {205 215 | 195 |195 {190 |200 |180 (180 | 170 |150 {150 | 160 |160 |140

Siden det er lik trekkesannsynlighet for alle utvalgene, kan vi finne forventningen til estimatoren ved
a ta gjennomsnittet av alle estimatene. Dette inkluderer a4 gjenta et estimat hvis flere utvalg gir det
samme estimatet. Tilsvarende finner man variansen til estimatoren.

Beregn forventning og varians til y,.

(b) For & minske variansen til estimatoren stratifiserer vi utvalget med hensyn til alder, idet vi antar at
det er en sammenheng mellom alder og inntekt. Alderen til personene 1-6 i populasjonen er 37, 62,
42,26, 18, og 21 henholdsvis. Populasjonen deles inn i to strata; stratum 1 = «over 30 ary», stratum
2 = «under 30 ar». Vi trekker et stratifisert enkelt tilfeldig utvalg med 1 person fra hvert stratum.
Siden antallet i utvalget fra hvert stratum er proporsjonalt med stratumsterrelsen sé er stratifise-
ringsestimatoren ogsé lik y .

Lag en liste over de mulige utvalgene (9 ialt) og estimatene, og finn forventning og varians til y,.

Sammenlign med egenskapene til y, i enkelt tilfeldig utvalg. Hvilken utvalgsplan er & foretrekke ?

4.2* Betrakt stratifisert populasjon med populasjonsvarians a , stratumvarianser o, og stratumgjen-
nomsnitt I_’}l .La W, =N,/N, og Y=t/N .Visat

2 H 2 H v v\2
(oa :Zh:IWhGh +Zh:1Wh(Yh_Y) .

4.3 Betrakt eksempel 4.1. La USA, Brasil og Mexico vare egne strata, med de resterende fem land
samlet i et fjerde stratum. Anta vi trekker «tilfeldig» et land fra hvert stratum. Vis at SE(7,, )= 49,5.

4.4 Viser til oppgave 1.1. Vi skal estimere antall yrkesaktive i Etnedal( som vi vet er 797), ved a trek-
ke et stratifisert enkelt tilfeldig utvalg. Stratifiseringen gjores etter alder. Vi har tre strata:

Uy=16-18ar, U,=19-65 ar, Us=over 65 ar.

Fra FoB90 :
Stratum Antall yrkesaktive Totalt
16-18 ar 28 59
19-65 ar 729 916
over 65 ar 40 355
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(a) Vi skal trekke et stratifisert utvalg pa 133 personer, hvor antallet som trekkes fra hvert stratum
skal vaere proporsjonalt med stratumsterrelsen. Bestem antallet som skal trekkes fra hvert stratum.

Vi gjennomferer en trekning med folgende resultat :

Stratum antall yrkesaktive
16-18 ar 3
19-65 ar 70

over 65 ar 5

(b) Beregn estimatet, og dets teoretiske forventning og standardfeil.

(c) Bestem standardfeilen til fe =Ny
valgsplan er a foretrekke ?

ved et enkelt tilfeldig utvalg pa 133 personer. Hvilken ut-

N

4.5 Viser til oppgavene 1.1 og 4.4. Vi skal estimere andel yrkesaktive i Etnedal for de to aldersgrup-
pene 16-24 ar og over 24 ar ( dvs. 25 ar og eldre). Delpopulasjonene ser slik ut, i virkeligheten :

16-24 ar Over 24 &r
Antall yrkesaktive 138 659
Totalt 197 1133

(a) Vi stratifiserer etter de to aldersgruppene, og trekker et 10% utvalg proporsjonalt med sterrelsen
pa strataene. Dvs. 20 personer fra aldersgruppen 16- 24, og 113 personer over 24 ar. Vi estimerer
andelen yrkesaktive i de to gruppene pa vanlig mate. Finn standardfeil for de to estimatorene.

(b) Et vanlig krav til tall som publiseres er at standardfeilen ikke er over en viss prosent av estimatet.
Anta at kravet er at standardfeilen ikke skal overskride 10% av estimatet. Anta estimatene er lik
0,65 og 0,60 for 16-24 ar og over 24 ar. Er vare estimater palitelige nok til & bli publisert?

(c) Anta at vi istedenfor & trekke proporsjonalt med stratasterrelsene trekker like mange fra hvert
stratum, dvs. 66 fra hvert stratum. Tilfredsstiller vare estimater 0,65 og 0,60 na kravet fra (b) ?

4.6 Igjen skal vi estimere antall yrkesaktive. Anta vi trakk et 10% enkelt tilfeldig utvalg fra befolknin-
gen over 15 ar og fikk 100 svar, dvs. et frafall pa 33. [ utvalget pa 133 personer var det 75 menn og
58 kvinner, med 45 svar fra menn og 55 svar fra kvinner , dvs. frafallet var betydelig sterre hos
menn enn hos kvinner. Av de 45 menn svarte 32 at de var yrkesaktive, og blant de 55 kvinnene
svarte 27 at de var yrkesaktive. Av de 1330 personene over 15 ar var det 705 menn.

(a) Bestem det vanlige estimatet for antall yrkesaktive i befolkningen uten & bruke det vi vet om svar-
fordelingen mellom menn og kvinner.

A

(b) Etterstratifiser etter kjonn og bruk 7, .
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4.7 Vi skal se pa en situasjon hvor vi pa forhand bare kjenner totaltallene og ikke verdiene for enkelt-
personer, slik at etterstratifisering kan utferes, men ikke en stratifisert utvalgsplan. Det gjelder valg
hvor hver persons stemmegivning er hemmelig mens totaltallene er offentlige.

Anta at vi holdt en meningsmaling i Etnedal i 1994 om holdningene til norsk EU medlemskap. Av
de 150 som ble spurt svarte 105 at de var motstandere, 20 at de var tilhengere og 25 var usik-
re/visste ikke.

Det er kjent at holdningen til norsk EU medlemskap kan ha sterk sammenheng med partipreferan-
se. Av den grunn ble ogsa personene i utvalget spurt om hvilket parti de stemte pa ved Stortings-
valget i 1993, med folgende resultat:

Parti AP FrP H KrF SpP SV | Andre Stemte ikke
EU-tilhenger 9 2 5 2 1 0 0 1
EU-motstander 10 0 1 1 85 7 0 1

Vet ikke/usikker 5 1 3 1 3 1 1 10

Stemmegivningen i Etnedal ved Stortingsvalget i 1993 :

Parti AP FrP H KrF SP SV Andre | Stemte ikke

Prosent | 23,6 2,5 4,9 6,8 28,8 6,3 3,2 23,9

Legg merke til at tabellen inneholder hele befolkningen med stemmerett ( ialt 1273 personer), og ikke
bare de som stemte. Dette er gjort fordi vi ensker a si noe om EU-synet til hele befolkningen.

(a) Beregn estimater bade med og uten etterstratifisering etter partitilhorighet, for antall EU-
tilhengere, motstandere og tvilere, bade som totaltall og prosenter.

(b) Hvilket av estimatene i (a) ville du i praksis stole mest pa?

(c) Nar et parti er i framgang er det en kjent effekt i forbindelse med meningsmalinger at noen flere,
enn de som faktisk stemte pa partiet, svarer at de stemte pa dette partiet ved forrige valg. Anta at
det i var situasjon ble en slik overrepresentasjon av personer som sa de hadde stemt SP, og at det
store flertallet av disse «nye» SP personene var EU-motstandere. Ville dette pavirke vart estimat,
og isafall pa hvilken mate ?

(d) I forbindelse med meningsmalinger som blir tatt over telefon er det kjent at man gjerne far en
overrepresentasjon av kvinner i utvalget. Vil dette kunne vare et problem, og hvordan kan man
isafall lose dette problemet?

4.8 Etterstratifisering kan brukes til & forbedre registerdata. Anta vi har en populasjon pa 1500 perso-
ner, og vi onsker & bestemme antallet som er gift. Vi har to datakilder, et register som ikke er opp-
datert og et enkelt tilfeldig utvalg pa 150 personer. I registeret er 800 registrert som gifte, mens i
utvalget fant man at 50 av de 150 for tiden er gift. Observasjonene fordeler seg som vist i tabellen

Gift ifolge register Ikke gift ifolge register

Gift i utvalg 40 10

Ikke gift i utvalg 20 80

To mulige metoder :
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1) Bruk kun utvalget, siden registeret er gammelt. Det gir et estimat pa 1/3 gifte, dvs. 500 gifte totalt.
2) Bruk kun registeret, siden utvalget er lite ( og tilsynelatende skjevt). Estimatet blir da 800.

Vi skal na se hvordan etterstratifisering (etter registerinndelingen) kombinerer registerinformasjon
med de observerte data.

(a) Beregn den etterstratifiserte estimatoren for antall gifte i populasjonen, og sammenlign med ansla-
gene ovenfor.

(b) Hvilket estimat er mest palitelig? Begrunn svaret.
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5. Ett- og flertrinnsutvalg

De typer utvalgsplaner vi har sett pa sa langt er sakalte ett-trinnsutvalg, dvs. utvalget av enheter
trekkes direkte i ett trinn. Det gjelder enkelt tilfeldig utvalg, intervalltrekking, stratifisert utvalg, og
forskjellige utvalgsplaner med en form for proporsjonal trekking (med hensyn til enhetenes storrelse).
Av gkonomiske og praktiske hensyn er det ofte nodvendig & modifisere disse utvalgsplanene. Det kan
gjores enten ved at utvalget trekkes i flere trinn eller ved at enhetene trekkes indirekte i grupper i ett
trinn. To arsaker til at man ofte ikke kan bruke direkte enhetstrekking er:

(i) Det eksisterer ikke et register over alle enhetene i populasjonen, og det vil vaeere umulig eller meget
kostbart & opprette et slikt register. Samtidig kan man muligens identifisere grupper av enheter.

(i1) Enhetene i populasjonen er spredt over et stort omrade. Direkte trekking av enhetene i utvalget vil
da resultere i et utvalg som ogsé er spredt over et stort omrade. Ved besoksundersokelser vil dette
medfore meget hoye reisekostnader.

Det finnes mange forskjellige utvalgsplaner som kan anvendes i situasjoner hvor det er umulig eller
upraktisk med direkte enhetstrekking. Vi skal konsentrere oss i dette kapitlet hovedsakelig om to
typer av slike utvalgsplaner, klyngeutvalg og to-trinnsutvalg.

I klyngetrekking grupperes populasjonen i delpopulasjoner kalt klynger. Et utvalg av klynger trekkes
og alle enhetene i de uttrukne klyngene blir med i utvalget.

Eksempel 5.1. Anta vi ensker & trekke et utvalg av elever i niende klasse for & undersoke
alkoholforbruk. Da kan man trekke et utvalg av niende-klasser og deretter dele ut sperreskjema til
alle elevene i de klassene som ble trukket ut. Her er populasjonen alle elever i niende klasse og
niende-klassene er klynger.

Ved to-trinnsutvalg grupperes igjen populasjonen i delpopulasjoner, na kalt primeere utvalgsenheter
(PUE). Trekking av enheter foregar i to trinn:

(D) Trinn 1 bestéar i a trekke et utvalg av PUE .

(II) Trinn 2: For hver PUE som er trukket ut pa trinn 1 trekkes et utvalg av enheter, n& ogsa kalt
sekundcere utvalgsenheter (SUE).

For eksempel, hvis en skal trekke et landsomfattende utvalg av personer, kan dette gjores ved at man
forst trekker et utvalg av kommuner, og deretter trekker utvalg av personer innen de uttrukne
kommunene. Dette gjores i SSB’s generelle utvalgsplan for beseksundersokelser, som beskrives i
kap.6.

I forbindelse med besoksundersokelser har ovenstidende to-trinns utvalgplan den fordel at den
reduserer innsamlingskostnadene vesentlig. Et utvalg av kommuner trekkes med sjeldne mellomrom,
f.eks. hvert tiende &r. De utvalg som skal brukes i forbindelse med besoksundersokelser trekkes
deretter innen de uttrukne kommuner. Ved & ansette en eller flere intervjuere innen de uttrukne
kommuner reduserer en det geografiske omradet en bestemt intervjuer ma dekke, og reduserer derved
reisekostnadene.

Som i tilfellet med stratifisering star planleggeren fritt nar det gjelder & velge hvorledes populasjonen
skal inndeles i PUE, og hvilke metoder som skal brukes ved trekking av PUE og deretter enheter
innen de uttrukne PUE.

Eksempel 5.2 Anta, som i eksempel 5.1, at vi ensker & trekke et utvalg av elever i niende klasse. Hvis
vi trekker et utvalg av elever fra hver klasse som ble trukket ut, er dette et eksempel pa to-trinnsutvalg
med klassene som PUE og elevene som SUE. En alternativ utvalgsplan for denne type av under-
sokelser er folgende: (a) Fra et register over alle skolene i landet trekkes forst et utvalg av skoler;
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(b) Fra hver skole i utvalget trekkes et utvalg av niende-klasser, og alle elevene i de uttrukne klassene
blir med i utvalget. Dette er et eksempel pa to-trinns klyngeutvalg med skoler som PUE og klasser
som SUE. Hvis vi isteden trekker et utvalg innen hver uttrukne klasse har vi et eksempel pa tre-
trinnsutvalg.

Vi skal se pa problemet med a estimere populasjonstotalen ¢ for en variabel y. Dette er ikke lenger
generelt ekvivalent med a estimere populasjonens gejnnomsnitt #/N siden N kan vare ukjent i denne
type undersokelser.

5.1 Klyngeutvalg

Populasjonen er inndelt i K klynger ; U, , . .., Ux . La N, vare antall enheter i klynge U, .
Klyngeutvalg trekkes né pa folgende mate :

1. Et sannsynlighetsutvalg s; av klynger trekkes. Sterrelsen pa utvalget betegnes med #; .

2. Det endelige utvalget s bestér av alle enhetene i de utvalgte klyngene.

Et eksempel pa klyngeutvalg i Statistisk sentralbyra er AKU (arbeidskraftundersekelsen) hvor en forst
trekker et utvalg familier og deretter intervuer alle familiemedlemmer.

Vi merker oss at storrelsen n pa utvalget s ikke er gitt pa forhand men er selv en tilfeldig variabel
siden n avhenger av hvilket utvalg s, som trekkes . Vi har at » er lik summen av N, for enhetene i
utvalget s, som vi kan uttrykke

n= Z N;

iesy

La 7 vere trekksannsynligheten for klynge U, . Observasjonen for hver klynge U, er da summen ¢ av
alle y-verdiene for enhetene i klyngen ;

t; = Zyk-

kEU,'
Trekksannsynlighetene for enhetene er gitt ved :

7, =7, hvis enhet k ligger i klynge U, .
Det betyr at alle y-verdier i en utvalgt klynge far samme vekt 1/z med Horvitz-Thompson

estimatoren. Den delen av totalsummen av alle (yi/m) for alle uttrukne enheter blir dermed lik #/7.
Horvitz-Thompson estimatoren, som vi na betegner med 7, , blir dermed :

. t
lg= ) —.

ies; i
Enkelt tilfeldig klyngeutvalg
Et enkelt tilfeldig utvalg pa n; klynger trekkes blant de K klyngene. Da er trekksannsynlighetene lik

m =n/K , og Horvitz-Thompson estimatoren blir lik ekspansjonsestimatoren basert pa klyngetotalene
t, iutvalgets; :
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R 1 _
tg=K-—>1t;=K-1, .
I iesy
Denne er forventningsrett siden Horvitz-Thompson estimatoren alltid er forventingsrett ( nar alle
enhetene har positive trekksannsynligheter). Variansen er gitt ved
2 0'12 K—-n,

2
O
~ K== f))

Var(K -1, )=K

> 1 K -2 - K
hvor f; =n; / K og o :Ezizl(ti_t[{) ,tK:Zl,thi/K.

. - . — 2 K-1 1
En estimator for Var(Kt, ) oppnés ved & estimere ol med 67 = T |
n; —

Y -i)*

iesy
Méten en konstruerer klyngene pa har en stor innflytelse pa variansen til estimatoren. Det gjelder a fa

o sa liten som mulig og det oppnas ved & velge klyngene mest mulig heterogene, dvs. med stor

spredning pa y-verdiene. Da vil mest mulig av den totale y-variasjonen ligge innenfor klyngene og ¢ -
verdiene blir mest mulig like. Legg merke til at det motsatte var tilfellet med en stratifisert
utvalgsplan. Vanligvis vil klyngeutvalg medfere sterre varians pa estimatoren enn enkelt tilfeldig
utvalg med ekspansjonsestimatoren, men samtidig vil kostnadene ved underseokelsen reduseres.

Eksempel 5.3. Anta vi har en populasjon pa fire husholdninger gruppert i to klynger med inntektene
200.000 og 300.000 i klynge 1, og inntektene 400.000 og 600.000 i klynge 2. En ensker a trekke et
utvalg pa 2 husholdninger for & estimere den totale inntekten ¢ ( = 1.500.000 ) ved & trekke tilfeldig
en klynge. Her er det to mulige utvalg med estimater lik verdier av 2+ for i =1,2 : 1.000.000 og
2.000.000. Variansen til estimatoren er lik = 25-10" , med SE2+t ) = 500.000
Ekspansjonsestimatoren i enkelt tilfeldig utvalg med n = 2 gir SE(7, ) = 341.565. Mer heterogene
klynger oppnar vi ved & la klynge 1 besta av husholdningene med inntektene 200.000 og 600.000. Da
blir SE(2 ;) = 100.000.

5.2 To-trinnsutvalg

Variansen til Horvitz-Thompson estimatoren i klyngeutvalg kan alltid reduseres ved & trekke ut flere
klynger. Men det kan medfere for hoye kostnader. En mate & kontrollere kostnadene pa og samtidig
oke antall utvalgte klynger er a trekke et utvalg fra hver uttrukne klynge. Klyngetotalene t; mé da

estimeres fra utvalgene. Hvis variasjonen innen klyngene er liten s& vil estimatorene 7, ha liten

varians. Klyngene kalles nd primare utvalgsenheter (PUE) og vi har to-trinnstrekking. Det vil ofte
lonne seg a bruke to-trinnsutvalg istedenfor klyngeutvalg.

Populasjonen er inndelt i K primere utvalgsenheter ; U;, ..., Uy . PUE U, bestar av N, enheter,
ogsa kalt sekundere utvalgsenheter (SUE). Den generelle to-trinn utvalgsplanen kan beskrives pa
folgende mate :

Trinn 1. Et sannsynlighetsutvalg s; av PUE trekkes. Sterrelsen pa utvalget betegnes med #; .

Trinn 2. For hver i €s, trekkes et utvalgs, avn, SUE.
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Den totale utvalgssterrelsen blir da summen av utvalgssterrelsene 7, for de utvalgene som trekkes pa
trinn 2, dvs.:

iesy

La 7 vare trekksannsynligheten for primar utvalgsenhet U, . For 2.trinnstrekking, la 7, vare den
betingede trekksannsynligheten for enhet £ i PUE U, gitt at U, er trukket ut pa forste trinn.

Trekksannsynligheten for enheten ki U, er gitt ved :
m = P(U, trekkes pa trinn 1 m enhet k trekkes pa trinn 2)
= P(U; trekkes pa trinn 1)P(enhet & trekkes pa trinn 2 | U, trekkes pa trinn 1)

= T Ty

Det betyr at y-verdiene i utvalget s, far vektene (1/77,) med Horvitz-Thompson estimatoren. Den
delen av totalsummen av alle (yi/7m), for alle uttrukne enheter, blir dermed lik

Ve _ U 5 Ve

ke Tkl 7l kes; Tkl

Horvitz-Thompson estimatoren for PUE totalen ¢, basert pa 2.trinnsutvalget s, er gitt ved

A li HT
by = Z >
ies; i
. . A tl
sammenlignet med «klynge-estimatoren» #,;, = Z— .
Ty

iesy U1

Den vanligste maten & velge trekkemetodene i trinn 1 og trinn 2 pa er & serge for at alle 7z er like,
dvs. at

T0i Thji = n/N.

Slike utvalg kalles selvveiende. Da blir Horvitz-Thompson estimatoren lik ekspansjonestimatoren.

Eksempel 5.4. Populasjonen bestar av ansatte i 4 bedrifter. Bedriftene er PUE og de ansatte er SUE.
Bedriftene 1,2,3,4 har 10,20,100 og 120 ansatte, og N = 250. Vi skal se pa tre forskjellige to-
trinnsutvalgsplaner :

e Utvalgsplan1: n=10.
Trinn 1 : Trekk en bedrift rent tilfeldig.
Trinn 2 : Enkelt tilfeldig utvalg pa 10 ansatte.
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e Utvalgsplan 2: n = 10. Selvveiende utvalg pa 10 ansatte ( alle 7 = 10/250 = 0,04) .
Trinn 1 : Velg en bedrift
Trinn 2: Enkelt tilfeldig utvalg pa 10 ansatte.

e Utvalgsplan 3 : 10% selvveiende utvalg, n =25 (alle m =25/250=0,1).

Trinn 1 : Stratifiser bedriftene i to strata, med stratum 1 = bedriftene 1,2. Fra hvert
stratum trekkes en bedrift proporsjonalt med bedriftens storrelse.

Trinn 2 : Enkelt tilfeldig utvalg fra hver valgte bedrift.

Utvalgsplan | : m = % for i = 1,234, og m, = 10/N, for ke U , slik at enhetenes
trekksannsynligheter blir

T, = % hvis enhet k er i PUE U,

4

= 1/4 for bedrift 1
= 1/8 for bedrift 2
= 1/40 for bedrift 3
= 1/48 for bedrift 4.

To-trinnsestimatoren for en variabel y blir, nar bedrift i velges pa trinn 1 :

N N, _
Ly =4) =Ly, = 4N,y .
kes,lo

Denne estimatoren virker ikke serlig rimelig.

Utvalgsplan 2 : Vi ma bestemme hvordan trekkingen skal skje pa forste trinn. Det er bestemt at 7z =

n/N og m; = 10/N, slikat =, ]lv_O = % Det betyr at 7, = N, /N ; bedriften trekkes proporsjonalt

i

med bedriftens storrelse. Estimatoren blir na lik ekspansjonsestimatoren; 7, = Ny, .

Utvalgsplan 3 : Problemet er her & bestemme utvalgssterrelsene pa trinn 2 fra hvert stratum. I oppga-
ve 5.1 skal det vises at for i = 1,2 sa er n, =3, og dermed n, = 22 for i = 3,4.

To-trinnsestimatoren er igjen lik ekspansjonsestimatoren ; hvis bedriftene 7 og j trekkes ut pa 1.trinn
kan vi uttrykke den pa felgende form :

~ 1
Lyr :N';(ZM + > V5 -

kes; kes;
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Et generelt uttrykk for Var(f,,) :

~ . Var(t.
Var(ty7) = Var[z t—’J + Z,-Iil—( r.HT) .

ies; i 7y

Den forste komponenten uttrykker usikkerheten ved at vi trekker et utvalg av PUE, og er varians-
komponenten pa trinn 1. Vi kjenner den igjen som variansen til Horvitz-Thompson estimatoren med
t;,,i€s; som observasjoner. Den méler hvor godt ¢,,i €s, kan estimere totalen 7 . Den andre

komponenten er 2.trinnsvariansen, og er et uttrykk for hvor godt vi klarer & estimere hver enkelt PUE
total # .

To-trinnstrekking vil vanligvis gi sterre varians enn tilsvarende ett-trinnstrekking med samme
trekksannsynligheter 7. Vi skal foreta noen konkrete sammenligninger i forbindelse med SSB’s
generelle utvalgsplan for besoksundersokelser. Ofte er de praktiske og ekonomiske fordelene,
imidlertid, sa store at man kan leve med den okte usikkerheten.

Oppgaver

5.1 Betrakt utvalgsplan 3 i eksempel 5.4. Vis at utvalgssterrelsene pa trinn 2 er gitt ved:

Fori=1,2:n=3
Fori=3,4:n,=22.
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6. Statistisk sentralbyras generelle utvalgsplan

Dette er en generell utvalgsplan for beseksundersokelser; bade for husholdningsundersokelser og
personundersokelser. Den brukes for folgende besoksundersekelser i Statistisk sentralbyra:

- omnibus

- helseundersokelsen

- levekarsundersokelsen
- forbruksundersokelsen
- prisinnsamling

- kultur- og medieundersokelsen .

Den generelle utvalgsplanen ble tidligere brukt ogsé ved telefon- og postale undersokelser. Na trekkes
de fleste utvalg til slike undersokelser i ett trinn. Den opprinnelige versjonen har vert i bruk siden
1975, men har gjennomgatt en del justeringer blant annet pa grunn av kommune-endringer. I 1995 ble
det foretatt en storre revidering, blant annet for & kunne gi fylkesbasert statistikk. Utvalgsplanen er en
to-trinnstrekking med et stratifisert utvalg pa trinn 1 og enkelt tilfeldig utvalg pa trinn 2. Landet er
forst delt i primare utvalgsenheter som stort sett bestar av kommuner. Disse kalles né& primere ut-
valgsomrader . De primere utvalgsomradene er deretter stratifisert etter kommunetype og storrelse.
Innen hvert stratum trekkes ett primert utvalgsomrade proporsjonalt etter storrelse ( antall innbygge-
re). Pa 2.trinn trekkes personer enkelt tilfeldig innen hvert utvalgte primaromrade. Vi skal na gi en
detaljert beskrivelse av utvalgsplanen og starter med a angi de viktigste forutsetningene:

Forutsetninger for utvalgsplanen :
(i) Utvalgsplanen skal gi grunnlag for undersokelser av varierende art .

(ii) Antall intervjuere som brukes i forbindelse med en undersokelse skal veere ca. 135.
(beregnet ut fra arlig arbeidsmengde)

(iii) Det viktigste er a kunne publisere tall for hele landet, men for storre undersokelser bor
utvalget veere slik at man gi tall for mindre geografiske omrader, spesielt fylkestall.

(iv) Utvalget skal veere selvveiende hvis det er mulig.

6.1 Valg og trekking av primzere utvalgsomrader

Okonomiske og praktiske hensyn tilsier at utvalget trekkes i to trinn. Ved konstruksjonen av de
primare utvalgsomradene (PU) pé trinn 1 var felgende momenter avgjorende:

(i) Sterrelsen pa PU samt fordelingen av intervjuobjektene(1O) pé intervjuerne er de viktigste
valg.

(i1) Ut fra ensket om minst mulig varians ber en velge mange smé PU. Ut fra et skonomisk og
praktisk synspunkt er det derimot en fordel & konsentrere intervjuerne s mye som mulig.

(iii) PU ma vaere identifiserbare i de registre som som er tilgjengelige.
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Ut fra en samlet vurdering ble det bestemt & bruke kommuner som primare utvalgsomrader. Sma
kommuner slas sammen med andre kommuner, slik at det (vanligvis) er minst 3000 personer i hver
PU. Dette for & forhindre at omradet temmes for 10 pa kort tid. Dessuten ble alle PU delt i 3 omrader.
I mindre undersekelser trekkes utvalget i tre trinn. Forst utvalgsomréade, deretter del av utvalgsomra-
det og tilslutt enhetene til undersokelsen.

Pa trinn 1 trekkes et stratifisert utvalg av to grunner :
(a) redusering av estimeringsvariansen ( ogsa kalt utvalgsvariansen)

(b) produsering av regional statistikk .

Stratifiseringen

Punkt (a) betyr at strataene ber veere mest mulig homogene. De mest brukte stratifiseringsvariablene
er innbyggerantall og geografisk beliggenhet. Stratifiseringen bestemmer de minste omrader en kan gi
tall for. En hovedgrunn for revideringen i 1995 var a kunne gi fylkestall. Hvert fylke er derfor stratifi-
sert for seg. Ut fra onsket om & redusere estimeringsvariansen sa ber en lage sd mange strata som mu-
lig, og trekke ett primaert utvalgsomrade fra hvert stratum. En ulempe ved denne formen for stratifisert
trekking er at det blir vanskelig & estimere Var(Z,, ). P4 tross av det valgte en 4 lage flest mulig strata

og trekke ett PU innen hvert stratum.

De primere utvalgsomradene ble inndelt i 109 strata. Det minste stratum omfatter 10 242 personer og
det storste 477 781. Gjennomsnittlig stratumsterrelse er 39 677 (innbyggertallene er pr. 1.1.94). Byer
med flere enn 30 000 innbyggere, samt noen fa i tillegg, er stratifisert slik at de hver for seg utgjor det
eneste PU i stratumet. Disse PU er da trukket ut med sikkerhet. Ellers, fra hvert stratum ble en PU
trukket proporsjonalt med storrelse. Det uttrukne PU skal normalt dekkes av én intervjuer. Trekkingen
av PU ble foretatt i desember 1994 for en tiarsperiode. Intervjuerne ble ansatt etter desember 1994 til
a dekke de uttrukne PU. Siden de fleste intervjuerne har ansvar for kun en PU blir reisekostnadene
kraftig redusert i forhold til direkte trekking fra hele populasjonen.

Som et eksempel pa stratifiseringen i et fylke , skal vi se pa Ostfold som er delt inn i 6 strata
(kommuner med «/» mellom er slatt sammen til en PU). Tallene i parentes er innbyggertall pr. 1.1.94
og antall intervjuere til & betjene stratumet.

Stratum 1: Fredrikstad/Hvaler (68207, 2)
Stratum 2: Sarpsborg (46 381, 2)
Stratum 3: Halden (25908, 1)
Stratum 4 : Moss (25071, 1)

Stratum 5 : Spydeberg, Askim, Rade, Rygge, Valer, Hobel (43 619, 1)
Stratum 6 : Tregstad, Eidsberg, Skiptvedt, Rakkestad, Aremark/Marker/Remskog (29 526, 1)

Strataene 1-4 bestar alle av et PU, og dermed er disse trukket ut. Fra stratum 5 ble Rygge trukket ut
med trekksannsynlighet 7z = 12189/43619 = 0,28, og fra stratum 6 ble Eidsberg trukket ut med trekk-
sannsynlighet 7, = 9156/29526 = 0,31. Rygge er nest storst (Askim har 12 826 innbyggere) og Eids-
berg er storst innenfor sine respektive strata.
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6.2 Utvalgsplanen

Trinn 1 : Innenfor hvert stratum trekkes ett primert utvalgsomrade proporsjonalt med sterrelse. Hvis
N, er det totale innbyggertallet i stratum %, og N,, er innbyggertallet for PU i i stratum /4 sa trekkes
PU i med sannsynlighet 7z = N,;/N,. Las; vare utvalget av PU. I en tidrsperiode holdes s, fast. Det
naverende utvalg av PU ble som nevnt trukket i desember 1994 hvor N, og N, er folketallene pr.
1.1.94.

Trinn 2 : For hver PU ie s; : Trekker et enkelt tilfeldig utvalg s, pa n, personer. Utvalgsstorrelsen #,
bestemmes slik at det totale utvalg pa » personer blir selvveiende.

Trekksannsynligheten pa 2.trinn er

7y = 1; /Ny,
for stratum /. Dermed has at

7 = 7y =N /Ny .
Selvveiende utvalg betyr at 7 = n/N . Det gir at

n

n
h N

i

n
o n=—N 6.1
g N 6.1)

proporsjonal med stratumsterrelsen. Det betyr at enhetene i de mindre utvalgte PU far hoyere trekk-
sannsynligheter pa 2. trinn.

Kommentar

Trinn 1 er foretatt i desember 1994. Hvis vi skal utfere en undersokelse senere, f.eks. i 1999, sa vil
innbyggertallene ha endret seg noe. I tillegg er vi vanligvis interessert i den delen av befolkningen
som er over 15 &r. Dermed blir trekksannsynlighetene pa 2. trinn noe annerledes, og bestemmelsen av
n, kan bli endret litt. Som regel vil imidlertid (6.1) vere en god nok tilnerming til & kunne brukes i

praksis. For & se det, la N 99,N 29, N 22 vare henholdsvis totalen, stratumsterrelsene og PU-

storrelsene for befolkningen av interesse i 1999. Trekksannsynlighetene pa 2. trinn blir da :

_ 99
7Z'k|l- =n; /Nh,i .

Et selvveiende utvalg betyr dermed at :

N, n N N, NI/N,,
M e S dvs. my =l N =y T [ (62)
N, N2 N N Nw N ~NPIN
99
o Ny ! Ny, .
Vanligvis sa has at — ™ 1, slik at (6.1) kan benyttes.
N7 /N

F.eks., hvis NZ? /' Nyj,; =c for alle i,h sd er for alle 4
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99 99
Ny =2 Np;=cXNy; =cNy,
i i

og dermed N? =¢N.dvs. N /N=c¢ og

n
n; = WNh .
Man kan ogsa bruke
Ny
n;=n NG (6.3)

som en tilnaerming til (6.2), siden fra (6.2)

99 99
N Nyl Ny, Ny; ! Np;
n;=n [ ] 0 ~

ON® NP N, NP /N,

Eksempel 6.1. La oss si at vi har en undersokelse hvor vi skal trekke et landsutvalg pa 5000 personer
over 15 ar (16 ar og eldre). Pr. 1.1.99 besto denne populasjonen av 3 511 082 personer. Betrakt stra-
tum 6 i Ostfold ovenfor. Pr. 1.1.99 hadde stratum 6 i alt 29 933 innbyggere. Av disse var 24 132 over
15 ar . Det uttrukne PU, Eidsberg hadde 7552 innbyggere over 15 ar pr. 1.1.99. Det totale innbyg-
gertallet i Norge 1.1.94 var 4 324 815. Vi har dermed folgende tall:

1999-undersokelsen » =3 511082 N =24132 N2 =7552

1994-tall N =4324815 N,=29 526 N =9 156

Tilnarmingen (6.1) gir:

n; = SOOOﬂ =34,136= 34.
4324815

N I Ny, 08248
N® /N 08118

n,=34,136-1,016 = 34,68 = 35,

Forholdet =1,016. Dermed blir eksakt bestemmelse lik:

mens tilneermingen (6.3) gir

n; = SOOOﬁ =34,37=34.
3511082

Siden begge valg av n, kun tilneermet gir et selvveiet utvalg, sa kan vi like godt bruke (6.1) eller (6.3)
til & bestemme utvalgssterrelsene innen hvert valgte PU.

Estimering av populasjonstotalen

Siden vi har et selvveiende utvalg blir to-trinnsestimatoren lik ekspansjonsestimatoren ;

fZT =N-y s
Her betegner s det endelige utvalget av personer. Vi skal sammenligne SSB’s utvalgsplan med den
tilsvarende selvveiende ett-trinns stratifiserte utvalgsplan, dvs. hvor det tas et enkelt tilfeldig utvalg
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fra hvert av de 109 strata. Med basis i (6.1), sa blir utvalgsstorrelsene i strataene igjen lik n; = %N -

Ogsé for ett-trinnsplanen blir estimatoren lik ekspansjonsestimatoren ; 7, = Ny

5"

Anta vi gnsker & estimere andelen p i befolkningen med et gitt kjennetegn A, for eksempel andelen
sysselsatte. Andelene er da estimert ved 7,, / N ogi, / N, dvs. ¥y, = p=andelen med kjennetegn A
i utvalget. La :

my, = antall PU i stratum 4,
p» = andel med kjennetegn A i stratum 4,
pr: = andel med kjennetegn A i PU i i stratum 4.

Anta n; / N,; er smé. Da er variansene for de to utvalgsplanene tilneermet gitt ved :

Vargeg (p) =V, +V;

hvor
1 109
v :_Zthh, hvor v, _ZNhl(ph’ Ph)
N h=1 i=1
V2:; th, hvor wy, =" Ny py; (1= pp,)-
i=1
L1 1y
VarSTRAT(p)Z— — hph(l_ph)'
n N3

Det kan vises at  V, <Vargp,r(p). Vanligvis vil imidlertid Vargg, (p)> Varg,,, (p). V1 er bidraget

fra 1.trinn-trekkingen. Den er mindre jo mindre variasjonen i andelene p,, er innen strataene, dvs. nar
strata er homogene med hensyn pa andel med kjennetegn A.

Vi kan sammenligne variansene ved a se pa designeffekten  Vargy(p)/ Vargg,(p). Som en
illustrasjon skal vi se pa estimering av andel sysselsatte for forskjellige naringer i @Ostfold nar den
totale utvalgssterrelsen for Aele landet er 12 000 (ca. 870 for Ostfold). 1 hvert tilfelle er da
populasjonen den delen av befolkningen i @sfold i den gitte nseringen.

L Neringsgruppe___________| [CIONZNNE)

1 jordbruk, skogbruk, fiske og fangst 1 ,752
2 olje og bergverk 1,018
3 industri 1,380
4 kraft og forsyning 1,184
5 bygg og anlegg 1,333
6 varehandel, hotell, restaurant 1,683
7 transport, lager, post, televerket 1,186
8 finans, forretn., m.m. 1,066
9 offentlig og privat tjenesteyting 1,860
10 | uoppgitt selvstendige 1,086
11 | uoppgitt arbeidstakere 2,439
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Tabellen illustrerer en av de to hovedegenskapene ved to-trinnstrekking :
Fordel: redusering av reiseutgifter
Ulempe : okt estimeringsvarians.

Det er viktig & danne homogene strata. Da vil den okte estimeringsvariansen, i forhold til et-trinns
stratifisert utvalg, vere liten og av mindre betydning enn kostnadsreduksjonen man oppnar med to-
trinnstrekking.

. . 1- . . A . .
Det kan vises at VarSTRAT(p)Su, som tilnermet er variansen til p under enkelt tilfeldig
n

utvalg. Statistisk sentralbyra har brukt 1,5-p(1-p)/n som et tilneermet uttrykk for Varggs (D).

Hvis man er interessert i husholdningsvariable sa kan man la utvalget besta av de husholdningene som
personene i s tilhorer. I et selvveiende utvalg av personer sa vil husholdninger av forskjellig storrelse
ha ulike trekksannsynligheter. Sannsynligheten for & trekke en husholdning med j personer er tilnaer-
met lik j(n/N). Horvitz-Thompson estimatoren kan da justeres med disse vektene.

Oppgaver

6.1 Stratum 4 i Oppland fylke bestar av folgende primere utvalgsomrader, med innbyggertall:

PU Antall innbyggere Antall innbyggere minst
pr. 1.1.94 16 ar, pr. 1.1.99
Nord-Aurdal 6601 5306
Nordre Land/Etnedal 8474 6 865
Ser-Aurdal 3550 2 738
Vestre Slidre/Vang 4296 3165
Qystre Slidre 3100 2 444
Totalt 26 021 20518

(a) Pa trinn 1 skal et PU trekkes proporsjonalt med storrelse. Beregn trekksannsynlighetene for alle
PU. ( Ved trekkingen i SSB i desember 1994 ble Nordre Land/Etnedal valgt.)

(b) Anta vi skal trekke et landsutvalg pa 10 000 personer ( alder minst 16 ar) med SSB’s utvalgsplan.
Det totale antall personer i Norge i denne befolkningen pr. 1.1.99 er 3 511 082, mens det totale
innbyggertallet var 4 324 815 pr. 1.1.94. Bestem antallet personer som skal trekkes fra Nordre
Land/ Etnedal ved (6.1), (6.2) og (6.3).

(c) Basert pa utvalgssterrelsene bestemt i punkt b), beregn trekksannsynligheten for personene i
Nordre Land/Etnedal.

(d) Anta utvalgssterrelsen innen hvert stratum er bestemt ved (6.1). Hva er trekksannsynligheten for
en person fra Qystre Slidre ?

6.2 Anta at vi en tid etter at de primare utvalgsomradene ble trukket, far en betydelig flytting innen de
enkelte strataene fra landlige primzre utvalgsomrader til de mer tettbygde.

(a) Hva vil en slik flytting bety for utvalgsundersokelsene basert pa SSB’s plan, nar (6.1) benyttes?

(b) Nevn noen praktiske problemer med & stadig gjenta trekningen av de primere utvalgsomradene.
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7. Frafall og Imputering

Den kanskje viktigste feilkilden i utvalgsundersokelser, i tillegg til utvalgsfeil, er frafall, dvs. mang-
lende opplysninger fra enkelte enheter i utvalget. Man skiller mellom enhetsfrafall og partielt frafall.
Enhetsfrafall betyr at en enhet i det planlagte utvalget uteblir fra det endelige utvalget, mens partielt
frafall betyr at en enhet gir opplysninger om noen av variablene i undersekelsen, men ikke alle. Det
storste problemet med frafall er at det kan medfere at utvalget ikke blir representativt for populasjo-
nen. Det vil dermed oppsta skjevheter i estimeringen hvis vi bruker vanlige metoder. Et eksempel er
inntektsundersokelser hvor frafallet vanligvis er storre i de hoyeste inntektsgruppene.

I alle utvalgsundersokelser av en viss sterrelse m& man regne med at vi far frafall. I de senere arene
har det vert en tendens, i person- og husholdningsundersokelser spesielt, at frafallsandelen har okt.
Det ser ut til & veere to hovedarsaker: (i) ikke & treffe: befolkningen tilbringer mindre tid hjemme og er
derfor vanskeligere & f4 tak i, og (ii) nekter: det ser ut til & veere en gkende skepsis mot slike underse-
kelser. Nar det gjelder (i) sé vil gjenbesok oke svarprosenten vesentlig.

Det er hovedsakelig tre typer av utvalgsundersokelser, telefonbaserte, postale og besoksundersokelser.
Generelt er det sjelden at frafallet er mindre enn 10%. Spesielt i postale undersekelser kan frafallet bli
stort ; det er ikke uvanlig med frafallsprosenter pa 70-80. Det er derfor viktig & trekke inn mulige
skjevheter pa grunn av frafall for & kunne foreta en realistisk statistisk analyse. Vi har i kap.4 sett et
lite eksempel pa hvordan etterstratifisering kan benyttes for a rette opp frafallsskjevheter.

7.1 Effekt av frafall

For & illustrere effekten av frafall ser vi pa personundersokelser og tenker vi oss at populasjonen er
inndelt i to strata. Det ene stratum bestar av de personene som ville svart dersom de ble trukket ut til
utvalget, og det andre stratum bestar av de personene som ikke ville svart hvis de ble trukket ut. Dette
er selvsagt en idealisert situasjon, men den kan tjene til & belyse frafallsproblemet. La N; vare stor-
relsen pad “responsstratumet” U, , og tilsvarende er Nr storrelsen pa “frafallsstratumet™ Ur. Popula-

sjonsgjennomsnittene i de respektive strata betegnes med Yy og Yy, slik at det totale populasjons-

gjennomsnittet Y (=¢/ N) er gitt ved

NpYp + NpYr
N

Y = =qp¥r +(1-q)Yr,

hvor g, = N, / N er forventet responsandel.

Anta vi trekker et enkelt tilfeldig utvalg pa » personer for & estimere Y , og at vi far svar fra n, perso-
ner, med observert gjennomsnitt lik y, . Data er da kun fra responsstratumet, men y, er ment 4 esti-

mere Y . La s, vare svarutvalget. Gitt n, sa vil s, vaere et enkelt tilfeldig utvalg fra Uy. Det betyr at

E(y,) =Yg, og estimeringsskjevheten blir dermed
E(3,) =Y =Yg =Y =Yg —qp¥p —=(1=qp)¥pr =(1=qp)(Tg = ¥p). (7.1)

Uten kjennskap til ¥ kan ikke ¥, korrigeres for denne ukjente skjevheten. Det er to mater & angripe
dette problemet pa. Enten ved noen modell-antagelser om Uy ( f..eks. at populasjonsgjennomsnittene
Y, og Y er like), eller en modell for sannsynligheten for at en person svarer som funksjon av y og

tilgjengelig registerinformasjon (responsmodellering) . Den siste tiln@rmingen er den mest vanlige, og
vi skal se et eksempel senere (eksempel 7.2).
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2
) . . _ o Np—n o .
Tilsvarende utledningen av (7.1), gitt observert n,, Var(y,)=—2 "8 T xR nar n, << Np.

n, NR_] n,

2 . . .
Her er o populasjonsvariansen i responsstratum, dvs.

] _
Ch=— > (3 -Tr).
NR iEUR

Det betyr at , ubetinget over alle mulige verdier av #, ,

2
_ 1 o
Var(y,)~ ox E(—) ~ —2&
n, qrn

siden E(n,)=qgn. For estimatorer som ikke er forventningsrette er det vanlig & benytte bruttovari-
ansen som et totalt mal pa estimeringsusikkerhet,

E(¥, -Y)’ =[E3,) - Y1 +Var(y,)

2

= = o
~ (1'61R)2(YR _YF)2 + £
qrn

Anta y er en binar variabel, dvs. y = 1 hvis enheten har et gitt kjennetegn A, og 0 ellers. Da er Yz, Yy

2
andelene med kjennetegn A, og (¥ — I7F)2 <1, slik at bruttovariansen er hoyst lik (1- qR)2 + IR
grn

Et forventet frafall pa 30% vil da maksimalt gi et tillegg pa bruttovariansen pa 9%.

Legg merke til at skjevheten er uavhengig av n, dvs. skjevheten kan ikke reduseres ved & oke n. I til-
legg har vi folgende mulige konsekvenser av frafall:

e Skjevheten oker med okende forventet frafallsandel (1-gz).

e Skjevheten oker nar forskjellen mellom respons- og frafallsgruppen, Y — Y. , oker.

e Huvis det er ingen forskjell mellom respons- og frafallsgruppen, dvs. Yp — Y= 0, s er ef-
fekten av frafall kun at forventet utvalgsstorrelse reduseres fra n til g,n . I dette tilfellet

sier vi at frafallsmekanismen er ignorerbar. Hvis man ensker en viss storrelse pa det ende-
lige svarutvalget, f.eks. ca. 1000 og vet omtrent hva g er, sa tar man et utvalg med n =
1000/ gx. For eksempel, hvis forventet responsandel er 60% sa blir n = 1000/0,6 = 1667.

e Det er vanligvis en urealistisk antagelse at Y = ¥;-, men innen mindre delpopulasjoner er

det ofte ikke urimelig & anta at svargruppen er tilnzrmet representativ for frafallsgruppen,
spesielt hvis den variabelen som brukes til & dele opp populasjonen er hayt korrelert med
y. Dette gir opphav til etterstratifisering som en metode for & rette opp frafallsskjevheten.
Man prover da a bruke registervariable ner knyttet til y som etterstratifiseringsvariable.

7.2 Estimeringsmetoder for a redusere effekten av frafall

Behandling av frafallsproblemer skjer bade ved & redusere storrelsen pa frafallet, spesielt ved gjenbe-
sok, samt a redusere effekten av frafall ved a estimere skjevheten pa grunn av frafall og korrigere de
opprinnelige estimatorene som er beregnet pa et fullstendig utvalg. Vi skal na se pa tre estimerings-
metoder som tar hensyn til frafall. Den forste er etterstratifisering.
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Etterstratifisering for frafall

Nar vi skal etterstratifisere for & rette opp frafallsskjevhet er det enskelig a stratifisere etter variable
som deler opp populasjonen i homogene grupper med hensyn til y- variabelen, hvor samtidig svaran-
delene varierer mye. La H betegne antall etterstrata, og la NV, vere antall enheter i etterstratum 4. Vi
tenker oss at hvert etterstratum er inndelt i en responsgruppe og en frafallsgruppe, og definerer:

q» = svar-andelen i etterstratum 2, h = 1, ....H
W, = andel som etterstratum % utgjor av hele populasjonen, W, = N,/N

Y, = gjennomsnitt i responsgruppen i etterstratum /

Y, ' = gjennomsnitt i frafallsgruppen i etterstratum 4.

Anta vi har et enkelt tilfeldig utvalg,og la igjen ¥, estimere Y . Skjevheten er gitt ved, fra (7.1),
E(y,)-Y =(1-q)(Yg —Yz). Ved & benytte at

_ 1 _ _ _ 1 _
Yp =—(@iMY  + oW Yo+ +q Wy Yy ) = —ZQhWthh

qr dR n
_ 1 _ _ _ 1 _
og Yr = [A=g)M Y + A=) Y py+ AL =g g Wy Y gy ] = Y (=q)W, Yy,
I-qp I=qr %
kan det vises (oppgave 7.1) at vi kan uttrykke skjevheten pa felgende form
| = = =
E(y,)-Y :q_ZthWh(Qh —qr)+ 2 (=g, (Y =Y. (7.2)
R h h

Den forste komponenten er skjevheten pa grunn av forskjellige forventede responsandeler i strataene,
og kan estimeres, mens den andre komponenten ikke kan estimeres hvis respons- og frafallsgjennom-
snittene er forskjellige (og ingen responsmodell er antatt) . Etterstratifisering kan bare estimere den
forste komponenten. Det gjelder derfor & velge etterstrata slik at mest mulig av skjevheten er i forste

komponent, dvs. slik at responsandelene varierer maksimalt samtidig med at Y., =7, “m» 1allfall tilneer-

met, i alle strata. Da vil etterstratifisering gi tilnarmet forventningsrett estimator. Generelt vil den
andre komponenten vere den gjenvarende del av skjevheten ved bruk av etterstratifisert estimator.
Legg merke til at den totale skjevheten er uavhengig av valg av etterstrata, slik at summen av de to
komponentene i (7.2) er den samme for alle mulige etterstratifiseringer. Den forste komponenten er

lik Yy — ZWhZh . La y,= y, vere observert gjennomsnitt fra etterstratum 4. En forventningsrett
h

estimator for den forste komponenten er dermed:

J_/r _ZWhJ_/h
h

og den korrigerte estimatoren blir dermed
2 _ _ _ _ 1 _
Vest =Vr =T = 230 = 2 WV = — D Ny -
h h N h
Dvs., for totalen = NY , sa blir etterstratifiseringsestimatoren
f est — z N hJ_/ h
h

som vi kjenner igjen fra kapittel 4.2.
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Eksempel 7.1. Estimering av antall husholdninger i Norge. Vi skal bruke data fra Statistisk sentralby-
ras forbruksundersgkelse i 1992. Det er et selvveiende landsutvalg pa ialt » = 1698 personer over 15
ar, etter SSB's generelle utvalgsplan fra kap. 6. Problemet er a estimere antall husholdninger av for-
skjellige storrelser : 1, 2, 3, 4, > 5, og det totale antall husholdninger. For en gitt husholdningsterrelse
Jj sé er variabelen av interesse for person i, y,= 1 hvis husholdningsterrelsen er lik j og 0 ellers. Da er
de totale antall personer i husholdninger av sterrelse j lik totalen

1YY= summen av alle y: 1 populasjonen.

Norge har et register over familier. Fra dette registeret vet vi familiestorrelsen for alle personer som
vi skal bruke til etterstratifisering. Resultatet av undersegkelsen ble :

Familie- Husholdningssterrelse Total Frafall ~ Frafalls-
storrelse prosent
1 2 3 4 >5

1 83 48 20 9 2 162 153 48,6

2 9 177 37 4 3 230 160 41,0

3 10 25 131 40 6 212 91 30,0

4 2 13 37 231 17 300 123 29,1

>5 1 4 4 17 181 207 60 22,5

Total 105 267 229 301 209 1111 587 34,6

For eksempel, tallet 48 i celle (/,2) betyr at av 162 personer i svarutvalget som i folge registeret var
aleneboende, tilhorte faktisk 48 personer en to-person husholdning. De fleste av disse var antagelig
samboere uten a vare gift.

Vi har 5 etterstrata etter familiestorrelse, og frafallsandelene er sterkt synkende nér familiene blir
storre. Det vil veere fordelaktig & etterstratifisere etter familiestorrelse, ogsé fordi familie- og hushold-
ningstorrelse er hoyt korrelerte. La oss, imidlertid, forst betrakte ekspansjonsestimatoren for antall
husholdninger H, av sterrelse j. La NV vare antall personer i befolkningen, », antall personer i svarut-
valget med husholdningssterrelse j, og n, antall personer i svarutvalget. Andel personer i utvalget med
husholdningssterrelse j er n/ n, (= y,, gjennomsnittet av indikatorvariabelen i svarutvalget) slik at

aq n;
antall personer i befolkningen med husholdningssterrelse j da blir estimert til te(] )= N—L . Dermed

n,

blir estimatoren for H,, antall husholdninger med storrelse j, lik

A n;
D=_N-L.
nr

~. | =

Pr. 1.1.93, N =4.131.874 sa f.eks. HV = 4131 874% =390501 . Dette tallet underestimerer antall
en-person husholdninger kraftig, siden frafallsprosenten blant en-person familier, og dermed hoyst
sannsynlig blant en-person husholdninger er mye storre enn for de andre familiestorrelsene. La oss se
pa etterstratifiseringsestimatoren for antall en-person husholdninger spesielt og H, generelt. La N,
veere antall personer i Norge med familiestorrelse &, £ = 1, 2, 3, 4, > 5. Vi har N| = 793.869, N, =
816.880, N3 =784.581, Ny = 1.066.016, N>5 = 670.528. Med n, lik antall personer i svarutvalget med
familiesterrelse k£ og husholdningssterrelse j, og m, lik antall personer i svarutvalget med familiestor-
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relse k s& blir observert andel personer med husholdningsterrelse j i etterstratum k lik y; =ny; / my

slik at etterstratifiseringsestimatoren for H; er gitt ved

est
k

A~ 1 nk-
HY) == N, .
J & m

Antall en-person husholdninger estimeres da til :

AD 793869 5 1+ 8168802 + 784581 0 + 10660162 + 670528 — 486 055.
162 230 212 300 207

est
Dette er en okning i estimatet pa ca. 25%. Fremdeles féar vi, imidlertid, underestimering . Det viser
seg, ved en narmere analyse basert pa responsmodellering, at frafall har mer sammenheng med fak-
tisk husholdningssterrelse enn familiestorrelse. Basert pa en responsmodell som antar at sannsynlig-
heten for respons avhenger av husholdningssterrelse og bosted ( by eller land) blir estimatet av antall
en-person husholdninger lik 595.400 som, heyst sannsynlig, er ganske nar det faktiske antallet. For
eksempel, en kvalitetsundersgkelse av folketellingen fra 1990 ga et estimat pa 626.000.

Folgende tabell viser de andre estimatene ved ekspansjonestimatoren og etterstratifiseringsestimato-
ren, til nermeste 1000. Vi har ogsa inkludert estimatene basert pa responsmodellen.

Tabell 7.1

Husholdningsterrelse ~ Ekspansjonsestimator  Etterstratifisert estimator Modellbasert estimator

1 391.000 486.000 595.000
2 496.000 508.000 526.000
3 284.000 286.000 249.000
4 280.000 271.000 269.000
>5 148.000 131.000 126.000
Totalt 1.599.000 1.682.000 1.765.000
Justeringsceller

Hvis variablene som brukes til etterstratifisering er slik at stratasterrelsene N, er ukjente sa kan man
bruke en lignende estimator safremt storrelsene n, pa etterstrata i det planlagte utvalget s er kjente.
Man kan da bruke N-(n,/n) som anslag pa N,, og far estimatoren

~ ny _
tvc = Nz_yh :
h n

Dette kalles den veiede celle-estimatoren. La ¢, vare observert svarandel i stratum 4. Vektene til y-

verdiene i utvalget fra stratum 4 er lik 1/(n§),), slik at sammenlignet med 7, = Ny, , justerer #,. vek-
tene etter hvilket stratum observasjonene kommer fra (fra 1/, til (1/(ngq,)), og strataene kalles derfor

i denne sammenhengen for justeringsceller. Veiing av observasjonene etter justeringsceller er en av
de mest vanlige metoder for & korrigere for frafall.
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En metode basert pa ett gjenbesok

En direkte, enkel bruk av ett gjenbesok er & betrakte data fra gjenbesoket som representativt for fra-
fallsgruppen. Anta vi har enkelt tilfeldig utvalg . La y, vare observert gjennomsnitt ved forste besok,

og ¥y, gjennomsnittet fra de enhetene som svarer pa det andre besoket. Vi kan da betrakte y, som et
estimat for gjennomsnittet i hele frafallsgruppen i utvalget. La n,, ny vare antall observasjoner pa
forste og andre besek. Da vil (n—n; —n, )y, estimere totalen i utvalgets frafallsgruppe og estimato-

ren for Y blir dermed, med p =n, /n (svarandelen pa forste besok),

myy+my, +(n—ny—ny)y,
n

y*= = +(0-pyy . (7.3)
Vanligvis vil ikke gjenbesoket vare representativt for frafall, men denne estimatoren vil antagelig
vere noe bedre enn det totale gjennomsnittet fra de to besokene siden enhetene fra gjenbesoket for-
ventes & vere mer lik frafallsgruppen enn enhetene fra forste besok.

7.3 Imputering

I tillegg til skjevhetsproblemer, skaper frafall problemer med standard statistiske analyser, selv om
frafallet skjer tilfeldig. En generell metode for a rette opp eventuelle skjevheter, og samtidig en hjelp
til & benytte standard statistiske metoder, er & fylle inn for manglende data ved & predikere de savnede
verdiene, bade for partielt frafall og enhetsfrafall. Dette kalles imputering og er mye brukt i Statistisk
sentralbyras undersokelser.

Illustrasjon. Anta vi har en undersokelse med fire variable y1, y2, ¥3, ¥4 og registervariable x. Popula-
jonsstorrelsen er N =10 , og planlagt utvalgssterrelse er lik » = 5, med resultat av trekkingen lik s =
{2,3,6,8,9}. Det viste seg at enhet 9 ikke ble med i utvalget. Dessuten ble det partielt frafall for enhe-
tene 3 og 6 med hensyn til y3 og (32, 3) henholdsvis. Vi kan representere data som en ufullstendig
matrise , hvor r indikerer respons/frafall for de fire variablene.

Data
X r observerte
y-variable
X2 1 1T 1 y21 Y2 Y23 Y
X3 1 0 1 yii oy - Y
s X6 0 0 1 yer - - Yes
X3 1 1 1 81 Y82 V83 Va4
xx 0 0 0 0 S o
X|
X4
utenfor s X5
X7
X10

Imputering betyr na & fylle inn de tomme cellene i datamatrisen for (y1, y2, ¥3, ya) 1 hele utvalget s.
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La oss si litt om bruk av ordet "imputere". Det star ikke nevnt i norske ordbeker, men kan vel betrak-
tes som det motsatte av "amputere". Pa engelsk, fra Webster dictionary leser vi - impute: ascribe (leg-
ge til, tilskrive), attribute. I Kunnskapsforlagets engelsk-norsk ordbok - imputation : beskyldning, og
impute: tilskrive en noe, legge en noe til last, om noe klanderverdig. For var bruk av ordet er vel "til-
skrive" nermest. Det som faktisk gjores er & estimere eller egentlig predikere de ukjente verdiene i
frafallsgruppen. Statistisk sett er derfor imputering en spesiell form for prediksjon.

Vi skal na betrakte imputering for én variabel y. Det kan vare forskjellige formal med imputering:
1. Estimater som justerer for mulig frafallsskjevhet

2. Estimert varians av estimator som reflekterer redusert utvalgsstorrelse og frafall-
seffekt

3. Produsere komplette data som tillater standard statistisk analyse ( eksempelvis,
data for offentlig bruk)

4. Vise analysens folsomhet overfor forskjellige modeller for frafall.

Nar det gjelder punktene 2 og 3 er det viktig at imputeringsverdiene gjenspeiler variasjonen man kan
forvente i frafallsgruppen, i tillegg til en eventuell skjevhet pa grunn av frafall. La oss forst, imidler-
tid, se pa punkt 1. Dette problemet har vi angrepet tidligere ved etterstratifisering eller justeringscel-
ler, og en estimator basert pa gjenbesok.

Imputeringsbasert estimering

Problemet er 4 estimere populasjonstotalen #. Anta / er den valgte estimator basert pa hele utvalget s,
feks. / = Ny,.La f, vare { basert pa svarutvalget s,, for y. Som vi har sett i kapitlene 7.1 og 7.2 sa

vil 7, vare skjev hvis frafallet har sammenheng med underliggende y-verdi. Med imputeringsverdier

fyllt inn i frafallsgruppen far vi et konstruert fullstendig utvalg. Imputeringsestimatoren i, er da i

basert pa det konstruerte fullstendige utvalget. Den mest fruktbare maten & imputere pa er ved bruk av
responsmodellering, og vanligvis populasjonsmodellering. Responsmodellen kan veare spekulativ og
man ber foreta gjenbesok for & sjekke om modellen er realistisk. Et eksempel er & anta at verdiene
bade i svar- og i frafallsgruppen folger en regresjonsmodell mot visse variable som er observert i fra-
fallsgruppen. Imputerte verdier kan da vere predikerte verdier fra den tilpassede regresjonsmodellen.
Modellering av populasjonen har vi ikke veert inne pa for, men er et vanlig utgangspunkt i moderne
utvalgsteori. Det betyr at vi betrakter hele populasjonsvektoren y = (yy,...,»¥,) som verdier av sto-
kastiske variable, og gjeor analysen gitt det utvalget vi faktisk far. La imputeringsverdiene i utvalgets
frafallsgruppe betegnes med y;. To vanlige typer av imputeringsteknikker under en slik modelle-

ringsramme er :

(i) y; = estimert forventet verdi for y gitt frafall , f.eks. predikerte verdier fra regre-
sjonsmodell.

(i) y; trekkes tilfeldig fra estimert fordeling for y gitt frafall.

Vi skal na, med et enkelt eksempel uten bruk av populasjonsmodell, illustrere hvordan responsmo-
dellering og imputering kan brukes til & rette opp frafallsskjevhet.

Eksempel 7.2. Variabelen av interesse er bingr, y, = 1 hvis person er sysselsatt og 0 ellers. Respons-
modellen antar at responsandelen blant de sysselsatte er dobbelt s& stor som blant ikke-sysselsatte.
Ved & innfore responsvariabelen R, for i’te enhet; R, = 1 hvis svar og 0 hvis frafall, s kan denne
modellen formuleres som en betinget sannsynlighet for respons-variabelen gitt sysselsetting-status:
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w hvisy;, =0

P(R, =1|y,) =
(R, =1y;) {whvisyizl

Her er i en ukjent modellparameter. La oss si at det planlagte utvalget har » = 80, og at vi far svar fra
40 personer hvorav 30 personer viste seg a vare sysselsatte. Hvordan skal vi da estimere andel syssel-
satte i befolkningen? I svarutvalget vil det veere en overrepresentasjon av sysselsatte, siden en storre
del av disse vil svare enn blant de ikke-sysselsatte. Den observerte andelen, y, = 30/40 = 0,75, ove-

restimerer dermed populasjonsandelen. Men spersmaélet er na hvor mye ned estimatet 0,75 bor senkes.
Dette loser vi ved & imputere et antall sysselsatte, z, i frafallsgruppen, basert p& responsmodellen.

Dvs., z av frafallsenhetene far imputeringsverdien y; = 1, mens resten far imputeringsverdi 0. P4
bakgrunn av responsmodellen vil vi forvente at
30 ) 10
30+ z 10+ (40—2)

Dvs. vi bestemmer z slik at responsandelen blant de sysselsatte i utvalget er det dobbelte av re-
sponsandelen blant ikke-sysselsatte. Dette gir :

30(50-z) =20(30+z) dvs. 1500 - 30z = 600 + 20z, og dermed
50z =900 dvs. z=900/50 = 18.
Vi ser na at responsandelen blant de sysselsatte er estimert til 30/48 = 0,625, mens responsandelen

blant ikke-sysselsatte blir estimert lik 10/32 = 0,3125, dvs., responsparameteren er estimert til
w=03125.

For estimering av andel sysselsatte i hele populasjonen sa bruker vi nd andelen i det kompletterte
utvalget som har imputert 18 sysselsatte i frafallsgruppen :

Vo1 =48/80=0,60;
vi har redusert andelestimatet fra 75% til 60%.

La f= 1- n/n vere observert frafallsandel Det kan vises at generelt vil antall sysselsatte imputert i
frafallsgruppen vare lik:

— S -3
n-n,—n.(1-y,) R (I-y.)
— r’or —
n—n, +(n—n)1-7,) 1+(1-7,)

(n—n,)7,

_ _ _ L _
med y ., =y, /(2-y,) (<y,)og l//=5-7r(2—yr)-

Imputering for standard statistisk analyse

Vi betrakter, for enkelthets skyld, det tilfellet at frafallet er rent tilfeldig. Hvis vi ikke har noen kjent
registerinformasjon knyttet til alle enhetene , s vil imputeringsteknikk (i) bety at y; =¥, , sikalt

middel imputering og (ii) at y; trekkes tilfeldig blant de observerte y-verdiene, med tilbakelegging.

Den siste metoden kalles hot-deck imputering, og er, i forskjellige versjoner, mye brukt i Statistisk
sentralbyra og i de fleste lands offisielle statistiske byrader. Med registerinformasjon tilgjengelig er det
vanlig & bruke hot-deck imputering innenfor etterstrata. Vi skal na illustrere disse to metodene ved
enkelt tilfeldig utvalg. Vi vil se at den forste metoden, ikke uventet, er ubrukelig hvis formalet ogsé er
a gi komplette datasett som skal gjenspeile forventet variasjon i frafallsgruppen.
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Betrakt estimering av ¥ = #/N. La y vare, som for, gjennomsnittet hvis hele utvalget s oberveres, og

la o° = LZ (y; - )73)2 . For store n, N-n er standard 95% konfidensintervall :

ies
KI: y, 1966,/ - L.

La y, ,67 vere lik Vs ,67% basert pé det konstruerte fullstendige utvalget med observerte og impu-

terte verdier. Med frafall blir dermed standard konfidensintervall basert pa det komplette utvalget:

KI*: y7 £1966, /1 - L.

For middel imputering og hot-deck imputering har vi folgende konfidensnivaer for KI*:

Frafallsandel Middel imputering ~ Hot-deck impute-

ring

0 0,95 0,95
0,1 0,922 0,925
0,2 0,883 0,896
0,3 0,830 0,864
0,4 0,760 0,826
0,5 0,673 0,785

Som ventet fungerer ikke middel imputering. Med denne imputeringsteknikken s blir y; =y, , det
observerte gjennomsnittet, som er forventningsrett, dvs., ingen frafallsskjevhet i estimatoren. Imidler-
2

r

RN n.—1 . A
tid, af :r—arz, hvor o

0 er 6% basert pa svarutvalget. Siden &3 er forventningsrett estimator
17—

2

for populasjonsvariansen o, ser vi at &2 underestimerer o . 1 tillegg,

1

s 1 2,1 1
Var =0l (—-—)>0 (—-—),
(¥s) (n N) (n N)

p
dvs, vi har "feil" formel for standardfeilen 1 konfidensintervallet . Det er altsa to arsaker til at konfi-
densintervallet basert pa det kompletterte utvalget blir for kort . Den ene er at &, underestimerer &
med faktoren \/m , og den andre arsaken er at KI* "later som" om utvalgssterrelsen er » nér den
egentlig er n,.

Poenget med hot-deck imputeringen er & prove & unngé underestimeringen av variansen, dvs. av varia-

sjonen i frafallsgruppen. Selv om denne imputeringsmetoden gir bedre konfidensnivaer sa er den ikke
tilfredsstillende, ogsé her blir KI* for kort. Det kan vises at gitt de observerte data i s, , s& vil

E(y;)=y,, ogE (6'3) ~ 6',2 , slik at estimeringen er forventningsrett og variansestimatet er o.k. Pro-

blemet er, imidlertid, at ogsa her vil Var(y;) > o? (L — %) .
n

Et korrekt 95% konfidensintervall basert pa (, ,5,) med hot-deck imputering kan utledes og er gitt
ved
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£1965. [L -+ (1= L),
r n (s

men poenget er at man ikke kan foreta "vanlig" statistisk analyse pa data-materiale som inneholder
imputerte verdier, selv om de imputerte verdiene har samme varians som data. Det som mangler er et
mal pa usikkerheten i selve de imputerte verdier som estimater for de sanne verdiene i frafallsgruppen.
Med multippel imputering er det mulig & inkludere et slikt mal for imputeringsusikkerheten, og samti-
dig kombinere standard analyser.

Multippel imputering betyr at for hver enhet i frafallsgruppen imputeres flere verdier. La m vare an-
tall imputerte verdier for hver enhet. Vi far da m konstruerte fullstendige utvalg. Anta vi foretar m hot-
deck imputeringer, dvs. vi trekker m verdier for hver enhet i frafallsgruppen, fra de observerte data
med tilbakelegging.

Vi har na m standard analyser med gjennomsnitt og variansestimatene )7:: (D), 6'3 (@), fori=1,...m,

som vi kan kombinere. La y;, o’ vare gjennomsnittene. Et "direkte" standard konfidensintervall er

y. +1,960, 1-L1.

Det viser seg at det fremdeles er for kort, ogsa nar m > 1. Uttrykket o, %—% maler variasjonen

bare innen data-settene. I tillegg er det, som nevnt foran, nedvendig 4 ta med et mal pa variasjonen
mellom data-settene for a fa4 med usikkerheten pa grunn av imputeringen. Det er gitt ved :

= Z (Vs ()= ¥5)
Et forslag til kombinasjon av de m komplette data-settene for estimering av Var(i* ), av D. Rubin :
Vo=c2-Dyra+DB,
n N m

med tilherende 95% konfidensintervall :

v 1,96V, .

Ogsé dette intervallet er litt for kort som felgende tabell over konfidensnivéer viser, men det er en
sterk forbedring fra vanlig hot-deck basert intervall (m = 1) til m = 2.

Frafallsandel m=1 m=2 m=oo
0 0,95 0,95 0,95

0,1 0,925 0,949 0,949

0,2 0,896 0,946 0,945

0,3 0,864 0,940 0,939

0,4 0,826 0,930 0,927

0,5 0,785 0,916 0,910

Rubin's kombinasjon krever egentlig en spesiell modellbasert imputering for & kunne gi korrekt konfi-
densnivd, men vi ser den fungerer bra ogsa med hot-deck imputering for moderate frafallsandeler.

Det er mulig 4 justere selve kombinasjonsestimatet for Var(y, ) slik at konfidensnivéet blir korrekt.
Det oppnas ved a benytte, istedenfor V., ,
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1
I-f

hvor fer frafallsandelen i utvalget. (Vist av Tonje Braaten i sin cand.scient. oppgave ved Universite-
tet i Tromse, 1999).

oo 1 1 1
V*:a*z —— )+ +—)B,,
(n N) ( m)

Oppgaver

7.1* Betrakt etterstratifisering for frafall i kap. 7.2.
1

B - _
(a) Visat Y =— > q, WY, og Vp = (=g )W, Yy, .
ar p l—qr 5

(b) Vis skjevhetssuttrykket (7.2).

7.2 Kontrollberegn estimatene for H», Hz, Hs, H>5 1 tabell 7.1, basert pa ekspansjonsestimatoren og

etterstratifisert estimator. For H>5 deler vi med j = 5,25 som et estimat pa gjennomsnittlig hus-
holdningssterrelse for husholdninger pa 5 eller flere personer. (Antall familier med 5 eller flere
personer er 127.653 og har ialt 670.528 personer som gir en gjennomsnittlig familiestorrelse pa
5,25))

7.3 Anta vi tar ett gjenbesok. Vi skal betrakte . og y", gitt ved (7.3) i kap. 7.2, som imputeringsba-

serte estimatorer for ¥ . La ¥, vaere basisestimatoren.
(a) Hvilke imputeringsverdier gir at imputeringsestimatoren y, =y, ?

(b) Hvilke imputeringsverdier gir at imputeringsestimatoren ¥, =y" = py; + (1— p)y,?

7.4* Ved hot-deck imputering trekkes de imputerte verdiene y; tilfeldig fra de n, observerte y-

verdiene, med tilbakelegging. Dvs. at hver observert y har sannsynlighet (1/n,) for a trekkes ut som
imputert verdi. Vis at, gitf data i svarutvalget s, , sa er

EGH) = Sy =7, ogVar(y)) =3 (v - 7,07

r kes, r kes,

7.5 Vi skal se pa Valgundersokelsen utfert av Statistisk sentralbyra i 1993. Det ble, bl.a., stilt spers-
mél om de intervjuede personene stemte ved Stortingsvalgene i 1993 og 1989. I 1993 var det
3.259.957 stemmeberettigede i Norge. Det ble tatt et utvalg pa 3000 personer etter SSB's utvalgs-
plan, og foretatt ialt 11 gjenbesok. Vi skal bruke data etter to gjenbeseok. Da hadde ialt 1403 perso-
ner svart.

(a) Blant de 1403 personene hadde 1190 stemt ved Stortingsvalget i 1993. Hvis det antas at utvalget er
et rent tilfeldig utvalg og frafallet ogsa er tilfeldig, utled et estimat og et 95% konfidensintervall
for stemmeandelen i 1993.
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(b) Den sanne stemmeandelen i 1993 var 0,755. Sammenlign med estimatet og konfidens-intervallet i
punkt (a). Hva kan du si om antagelsene som ble gjort i punkt (a) ?

For & preve & rette opp noe av skjevheten med estimeringen i punkt (a) skal vi etterstratifisere etter
valgdeltakelse i 1989. Vi deler inn i tre etterstrata:

Stratum 1: De som deltok i valget i 1989, antall Ny =2.510.669
Stratum 2: De som ikke deltok i valget 1989, antall N, = 508.288
Stratum 3 : Nye velgere i 1993, antall N3 =241.000.

De 1403 personene i svarutvalget fordelte seg slik pa disse etterstrata: Variabelen y indikerer om de
stemte 1 1993 (y = 1) eller ikke (y = 0).

Stratum 1 2 3

y 0 1 0 1 0 1
antall 132 1060 58 57 23 73
totalt 1192 115 96

(c) Finn etterstratifiseringsestimatet for andelen som stemte i 1993, og sammenlign med estimatet i
punkt (a) og den sanne verdien 0,759. Kommentér.

(d) Etterstratifisering kan betraktes som en imputeringsbasert estimator. Hva er i dette tilfellet basi-
sestimatoren (den valgte estimatoren basert pa hele utvalget), og hvordan er imputeringen foretatt.

(e) Under hvilken forutsetning vil etterstratifiseringsestimatoren vere forventningsrett. Vurdér om det
gjelder i denne situasjonen, og eventuell angrepsmate hvis det ikke holder.

7.6 Vi skal estimere gjennomsnittslenn i en stor befolkning og beslutter a ta et enkelt tilfeldig utvalg
pa n =10 personer. Det viser seg at kun 6 personer svarte, med folgende arslenner (i tusen): 300,
260, 310, 250, 190, 230. Vi antar at frafallet er rent tilfeldig. To sett av hot-deck imputeringer ble
foretatt med folgende resultat:

Hot-deck 1 : 190, 260, 190, 230
Hot-deck 2 : 310, 190, 260, 230.

(a) Beregn standard 95% konfidensintervall for befolkningens gjennomsnittslenn, basert pa konstru-
erte fullstendige utvalg med imputeringsverdiene fra hot-deck 1.

(b) Beregn standard 95% konfidensintervall for befolkningens gjennomsnittslenn, basert pa konstru-
erte fullstendige utvalg med imputeringsverdiene fra hot-deck 2.

(c) Beregn standard 95% konfidensintervall for befolkningens gjennomsnittslenn, basert pa svarutval-
get.

(d) Bruk multippel imputering til & kombinere standardintervallene i punktene a) og b), bade ved Ru-
bin's kombinasjon og modifiseringen av denne. Sammenlign med de tre intervallene i punktene
foran.
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Appendiks A
1. Sannsynlighetsteori

Formélet med & samle inn data er & trekke konklusjoner om den sterre populasjonen som data er
observert fra. Fundamentet for & kunne gjore dette er sannsynlighetsteorien , som er en teori om
mekanismen som generer data. [ utvalgsundersokelser er det trekking av utvalget som generer data.

Sannsynlighetsteori er det matematiske verktoy vi trenger for & utfore statistisk analyse pa vare data,
dvs. statistisk inferens.

Sannsynlighet er et mal pa hvor usikkert det er at en spesiell begivenhet skal inntreffe, f.eks. at en gitt
enhet i i populasjonen skal trekkes til utvalget.

Generelt kan man si at sannsynlighetsteori dreier seg om forsek eller aktiviteter hvor man ikke kan
forutsi pa forhand hva resultatet skal bli.

Disse aktivitetene skal vi kalle «stokastiske forsek». Dvs.:

Stokastiske forsok: En prosess eller aktivitet som har minst to mulige utfall.
e Eksempel. Trekking av et enkelt tilfeldig utvalg pa n enheter fra en populasjon pa N enheter.
e Eksempel. Maling av ozonlaget over Tromse.
For & illustrere begreper i sannsynlighetsteorien sa skal vi se pa noen enklere eksempler .
Eksempel 1.1 : Stokastisk forsek : Kast med en terning.

Eksempel 1.2 : Stokastisk forsek : Trekke et enkelt tilfeldig utvalg pa 2 personer fra en populasjon pa
4 personer, U = {1,2,3,4}.

Eksempel 1.3 : Stokastisk forsek : Trekke 2 personer tilfeldig med tilbakelegging fra populasjonen i
eksempel 1.2 . Dvs. Vi trekker en og en person etter hverandre. En person som er trukket «legges
tilbake» i populasjonen og kan trekkes pa nytt.

Eksempel 1.4 : Stokastisk forsek : Trekke en kule fra en urne med to rede og tre hvite kuler.

Eksempel 1.5 : Stokastisk forsek: Trekke ut 10 personer i Sagene bydel (Oslo) til forbruks-
undersgkelsen 1995, og notere antall personer det er tilsammen i de husholdningene disse tilhorer.

Sannsynlighetsteori dreier seg om utfall av stokastiske forsek. For vi kommer til selve
sannsynlighetsbegrepet trenger vi & innfere en del andre begreper (illustrert med eksemplene ovenfor).

1. Utfall : En mulig verdi av et stokastisk forsek. Et stokastisk forsek vil resultere i ett og bare ett
utfall, noen ganger kalt enkeltutfall.

2. Utfallsrom S (sample space) : Samlingen av alle mulige utfall .

Eks. 1.1: § = {1,2,3,4,5,6}
Eks. 1.2 : § = alle mulige utvalg pa 2 forskjellige personer, dvs. § ={(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}

Eks. 1.3: § = alle mulige utvalg pa 2, dvs.
S={(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4).,(3,3),(3,4),(4.4)}..

Eks. 1.4:S={R1,R2,H1,H2,H3}, der de rede og hvite kulene er nummererte.

Eks. 1.5:8={10,11,12,...N} hvor N er antall innbyggere i Sagene bydel.
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3. Begivenheter. En begivenhet A er en samling av mulige utfall, vanligvis karakterisert ved en felles
egenskap. Dvs., A er en delmengde av S. Vi sier at A inntreffer hvis et av de mulige utfall i A er
resultatet av det stokastiske forseket. Vi bruker store bokstaver A,B,C, ... for a betegne begivenheter.
Illustrasjoner :

Eks. 1.1: A= {like tall} = {2,4,6}.

Eks. 1.2 : A= {Enhet 2 er med i utvalget} = {(1,2),(2,3),(2,4)}

Eks. 1.3: A = {Enhet 2 er med i utvalget} = {(1,2),(2,2),(2,3),(2,4)}
Eks. 1.4: A= {Kulenerrod } = { R1,R2}

Eks. 1.5 : A = { Det totale antall personer i de uttrukne husholdningene ligger mellom 15 og 20} =
{15,16,17,18,19,20}.

Begrepet sannsynlighet

Sannsynligheten til en begivenhet A , betegnet med P(A), skal angi sjansen for at A inntreffer. Vi skal
definere P(A) og utlede en teori basert pa rimelige egenskaper (kalt aksiomer) ved & tenke oss at det
stokastiske forsgket kan gjentas mange ganger.

LaS={er, ..., e} bestd av k (enkelt)utfall. A er en begivenhet. Anta forsoket gjentas n ganger, og la
m(A) vere antall ganger A inntreffer i lopet av disse » forsekene. Andel (dvs. relativ antall ) ganger A
inntreffer blir da

m(A)=m(A)/n.

P(A) defineres som grenseverdien til r,(A) nar » gar mot uendelig. Det er umulig & bruke denne
definisjonen til & beregne P(A), men den kan brukes til & stille opp aksiomer og utlede regneregler
som kan brukes til & beregne sannsynligheter for kompliserte begivenheter.

Tilsvarende for enkeltutfallene : La m(e;) vaere antall ganger e; er utfallet av de n forsekene. Da er
P(e;) grenseverdien til r,(e;) = m(e;)/n .

Eksempel. Kast med mynt. Nar vi sier at P(Kron) =1/2 s mener vi at i gjentatte forsek s& vil Kron
inntreffe i 50% av kastene i det lange lop.

Egenskaper til P(e;)
Andel ganger hver e; inntreffer , r,(e;), har folgende egenskaper :

()0 <ry(e) <1 for alle i.
@A) =m(A)n = D mle;)/n= Y r,(e)
e eA e ed
BGIra($) =1
(Betegnelsen e; € A betyr alle utfall i A).

Fra (1)-(3) ses at P(A) har felgende egenskaper :

(A1) 0<P(e) <1
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(A2) P(A)= D P(e;)

] eA

(A3) PS)= 1 Ple)) = 1

Den viktigste av disse er (A2) : P(A) er summen av P(g;) for alle utfall e; i A.
Et viktig spesialtilfelle :

Den uniforme sannsynlighetsmodellen: Anta alle utfall i § er like sannsynlige : P(e;) = 1/k.
Da blir P(A) = m/k hvor m er antall utfall i A.

Eks. 1.1 : Kaster en terning . § = {1,2,3,4,5,6}, alle 6 utfall er like sannsynlige. A = {like tall} =
{2,4,6}.P(A)=3/6=0,5.

Eks. 1.2 : Trekker et enkelt tilfeldig utvalg pa 2 personer fra en populasjon pa 4 personer, U =
{1,23.4}. § = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3.4)}. Et enkelt tilfeldig utvalg betyr at alle utvalg av
storrelse 2 er like sannsynlige, dvs. alle 6 utfall i S er like sannsynlige. A = {Enhet 2 er med i
utvalget} = {(1,2),(2,3),(2,4)}, og P(A)=3/6=10,5 .

Eks. 1.3 : Trekker 2 personer tilfeldig med tilbakelegging fra populasjonen i eksempel 1.2 . S =
{(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(2,2),(2,3),(2,4),(3,3),(3,4),(4,4)}, men disse utfallene er ikke like sannsynlige.
For & fa til det sa ma vi ta hensyn til hvilken rekkefolge personene ble valgt. La S* vare
utfallsrommet for disse utfallene. Dvs. la et utfall vaere (i,j) hvor i er den forste enheten som blir
trukket og j er den andre enheten. Da bestar S* av alle mulige kombinasjoner av (i,j), 16 ialt. Disse
utfallene er like sannsynlige. Begivenheten A = {Enhet 2 er med i utvalget} blir na {(1,2),(2,1),
(2,2),(2,3),(3,2),(2,4),(4,2)} og dermed P(A)=7/16=0,4375 .

Eks. 1.4 : Trekker en kule fra en urne med to rade og tre hvite kuler. S = { R1,R2,H1,H2,H3}, der de
rode og hvite kulene er nummererte, og alle 5 utfall er like sannsynlige. A = { Kulen er rod } =
{R1,R2} og P(A)=2/5=10,4.

Eksempel 1.6 : En student blir gitt 4 utsagn som er sanne eller usanne. Anta studenten gjetter svaret.
Se pa begivenhetene A = {minst ett riktig svar} og B = {3 eller 4 riktige svar}. La for et gitt utsagn R
bety riktig svar og G galt svar. Utfallsrommet S bestar da av alle sekvenser av R, G. lalt k =16 utfall
(16 = 2.2-2.2). Alle utfall er like sannsynlige. Det eneste utfall som ikke er i A er GGGG, og dermed
P(A) =15/16 = 0,9375. B bestar av enkeltutfallene RRRG,RRGR,RGRR,GRRR, og RRRR, svarende
til utsagn 1,2,3.4. Antall utfall i B er 5 og dermed : P(B) = 5/16 = 0,3125. Hvis det ikke spiller noen
rolle hvilke utsagn som er korrekte s& kunne man beskrive resultatet av forseket som antall riktige
svar : § = {0,1,2,3,4}. Legg merke til at disse utfallene er ikke like sannsynlige. Vi har folgende
verdier ( se oppgave Al) : P(0) = 1/16, P(1) =4/16, P(2) = 6/16, P(3) = 4/16, P(4) = 1/16.

Regneregler for kombinasjoner av begivenheter

Anta vi har to begivenheter A,B og vi er interessert i & finne sannsynligheten for at A eller B eller
begge to inntreffer. Denne kombinasjonen av A og B betegnes med AUB og kalles unionen av A og
B. AUB bestar av utfall som er med i A eller B eller begge. Vi kan ogsa si at AUB er begivenheten at
minst en av begivenhetene A eller B inntreffer.

Snittet av A og B bestar av de utfall som er felles for A og B, og betegnes med AnB. Dette er
begivenheten at bade A og B inntreffer samtidig.
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Komplementet til en begivenhet A er begivenheten at A ikke inntreffer og betegnes med A°. A° bestér
av de utfall som ikke eri A.

Eks. 1.1 : Kaster en terning . .S = {1,2,3,4,5,6}. A = {like tall} = {2.4,6}. A° = {odde tall} = {1,3,5}.

Eks. 1.2 : Trekker et enkelt tilfeldig utvalg pa 2 personer fra en populasjon pa 4 personer, U =
{1,2,3,4}. S = {(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}. La A = {enhet 2 er med i utvalget} og B= { enhet 3
er med i utvalget}. Da er AnNB = {2,3}, utvalget bestar av enhetene 2,3. AUB = {2 eller 3 er med i
utvalget} = {(1,2),(1,3),(2,3).,(2.4),(3.4)}, og (AUB)* = {(1.4)}.

Eks. 1.4 : Trekker en kule fra en urne med to rede og tre hvite kuler. S = { R1,R2,HI,H2,H3}. La A =
{Kulen er red } og B = { Kulen er hvit}. Snittet AnB blir en umulig begivenhet og betegnes med ,
den tomme mengden. AUB = { Kulen er red eller hvit } =S.

To begivenheter A og B sies a vare disjunkte hvis de ikke har noen felles utfall, skrives AnB = .

Regneregel 1. P(A°) =1 - P(A).

Regneregel 2. (Addisjonsregelen) P(A_B) = P(A) + P(B) - P(ANB)

Regneregel 3. Hvis A og B er disjunkte sa er P(ACB) = P(4) + P(B).

Regneregel 4. Hvis A,, .., A,, alle er disjunkte sa er P(4,0A4,0..A,) = P(A) + P(4,) + ... + P(4,)

A,UA, UL A, er begivenheten at minst en av begivenhetene A,,...,A,, inntreffer.

Bevis. Vi trenger folgende to egenskaper :

(A2) P(A)= > P(e;)

] €A

(A3) PS)= 1 Ple)) = 1

3.P(ALB)= Y P(e;)= Y P(e;)+ Y P(e;)=P(A)+ P(B).

e eAUB e ed e, eB
1. AUA® =8, og A, A° er disjunkte slik at 1 = P(S) = P(A) + P(A®) og dette gir at P(A°) =1 - P(A).
4. Folger pa samme mate som regel 3.

2. Den vanskeligste & vise. La : I = AnB, Il = ANB, og Il = A°~B.

Vi ser at AUB = [UIIUIII og 1, IT 11T er disjunkte. Dermed : P(AUB) = P(1) + P(II) + P(I1I).
Vi ser ogsa: P(A) = P(I) + P(Il), P(B) = P(III) + P(II) , og P(AmB) = P(Il).

Dette gir at P(A) + P(B) = P(I) + 2P(II) + P(1ll) = P(AUB) + P(Il) = P(AUB) + P(AnB).
Dermed : P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB).

Eks. 1.1 : Kaster en terning . S = {1,2,3,4,5,6}. A = {like tall} = {2,4,6}. A° = {odde tall} = {1,3,5}.
P(AY)=1-P(A)=1-0,5=0,5.

Eks. 1.2 : Et enkelt tilfeldig utvalg pa 2 personer fra en populasjon pa 4 personer, U = {1,2,3,4}. S =
{(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4)}. La A = {enhet 2 er med i utvalget} og B= { enhet 3 er med i
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utvalget}. Da er AnB = {(2,3)}, utvalget bestar av enhetene 2,3. AUB = {2 eller 3 er med i utvalget}
={(1,2),(1,3),(2,3),(2,4),(3,4)}. Vi ser direkte at P(AUB) = 5/6. Dette kan ogsad beregnes ved
regneregel 2. P(A) = P(B) =3/6 = 0,5, og P(AnB) = 1/6 som gir at P(AUB) =1 - 1/6 = 5/6.

Eks. 1.4 : Trekker en kule fra en urne med to rede og tre hvite kuler. S = { R1,R2,H1,H2,H3}. La A =
{Kulen er rad } og B = { Kulen er hvit}. AUB = { Kulen er rad eller hvit } =S. P(B) = P(A®) =1 -
P(A)=3/5=0,6.

Betinget sannsynlighet og stokastisk uavhengighet

Betinget sannsynlighet

Vi har to begivenheter A og B. Anta vi vet at B har inntruffet. Det er da nedvendig & modifisere
sannsynligheten for A ut fra denne viten. B blir pa en mate det nye utfallsrommet. Denne modifiserte
sannsynligheten kalles den betingede sannsynlighet for A gitt B. Betegnes med P(A|B). P(A|B)
forteller oss sjansen for at A inntreffer nar B har inntruffet.

Eksempel 1.2. Anta populasjonen pa 4 personer bestir av 2 kvinner og 2 menn. Det stokastiske
forseket bestér i & velge to personer tilfeldig, etter hverandre- uten tilbakelegging. Se péa folgende to
begivenheter:

B = {Forste person er kvinne}, A = {Den andre personen er mann}. Da er P(A|B) =2/3 .
Fordi, gitt at B har inntruffet s& bestar utfallsrommet ved 2. trekning av 2 menn og 1 kvinne.
La oss ogsa finne P(AnB) og P(B):
P(B) =2/4=1/2.

For & finne P(AnB) trenger vi & se pa hele forseket. La K,,K, vaere de to kvinnene, og M,,M, vare de
to mennene. Utfallsrommet § er ikke det samme som for for na teller ogsé rekkefolgen av trekkingene.
S bestar av alle mulige parvise kombinasjoner av (K,,K, ,M,,M,), 12 ialt. Dette folger fordi ved forste
trekning er det 4 muligheter, og ved andre trekning er det 3 mulige resultater for hvert resultat av
forste trekning. Herav 4-3 = 12 mulige utfall, alle like sannsynlige. ANB bestar av utfallene :
{KM,K,M,,K;:M . K;M,}, Dvs. ANB bestar av 4 utfall, og vi far derfor at

P(AnB) =4/12 = 1/3.
Legg merke til at P(ANB)/P(B) = }% =2 =P(A|B). Dette er ingen tilfeldighet.

Eksempel 1.7. Anta vi har en befolkning inndelt i en krysstabell etter variablene royking og blodtrykk.
I tabellen oppgis andelen i de forskjellige gruppene.

_||||

Heoyt blodtrykk

Normalt

blodtrykk 0,2 0,5 0,7
Totalt 0,4 0,6 1,0

Det stokastiske forsoket bestar i & trekke én person rent tilfeldig fra denne populasjonen. Vi skal se pa
folgende begivenheter :

A = {person har heyt blodtrykk}, P(A) =0,3.
B = { person royker}.
Gitt B: 2. kolonne er ikke relevant. Andel med hoyt blodtrykk blant reykere er 50%.
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Dermed:
P(AIB)=0,5.
Ogsa:
m:%:l: P(AB) .
P(B) 0,4 2

Dvs. her er P(A|B) andelen blant de med kjennetegn B som har kjennetegn A.

I begge eksemplene sé has at P(A|B) = P(ANB)/P(B). Dette gjelder generelt.

Generelt tilfelle: S = {e1, ... e } med like sannsynlige utfall. La b vere antall utfall i B, ¢ antall
utfall i AnB. Gitt B : B er utfallsrom med » mulige utfall, hvorav ¢ er gunstig for A. Dermed fra
uniform sannsynlighetsmodell:

P(AlB)ZE_c/k_P(Ar\B)
b blk  PB)

Dette gjelder ogsa nar enkeltutfallene e; har forskjellige sannsynligheter :

DEFINISJON: P(A|B) = P(ANB)Y/P(B), hvis P(B) > 0.

Dette gir oss ogsa:

Multiplikasjonsregelen : PCANB) =P(A|B)P(B).

Ogsa: P(B|A) = P(ANB)/P(A) slik at P(AnB) = P(A) P(B|A), hvilket gir oss regneregel 5:

Regneregel 5 (multiplikasjonsregelen). P(ANB) =P(A|B)P(B) = P(A) P(BJ|A).

Hvis man kan beregne P(A|B) eller P(B|A) direkte kan man finne P(ANB).

Eks. 1.2, forts. : P(ANB) = P(B)P(A|B) =

(OSH )

1 1
—-—=—, lettere enn for.
2 3

Stokastisk uavhengighet

Uavhengige begivenheter

A.B sies & vare uavhengige begivenheter hvis informasjon om at B har inntruffet ikke forandrer
sannsynligheten for A. Dvs., B gir ingen ekstra informasjon om A’s hendelse. Presist:

Definisjon. A, B er uavhengige hvis P(A|B) = P(A). Ellers sier vi at A og B er avhengige.

Ekvivalente betingelser for uavhengighet :

(1) A, B er uavhengige < P(A N B) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B).
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(2) A, B er uavhengige < P(BJA) = P(B),
fordi :
_ P(AnB) _ P(4)P(B)
P(4) P(4)

P(BIA) _P(B).

Eksempel 1.8.

(a) Trekking med tilbakelegging.

Populasjon: 6 personer, 4 yrkesaktive og 2 arbeidsledige (ikke yrkesaktive). Trekker to personer med
tilbakelegging, rent tilfeldig. Det betyr at den personen som blir trukket forst ogsa kan bli valgt ut
andre gangen. La

A= { 1. person er yrkesaktiv}
B = { 2. person er arbeidsledig}

P(B|A) = 2/6 = P(B). Dermed : A og B er uavhengige. Trekkingene er uavhengige nar de foretas med
tilbakelegging.

(b) Trekking uten tilbakelegging.

Se pa samme begivenheter . Det er nd mer komplisert & beregne P(B).
B =(A N B)U(A®* " B), A°= { 1.person er arbeidsledig}.
P(B) = P(A N B) + P(A® N B) = P(A)P(B|A) + P(A°)P(B|A))
42,21 101
65 65 30 3
P(B|A) = 2/5 # P(B). Dermed : A og B er avhengige . Trekkingene er avhengige nar de foretas uten
tilbakelegging.
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2. Fordelinger, tilfeldige variable

2.1. Fordelinger- hypergeometrisk og binomisk

Enkelt tilfeldig utvalg- hypergeometrisk fordeling

Populasjonen bestér av N enheter. La n vare storrelsen pa utvalget, som er bestemt pa forhand. Vi
trekker nd en og en enhet uten tilbakelegging , dvs. en person kan bare trekkes en gang. Ved forste
trekking lar vi alle enhetene i populasjonen ha samme sannsynlighet 1/N for & bli valgt. Etter at forste
enhet er valgt, velges neste slik at alle N-1 gjenvaerende enheter har samme sannsynlighet for a bli
trukket ut. osv. til » enheter er trukket ut til utvalget.

La s betegne de enhetene som blir trukket til utvalget. Det kan vises at hvert utvalg s av sterrelse n
har samme sannsynlighet for & bli valgt, og dette er ogsa den vanlige definisjonen pa enkelt tilfeldig
utvalg :

DEFINISJON. Vi har et enkelt tilfeldig utvalg av sterrelse n, hvis alle utvalg s av sterrelse »
har samme sannsynlighet for & bli valgt.

Prosedyren ovenfor er em mate a4 implementere denne utvalgsplanen. Det finnes andre, mer
tidsbesparende, trekkemetoder som ogsa oppnar enkle tilfeldige utvalg. En slik metode er folgende:

a) La alle personene i populasjonen fa tilordnet forskjellige tilfeldige tall mellom 0 og 1.
b) Sorter personene etter storrelsene pa deres tilfeldige tall, og la de n forste vaere utvalget.

Anta vi er interessert i & finne ut noe om antall i populasjonen med et visst kjennetegn (egenskap) A,
f.eks. antall sysselsatte. Vi er da interessert i variabelen X = antall med kjennetegn A i utvalget. Hvis
vi lar p veere andelen med kjennetegn A i populasjonen, s& kunne vi bruke X/n som et anslag for p. Vi
sier da at X/n er en estimator for p. Vi skal na studere fordelingsegenskapene til variabelen X. La M
vaere antall med kjennetegn A i populasjonen, slik at p = M/N. Vi skal anta at M > n. X kan ta
verdiene 1, ... n, med visse sannsynligheter.

Det kan vises at

(¥ =)

P(X=x) = forx =1,2,...,n
(")
n
. C e . a-b ab
(Notasjon: Utelater multiplikasjonstegnet i uttrykk som a-b = ab og P = i )
c- ¢
N N!
Her er P e — den binomiske koeffisienten.
k'(N - k)!

Fakultetetsfunksjonen for hele tall er gitt ved : N! = N(N-1)(N-2)- - - -2-1. Vi kan ogsa fa uttrykk av
-1 - e - 1)1
typen (O )—(M)— TV . Da defineres 0! = 1 slik at (" | ={ 7] =1

Dette kalles den hypergeometriske fordelingen, og vi sier at X er hypergeometrisk fordelt.

Dette er et eksempel pa en sannsynlighetsfordeling: Forteller hvordan sannsynlighetene fordeler seg
over alle mulige verdier av X. X er et eksempel pa en tilfeldig variabel. Vi ser at X er en funksjon av
utvalget som trekkes, dvs. X er en tallfunksjon av utfallet av et stokastisk forsek. Alle slike
funksjoner av utfall av stokastiske forsek kalles tilfeldige variable.
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Legg merke til at P(X = x) = m/k hvor :
k = antall utvalg med storrelse n = (,]1\[ )

m er antall utvalg med x A’er og n-x ikke A’er = ()]C\/I)(é\f_—xM) .

Et eksempel er lottospillet.

Eksempel 2.1. Lottospillet. Populasjonen bestar av N = 34 tall , og vi velger M = 7 tall. Sa trekkes
tilfeldig n = 7 tall som «korrekte». Vi er interessert i kjennetegn A : « tallet er pa var lottokupongy. La
X = antall korrekte tall pa var kupong. X er da hypergeometrisk fordelt med N,M,n gitt ovenfor. Sann-
synligheten for at vi med en rekke skal fa £ riktige tall er derfor:

7\(27
(7
oL k=0,12,3456,7.

5

P(X=k) =
Vifir: (3)=5379616.

P(X=k) 0,00000019 0,000035 0,0014 0.0190

For eksempel, P(X >4) = 0,020.

Vi kan anvende den hypergeometriske fordelingen til & finne sannsynligheten for at en gitt enhet & i
populasjonen blir med i utvalget. La 7z vare denne trekksannsynligheten for enhet k. La kjennetegn
A vare «enhet k». Da er X = antall med kjennetegn A i utvalget = 1, hvis enhet £ er med og 0 ellers.

Her er M = 1, og dermed:

o) G
J\n-1 n—=1) (N-D!al(N-n)! n

A ZPA=1)= [N) - (N] T U=DUN-mIN! N

n

n

Eksempel 1.4.,forts. Trekker en kule fra en urne med to rede og tre hvite kuler. A = «rod», og X er 1
hvis red kule trekkes og 0 ellers. Herer M =2, N=5,0gn = 1.

(%)(f—_x) , forx=0,1.
(7)

P(X = 0) = (f')/(f):?,/s,ogp(x: 1)=2/5.

P(X =x) =
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Eksempel 2.2. En eksamen bestar av 5 oppgaver som skal trekkes tilfeldig fra en liste pa 10 oppgaver.
Hvor mange oppgaver ma en student forberede for at sannsynligheten for a besvare minst 4 oppgaver
korrekt er 0,75 eller mer. La

M = antall forberedte oppgaver blant de 10.

X = antall riktige svar = antall oppgaver som er forberedt i utvalget pa 5.
Vi ensker & bestemme M slik at P(X = 4 eller 5) = P(X > 4) > 0,75. X er hypergeometrisk fordelt med
n=5o0gN=10.

ey (M) (e

(‘1)_0) 252
Med M = 8:
P(X>4)=P(X = 4) + P(X = 5)

P

= +

=0,778.
252 252 252 252 252

Trekking med tilbakelegging - binomisk fordeling

Populasjonen bestar av N enheter og # er storrelsen pa utvalget. Vi trekker na en og en enhet med
tilbakelegging , dvs. en og samme person kan trekkes flere ganger. Ved hver trekking lar vi alle
enhetene i populasjonen ha samme sannsynlighet 1/N for a bli valgt.

Vi er fremdeles interessert i 4 finne ut noe om antall i populasjonen med et visst kjennetegn
(egenskap) A. Som under enkelt tilfeldig utvalg skal vi se pa sannsynlighetsfordelingen til variabelen
X = antall med kjennetegn A i utvalget. Som for, la M vere antall med kjennetegn A i populasjonen,
slik at p = M/N er populasjonsandelen med egenskapen A. Trekningene av enhetene er na uavhengige.
Dette medferer at X far en annen sannsynlighetsfordeling. Den kalles den binomiske fordelingen og er
gitt ved :

P(X = x) = (g)p"(l—p)"*x Cx=01,....n.

Eksempel 1.3, fortsettelse. Trekker 2 personer tilfeldig med tilbakelegging fra en populasjon pa 4

personer. Vi fant tidligere at P(enhet 2 er med i utvalget) = &= = 0,4375. Dette kan ogsé vises ved

hjelp av den binomiske fordelingen ved a la A = «enhet 2». Da er P(enhet 2 er med i utvalget) = P(X =
1 eller 2), med n =2 og p = 1/4. Dette gir at

Por- D= (Fda-pt =2 b 324
og PUr=2)= (3P -H" =

(kan ogsé ses ved at P(X = 2) = P(A 1.gang)P(A 2.gang)=p-p=+-+=L)

ENTES

P(X=leller2)=P(X=1)+P(X=2)=7/16=0,4375.

Mer generelt sa forekommer den binomiske fordelingen i de sakalte binomiske forsek som kan
beskrives pa folgende mate:
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Binomiske forsgk

(1) Bestér av n uavhengige enkeltforsek med to mulige utfall, begivenhet A eller A°.
(2) p = P(A) er den samme for alle forsekene.
A kalles gjerne «suksessy», A° «fiaskoy, for a ha en generell betegnelse .

La X vare antall suksesser i de n forsgkene. Da er X binomisk fordelt.

Eksempel 2.3. Betrakt n gjentatte kast med en mynt. La X veere antall kron og p = P(kron) = 1/2. Da er
P(Y = x) = (’;)(%)x (- Ly = (’;)(%)" . F.cks., 3 myntkast gir at P(Y = x) = (2) /8.

2.2. Tilfeldige variable, fordelinger, forventning og varians

Tilfeldige variable og fordelinger

Som nevnt tidligere, en tilfeldig variabel X er generelt en tallfunksjon av utfallet av et stokastisk
forsek. Dvs. X anviser et tall x = X(e) for ethvert mulig utfall e i utfallsrommet S. La x, , ...,x, betegne
de forskjellige verdiene X kan anta. Ofte vil de mulige verdiene vare hele tall 0,1, osv. .

Sannsynlighetsfordelingen til X, vanligvis kalt fordelingen, er da samlingen av alle p(x; ) = P(X = x; )
fori=1, ...k

Vi har allerede sett flere eksempler pa tilfeldige variable og fordelinger i kapittel 2.1. Et eksempel til
er folgende :

Eksempel 2.4. Folgende prisendringer antas mulige : stort avslag, middels avslag, lite avslag, samme
pris, moderat ekning, og sterk ekning. Sannsynlighetsmodellen for dette forseket antar folgende
sannsynligheter for enkeltutfallene:

P( stort avslag) =0,05
P(middels avslag) = P(sterk gkning)  =0,10
P(lite avslag) = P(moderat gkning) =0,20
P(samme pris) =0,35

Vi definerer folgende tilfeldig variabel X : X angir forholdet mellom ny pris og gammel pris:

X(stort avslag) =0,60
X(middels avslag) =0,80
X(lite avslag) =0,95
X(samme pris) =1
X(moderat okning) =1,15
X(sterk okning) =1,35
Fordelingen til X :
verdi x 060 080 | 095 1 | LI5S 135
' p(x) 005 | 010 | 020 | 035 | 020 | 0,110 |
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Forventning og varians

Forventning

To sentrale egenskaper til en fordeling er forventningen og variansen. Forventningen er et mal for
midtpunktet i fordelingen. Den forteller oss verdien av X i gjennomsnitt ved mange gjentatte
observasjoner av X . Forventningen til X betegnes med £(X) og defineres ved:

EX) = Y0 5 P(X=x)=3" xp(x,).

Dvs., E(X) = sum av verdi-sannsynlighet, og betegnes vanligvis med den greske bokstaven y (my).

Hllustrasjon. Anta X har de mulige verdiene 1,2,....k. Vi skal na illustrere at E(X) er tilnermet lik
gjennomsnittet x = Z:':lx,- /n av n observasjoner x,, ..., x, av X. Merk at i denne sammenhengen
har x; “‘ene en annen betydning enn i definisjonen ovenfor. La

n; = antall observasjoner som tar verdien i .

n
Daer Zi_lxl- =1ln +2n + ... +kn,.

_ ln+2-n,+..+k-n n n n
=1 2 bl 24224 k£
n

n n n

1)+ 2P(X=2) +.. + kP(X = k) = E(X).

Dette gir at

~ [-P(X

Eksempel 2.5. Roulettespill. Et roulettehjul har 38 tall ; 00, 0, 1,2,...,36. Alle tall har samme sjanse for
a vinne. Anta vi vedder kr.100 pa odde tall (1,3.5,...,35). Det er ialt 18 odde tall. La X vaere gevinsten:

Y= 100 hvis odde tall (vi_ far tilbake kr. 200)
100 ellers (vi taper innsatsen) .

La oss finne E(X). Fordelingen til X er gitt ved:

P(X=100)=18/38=9/19 og P(X=-100)=20/38 = 10/19.
E(Gevinst) = EX) = 100-35+(-100)-143 =10 = —kr. 526. Det betyr at vi taper kr. 526 i
gjennomsnitt pr. spill. Anta vi spiller 1000 ganger. Da er forventet tap lik kr.5,26-1000 = kr. 5260.

Eksempel 2.4. Fordelingen til prisendringen X :

KN N R

‘p(x) ‘ 005‘ 0,10 0,20 0,35 0,20 0,10‘

Forventningen til prisendringen blir :
E(X) = 0,60-0,05 + 0,80-0,10 + 0,95-0,20 + 1-0,35 + 1,15-0,20 + 1,35-0,10 = 1,015.

Det betyr at forventet prisendring er en ekning pa 1,5% . Ved gjentatte mange maélinger av X med
denne fordelingen sa blir gjennomsnittet av prisendringene omtrent 1,5%. Prisendringene vil
imidlertid variere fra maling til maling, de er usikre. Et mal pa denne usikkerheten og variasjonen er
gitt ved variansen til X.
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Varians

Variansen til X, Var(X), er et mal for spredningen i fordelingen rundt x = E(X). Var(X) gir
gjennomsnittlig verdi av (X - 1% og er definert ved:

Var(X) = E(X - 1)* = Z; (x; = 1)’ p(x;) -

Notasjon : o* = Var(X).( oer den greske bokstaven sigma)

Variansen males i kvadratet av male-enheten til X. For a uttrykke spredningen i samme enhet sa
brukes kvadratroten til Var(X), kalt standardavviket til X, betegnet med sd(X):

o=sd(X) = Var(X) .

Eks. 2.4, forts.
VAR(X) = (0,60 - 1,015)*-0,05 + (0,80 - 1,015)*-0,10 + .. =0,029025.
sd(X) =0,17 .

Det er vanskelig & tolke sd(X) direkte, men vanligvis vil X ha hey sannsynlighet for 4 ta verdi i
intervallet (1 - 20, 1 + 20). Det kan vises at den er minst 0,75, og ofte 0,90 til 0,95.

Egenskaper til £(X) og Var(X) ( bevis henvises til oppgave A9)

e (El) E(a) =a, aeren konstant

o (E2) E(a+ bX) =a+ bE(X), aog b er konstanter

e (V1) Var(a) =0, aer en konstant

o (V2) Var(a + bX) = b*Var(X), a og b er konstanter

o (V3) Var(X) = E(X?) - 1 .

Vi skal né se pa forventning og varians for summer av tilfeldige variable, og starter med summen av
to variable X og ¥, X + Y. Alle utledninger gjores kun for 0/1- variable. Dvs. vi skal konsentrere oss
om variable av typen :

x = /1 hyis begivenhet A inntreffer
0 ellers

y = |1 hyis begivenhet B inntreffer
0 ellers

Et eksempel :
X : yrkesaktiv/ikke yrkesaktiv og ¥ : mann/kvinne

Slike 0/1-variable ( ogsa kalt indikatorvariable) er sentrale for utvalgsteorien. Av spesiell interesse for
utvalgsteorien er indikatorvariablene for enhetene i utvalget, dvs. av typen: X = 1 hvis enhet 7 trekkes
til utvalget, og 0 ellers.

Alle resultatene som gjelder for 0/1- variable gjelder ogsa generelt for tilfeldige variable. La na

ps = P(A)=PX=1)
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ps =PB)=P(Y=1)
pas =P(ANB)=P(X =1nY=1).

Vi ser at
e = EX)=0-PX=0) +I-PX=1)=PX=1)=p,
y = EY)=0-PY=0)+1-PY=1)=P¥=1)=p; .
Videre fas:

EX+Y)=0PX+Y=0) +-PX+Y=1)+2-P(X+ Y=2)
=P(X=1NnY=0)+P(X=0NY=1)+ 2P(X=1nY=1)
=P(X=1NY=0)+P(X=1nY=1)+P(X=0NY=1)+P(X=1nY=1)
=P(X=1)+P(Y=1)=EX) + EQY).

Var(X+Y) = E{(X+Y) -(1t + 1)}
= E{(X-pac) + (Y- )
=E(X-pix ) + E Y-y )* + 2E{(X-pac ) (Y-p1y )}
= Var(X) + Var(Y) + 2E{(X-pic ) (Y-pir )}

Uttrykket E{(X-p )(Y-1y )} kalles kovariansen mellom X og ¥, betegnet med Cov(X)Y), og er et mal
pa avhengigheten mellom X og Y. Generelt har vi at

Cov(X Y) = E(XY) - pux piy .

Dette ses pa folgende vis, generelt:

E{(X-pu ) (Y-piy )} = EXY -t Y - gy X + piy piy)
=EXY) - E(ucY) - E(uy X) + E(ux piy)
=EXY) - ux E(Y) - piy E(X) + e pty
=EXY) - pe iy .

For indikatorvariablene :
EXY) =PXY) =1=P(X=1nY =1)=P(AnB)
tx = P(AP(B)

og Cov(X,Y) = P(AnB) - P(A)P(B).

DEFINISJON. X og Y sies & vaere uavhengige hvis A,B er uavhengige begivenheter.

Hvis X, Y er uavhengige sa er P(AnB) =P(A)P(B), dvs. E(XY) = E(X)E(Y), og dermed Cov(X,Y) = 0.
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Vi kan n& summere opp noen egenskaper til forventning og varians :

o (E3)E(X+7Y) =EX) +E(Y)
o (EHEX,+Xo+ ...+X)= EX)+EMX)+ ...+EX)

o (V4) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) + 2Cov(X.Y)

o (V5) Var(X +Y) = Var(X) + Var(Y) , hvis X og Y er uavhengige

o (V6) Var(X,+X,+ ... +X,)=Var(X,) + Var(Xy) + . .. + Var(X,) .

hvis X;, X, , ..., X, er uavhengige.

I tillegg har vi, fra (E2) og (V2) at E(aX) = aE(X) og Var(aX) = a*Var(X), slik at vi kan bruke (E4) og
(V6) til a finne forventning (generelt) og varians (uavhengige variable) for lineere kombinasjoner
aX taX,+ ...+ aX,. Resultatene gjelder for alle typer av tilfeldige variable. Generell definisjon
av uavhengighet sier at X og ¥ er uavhengige hvis, for alle mulige verdier x,y av XY, utfallene {X =
x} og {¥Y=y} er uavhengige begivenheter.

Forventning og varians i binomisk og hypergeometrisk fordeling

Binomisk fordeling

La oss forst betrakte binomisk fordeling generelt. Den forekommmer i binomiske forsek:

(1) Bestar av n uavhengige enkeltforsek med to mulige utfall, begivenhet A eller A°.

(2) p=P(A) er den samme for alle forsekene.

A kalles «suksess» og A° «fiasko». Den binomiske variabelen X er antall suksesser i de n forsekene.
Vi kan utrrykke X som summen av indikatorvariablene til A for de n enkeltutfallene. La

3 {1 hvis A inntreffer i forsek i

i

0 ellers
Siden forsekene er uavhengige, sa er X, ..., X, uavhengige variable. X = Z; X; . Dermed :

EX) =" E(X;) ogVar(X) =" Var(X,).

EX;)=PWX,=1)=p,ogVar(X;) = EX?) -p* =E(X,)-p* =p-p*=p(l-p)
Det folger at :
EX) =np

Var(X) = np(Il-p).

Hypergeometrisk fordeling

La oss na betrakte den hypergeometriske fordelingen som forekommer i forbindelse med enkelt
tilfeldig utvalg.

Populasjonen bestér av N enheter, og n er storrelsen pa utvalget. Vi trekker et enkelt tilfeldig utvalg,
dvs. alle utvalg av sterrelse #» har samme sannsynlighet for & bli valgt. Vi er interessert i variabelen X
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= antall med kjennetegn A i utvalget. Vi lar p veere andelen med kjennetegn A i populasjonen, slik at
p = M/N, hvor M er antall med kjennetegn A i populasjonen. Igjen kan vi uttrykke X som summen
av indikatorvariable, na definert ved

x = |1 hyis enhet fra i' te trekking i utvalget har kjennetegn A
i 0 ellers

I denne situasjonen er X; ‘ene ikke uavhengige. Vi skal forst se pa situasjonen med n = 2.
Argumentasjonen fra dette tilfellet kan deretter generaliseres. Vi har

E(X) = E(X,) + E(X,) og Var(X) = Var(X,) + Var(X,) + 2Cov(X, X, ).
EX,) = P, =1)=M/N=p

EX,) =P, =1)=PlX, = 1nX, = 1)+ P(X, =0nX, =1)

=P(X, = DPCX, =1[X, = 1)+ P(X, =0)P(X, = 1| X, =0)

M M-l N-M M _ MM-1)+MN-M)
N N-1 N N-1 N(N -1)

MM~-1+N-M) _ M(N-1) _
N(N -1) N(N -1)

Dette gir at E(X) = 2p = np, gjelder for generell n

I tillegg: Var(X, ) = Var(X, ) = p(1-p).

M M-1

E(X.X)=P(X, = 1nX, = 1) = — -2 hvilket gir at

N N-1
Cov(Xl,Xz)=A_4M__1_A_4.A_4:p(M—l)N—M(N_1)
M-N N-M 1
) o c—— = - p(Ip)/(N-1).
Pyov=ny - PN TN p(I-p)/(N-1)
N-2

1
Herav: Var(X) = 2p(1-p) - 2p(1-p) —— = 2p(1- .
(%) = 2p(lp) - 2p(l-p) 55— = 2p(l-p) 5

N
Var(X) = np(1-p) i ’11 for generell n.

Vi kan na sammenfatte forventning og varians i binomisk (trekking med tilbakelegging) og
hypergeometrisk fordeling (trekking uten tilbakelegging):

Binomisk fordeling: EX) =mnp
Var(X) = np(1-p)
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Hypergeometrisk fordeling : E(X) =np
Var(X) =np(1-p)

n n
~ np(l— (1——)
IR

Legg merke til at nar n/N er liten sa er np(l — p)(l —%) ~ np(I-p), den binomiske variansen. For

eksempel, la n = 1000, og N= 1000 000, sa er np(l — p)(l - %j = 999p(1-p) og np(1-p) = 1000p(1-p).

Med p = 0,05, f.eks., fas 47,45 og 47,50 henholdsvis. Det betyr at nar n/N er liten sé er trekking med
og uten tilbakelegging omtrent det samme, sannsynlighetsteoretisk .

Eksempel 2.6. Vi har en populasjon pa 100 personer, hvorav 10 er arbeidsledige. Et enkelt tilfeldig
utvalg pa n = 30 personer trekkes, og X = antall arbeidsledige i utvalget. Siden X er hypergeometrisk
fordelt med N = 100, n =30 og p = 10/100 = 0,1 fas at :

EX)=np=3
og Var(X) = np(]-p)%: 30-(0,1)-(0,9)- 22 =191.

sd(X) = 41,91 =1,38.

Ved gjentatte enkle tilfeldige utvalg pa 30 personer sa vil gjennomsnittet av antall ledige i utvalget bli
omtrent lik 3, og verdiene av X vil stort sett variere i intervallet (1~ 20, pu+ 20), dvs., mellom 0 og 6.

Oppgaver til Appendiks A

A.1 Viser til eksempel 1.6. Utfall & : k riktige svar. Vis at

P( 0 riktige svar ) = 1/16
P( 1 riktig svar )= 4/16
P( 2 riktige svar ) = 6/16
P( 3 riktige svar ) = 4/16
P( 4 riktige svar) = 1/16

A.2 Vitrekker et enkelt tilfeldig utvalg pa 3 personer fra en populasjon pa 5 personer, nummerert fra
1 til 5. Det betyr at alle utvalg pa 3 personer er like sannsynlige. Betrakt folgende begivenheter :

A : Person 1 er med i utvalget
B : Person 2 er med i utvalget.
(a) Finn P(A) og P(B).
(b) Beskriv i ord begivenhetene : AUB, ANB, A®, B®.
(c) Uttrykk begivenhetene i punkt (b) som mengder av utfall.
(d) Beregn P(AUB), P(AnB), P(A®), P(B°) ved & bruke regnereglene 1 -3.
(e) Sjekk resultatene i punkt (d) ved a bruke punkt (c).
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A.3 Betrakt forseket i oppgave A.2. Anta at personene 1,3 og 4 er sysselsatte, de andre ikke. La X
betegne antall sysselsatte i utvalget. Finn folgende sannsynligheter :

(a) P(X=0)
(b)P(X=1)
(©) P(X=3)

(d) P(X =1 eller 3).
A.4 Stokastisk forsek: Kaster to terninger, en hvit og en rod.

(a) Hvor mange mulige utfall har forseket?
(b) Finn sannsynligheten for at summen av terningverdiene er lik 7.
(c) Finn sannsynligheten for at summen er 3 eller mer.

A.S Betrakt eksempel 1.7. Finn folgende sannsynligheter direkte fra tabellen:

(a) P( valgte person royker | person har heyt blodtrykk).
(b) P(valgte person royker | person har normalt blodtrykk).
(c) P( valgte person ikke royker ).

A.6 Betrakt alle familier i Norge med 2 barn og minst en gutt.
Hvor stor andel av disse har 2 gutter ?

A.7 Vi har en gruppe pa 7 personer, 4 EU-motstandere og 3 EU-tilhengere. Et enkelt tilfeldig utvalg
pa 2 personer trekkes. X er antall EU- tilhengere i utvalget.

(a) Finn P(X=1)

(b) Beregn E(X) og Var(X).

A.8 Anta vi trekker 5 kort tilfeldig fra en kortstokk pa 52 kort. Finn
(a) P(to ess)
(b) P(ingen ess)

Det oppgis at (22) ~2.598.960.

A.9 Bevis egenskapene (E1), (E2) til E(X) og (V1)-(V3) til Var(X) i kapittel 2.2.
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Appendiks B

Variansestimering

Horvitz- Thompson estimatoren er gitt ved

Yi
[y = Z :
{,; er forventningsrett med

Var(f yr) = Z P Z Z y,yj

2
= _Z, 12 1( T = Ty [y_, - y—JJ hvis sterrelsen pa s er bestemt pa

J#i 7Ty

forhand.

Her er 7, = P( enhetene 7 og j er trukket ut til utvalget) = P(/, = 1 og [, = 1) . Anta utvalgsplanen har
fast storrelse pa s. Vi skal vise at

2
Var(tHT)— ZZ / (ﬂ —y—J] .
1] i

ics jes ﬂj
J#i

er forventningsrett. Vi kan uttrykke denne variansestimatoren pa felgende form:

Dermed:

2
E(War(i 7)) = Z S EL, —”J(& _ ﬁ}
Tij

i J#i 7T ﬂj

2
:—ZZP(I a1, =n2 (y —ﬁ]
7

i J#i 7T 7[]'
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Vi ser at forventningsretthet for variansestimatoren krever at 7z; > 0 for alle i=;.

Anta na enkelt tilfeldig utvalg . Da er Horvitz-Thompson estimatoren lik ekspansjonsestimatoren

fHT = fe :N-)_}S >
hvor y, = >y, /n er gjennomsnittet i utvalget .

ies

Fra teorien for Horvitz-Thompson estimatoren vet vi at 7, er forventningsrett, £(7,) =t. Vi kan finne

Var(t,) ved a bruke den generelle formelen ,

2
- yi Yy
Var(t,,) = Zl 121 (i — 7y ( : __J] .

J#i 1 ﬂj
Alle 7, er like og ; = P(Enhetene 7 ogj trekkes ut) = P(Z; I, = 1) = E(1, I).

Dessuten:

Mz

N
2121, =

[ £i

M=
M=
0

Mz

Li(n-1,)= nZl 21

i=1 i=1

~
Il
—_
S
* 1l
~ =
I’
—_
S
<~ =
~
Il
—_

=nn-n=nm-1).

Dette medforer at

N N N N
E| Y3 L1 | =YY EUI)=n(n-1).

i=1 j=1 i=1 j=1
J#i J#i

Dermed :

N N

ZZ”I’J =n(n-1).

i=1 j=1
i

Det er ialt N(N - 1) ledd i summen, slik at hver enkelt 7; er lik :

SN (Gl VR
YONWN-1

Populasjonens varians er gitt ved

1 N
’ :WZH(%‘ _,u)z , med u = t/N.
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Vi kan na utlede Var(i,) :

1y (N, M)
var(i,) ——Z”ZJ N —A’;E’;v_li))( s yj}

2
J#i N n n

N - l)j N
=|1- E E
( (N-1) 1

_ 1 2
- 5 Vi—p=; — W)
(N—l) ) IZ;JZI J
N —n 5
- _ZZ{(% /1) +(yj M) =20y, _lLl)(yj — 1)}
(N N ]) i=1 j=1
N—n

= —{Z(y, ﬂ)2N+NZ(y, ©)? —22()»1 u)Z(y,
(N - n P pur o

Det siste leddet blir 0, og dermed :

Var(fc)(;vv—_l’;%-N-zNaz
—1)n

20" Non
n (N-1)

Var(i,) er estimert ved

2
Var(i,)=— ZZ J [” _ﬁj
z] i

zesjes ﬁj
J#i

_NWN-1) N-n 1
Cn(n—-1) (N-ln ZZ(% v

IESjES
J#i
N(N -1 N-n
= ( ) ) Z(yz ys
nn—-1) (N-Dn =

helt tilsvarende som i Var(f,). La

2 N-1 1 — 2
o :T.nTz(yi—yS)

Den forventningsrette estimatoren kan uttrykkes som :

ies

~2
Pari y= N2> SN
n N-1
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Appendiks C

Sammenligning : Rate-estimatoren og ekspansjonsestimatoren

Vi har kjent tilleggsinformasjon for hele populasjonen , x = (x1, x2,..., xy) . Alle x; er positive.
Rate-estimatoren ble definert i kapittel 2.2, med X lik totalsummen av alle x-verdiene :

Zyi

i‘R_ ics — L
Zx Nx,

ies

i,

Vi skal na sammenligne rate-estimatoren og ekspansjonsestimatoren Laf=n/N, R=t/X,, 0'.2 = &

Populasjonsvariansen for x betegnes med o , dvs. 0' Zl (= Populas_lonens kovari-

ans mellom x; - og y; - verdiene er definert ved:

1 «N
Oy =Wzi:](x,- — M) y; — ). Herer u, =X,/ N og u,=t/N.

Folgende resultater holder for rate-estimatoren :
f Roc’ -0

=2
X

. 1-
Var(ip)~ N* -—f(ai +R*c; —2Ro ).
n

w
Y ~¢ for store n

E(tR)~t+X
n

Fra tidligere ,

2

2
N o, N-— o
Var(i,) = N> =20 o N2 22

N-1)

/).

Populasjonens korrelasjonskoeffisient mellom x ogy er gitt ved

Korrelasjonskoeffisienten maler graden av linesr avhengighet mellom x- og y-verdiene i populasjo-
nen og tar verdier i intervallet [-1,1] . Vi ser at :

Var(fR) o)+ R0, -2Ro

~ 2
Var(t,) o,

Xy

0g

Var(fR) < Var(fe) S oﬁ + Rzai —2Ro,, < o?

<

1
S2Re2 <o, &> p >—R2X =
x S0 Py 2o B



Et alternativt uttrykk for Var(f,) (se oppgave C.1)er :
~ 2 1- 1 N 2
Var(tgp)~ N Tf'ﬁzi—l(yi ~ Rx;)

Dermed har vi ogsé alternativt at

~ ~ N N
Var(ig) <Var(i,) =Y. " (v = Re)? <Y 0 (v — 1)’

N X N
DS #—’)2 <> =)
X

Var(t,) kan estimeres ved :

2 f—
I}ar(i\R):(/i_xJ Nzl_fLZ(yl—kxl)z hvor R?:‘)_/_s
Xs n n_lies Xs

. . . A 2 N-1 1 _ 2 .

Variansestimatoren til Var(t,) er, med o~ = T'_Z(yi -y,)°, lik:

=
A2
5 ~ N —n Zl_f 1 — 2
Var(t =N26—- = N L .~ o )

I en gitt situasjon kan vi derfor avgjere om vi skal benytte 7, eller 7, ved & sammenligne

2
(%} Z(yi _kxi)z 0g Z(J’i _J_’s)2 .

ies ies

Et 95% konfidensintervall for ¢ basert pa rate-estimatoren er gitt ved:

- 1— 1 -
IR izN#\/—f'—Z(yz' _in)2 .
n n-13

Xs

Oppgave til Appendiks C

C.1 Vis at Var(fR)zNzu-iZil(yi - Rx;)”.
n N

82



Lesninger til oppgaver

Kapittel 1

1.1 Enkelt tilfeldig utvalg pa 133 personer, med X = antall yrkesaktive. Med n uavhengige
observasjoner av X, X,,...X,,sder X = 2:121 X; /n en forventningsrett estimator for £(X) og
5% = ﬁz; (X; - X )2 forventningsrett for Var(X).
Vi har 5 utvalg med X- verdier lik 71, 81, 77, 78, 83. E(X) estimeres da ved x= 390/5 = 78.
Var(X) estimeres ved s2=84/4, og estimatet av standardavviket blir s = J21= 4,58.

(a) X er hypergeometrisk fordelt ; N = 1330, n = 133, M = 797, og p = M/N = 797/1330 = 0,599.

]z\é _’11 =28,77 ; Sd(X) =+/28,77 =536

Teoretiske verdier : E(X) =np =79,7; Var(X) = np(1 — p)

(b) E(X) = 79,7 mot estimat 78,0. Sd(X) = 5,36 mot estimat 4,58. God overensstemmelse, spesielt tatt i
betraktning at vi har kun 5 observasjoner av X.

1.2

Hypergeometrisk fordeling | Binomisk fordeling
Forventning 79,7 79,7
Varians 28.77 31,94
Standardavvik 5,36 5,65

Forventning er like, mens binomisk varians er sterre. De praktiske folger er at vi kan tilnerme til
binomisk med ca. 5% storre standardavvik.

1.3* P(X=y,)=1/N fori=1,...,N.
1 1
@ E(X) =2 i P(X =y) =), yi =22, Vi = H

Var(X)=E(X = 10* =¥, (3, ~ ) 1= 0

(b) 022%21.(%—[?)2:%{ Z(l—p)2+ Z(O—p)z}

=1} {:y;=0}

N1 =)+ N = pp? | = p1= p 4 (1= p)p? = p(1= )= o ph = plI = p)

1.4 95% konfidensintervall for andelen p i befolkningen : p +2 pa=p .
n

n =400, p= % = 0,145 gir konfidensintervallet : 0,145+2-0,0176=0,11 til 0,18.

Dvs. med 95 % sikkerhet anslas andelen til & vaere mellom 11% og 18 %.
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Kapittel 2
N N
2.0% E(fy) = Z,”y" E(1)=Y 2k k:ZHyk:r

2.2 (a) Utvalgsplan : p({1,4}) = 0,5 , p({2,4}) = 0,3 , p({3.,4}) = 0,2 , p(s) = 0 ellers.
Trekksannsynlighetene: 7, =05 7, =03 73 =0,2 7, =10.

(b) Mulige verdier av 7, med tilherende sannsynligheter :
s={1,4} : {7 = 1200 med sannsynlighet 0,5
s=1{2,4}: fHT = 1666,67 med sannsynlighet 0,3
s={3,4} : {7 =2500 med sannsynlighet 0,2
Dette gir : E({;7)=1200-0,5+1666,67-0,3 +2500-0,2 = 1600 = ¢
og Var(f ;) = (1200 — 1600)* - 0,5 + (1666,67 — 1600)> - 0,3 + (2500 — 1600)> - 0,2 = 24333333

(c) SE(f ) =+/243333,33=493,3, mens i opprinnelig utvalgsplan SE(f;;)=57,74. Velger
opprinnelig utvalgsplan.

2.3 (a) Mulige verdier av 7,, hver med sannsynlighet 1/6:

s {1.2} {1.3} {1.4} {2.3} {2.4} 3.4}
i, 600 800 2200 1000 2400 2600
9600

E(t)——(600+800+2200+1000+2400+2600)— 5 =1600=¢

Var(t,) = E(f, —t)*
= % {(600 —1600)% + (800 — 1600)? + (2200 — 1600)% + (1000 — 1600)? + (2400 — 1600)? + (2600 — 1600)2}
=666.666,67 og SE(f,)=Var(i,) = 816,50.

D Vi

| Mulige verdier av 7, hver med sannsynlighet 1/6:

X
2%

(b) X, =300,0g i =X,

s {1,2} {1,3} {1,4} {2,3} {2,4} {3,4}

Ir 1800 1714,29 1500 1875 1565,22 1560

E(ip) =é(1800 +1714,29 + 1500 + 1875 +1565,22 + 1560) =W= 1669,1

Var(i p) :%{(1800 —1669,1)% + (1714,29 —1669,1)% + (1500 — 1669,1)% + (1875 — 1669,1)2}
+ % {(1565,22 ~1669,1)% + (1560 — 1669,1)2} =18.810,07
og SE(fp)=4/18.810,07 =137,15.
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2.4 (a) Mulige verdier av 7, er 3,6 og 12, hver med sannsynlighet 1/3. Dermed:

E(t,)= %(3 +6+12)="7; dvs. 7, er forventningsrett

Var(fe):%{(3—7)2 +(6-7)* +(12—7)2} =14 og SE(i,) =14 =3,74.

(b) Den opprinnelige utvalgsplanen medforte at E(7,)=6,15 og SE(f,) = 1,49 . Totalt sett si er den
opprinnelige planen best.

2.5 (a) 7m; = P(trekke husholdning 1 denforste gangen) + P(trekke husholdning 1 den andre gangen)

20 20
7y =73, 08 7Ty + 7y + 713 = 2. Det betyr at 7, = 73 %ZO,SS
(b) 7y = 400.000 | 200000 _ o0 e

0,9 0,55
. Vi :
ip= Z 15500000 _ 55600011

Z X, 4
7, =3.800000_ 44 600

e

(©)s={1.2}: fyr=717172, ip =687.150, {, = 825.000.
s=1{23}: 1y =636364, i, =875000, 7, =525.000.

(d) p({1,2}) = P(trekke husholdning 1 forste gang, husholdning 2 andre gang)
+ P(trekke husholdning 2 forste gang, husholdning 1 andre gang)

3_6+3_09
4

0 20 °

wlw

+

0O |—
D |—

Helt tilsvarende : p({1,3}) = 9/20. Siden summen av alle p(s) er lik 1: p({2,3}) = 2/20.

(e) Mulige verdier og tilherende sannsynligheter for de tre estimatorene:

s { T { e fe sannsynlighet
{1,2} 717.172 687.150 825.000 9/20
{1,3} 808.181 750.000 900.000 9/20
{2,3} 636.364 875.000 525.000 2/20

E(fyr)=T17172 55+ 808181 2 + 636364 - 2 = 750.000 = 1
E(ig)=687.150- 55+ 750.000 - 2~ + 875.000 - & = 734.375

E(f,)=825. 00055 +900.000 - 55 + 525.000 - 55 = 828.750
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Var(fy) = E(fyr —1)* =(717172 = 750.000)° - o+ (808181~ 750.000)* - - + (636364 — 750.000)* - 2;
=3.299.531.905, SE(iy;)=Var(i;y) =57441.

Var(i ) = 3.340.055.125 og SE(f ) =57.793..

Var(t,)=17.718.750.000 og SE(f ) = 133.112.

Konklusjon: Foretrekker 7.

Kapittel 3

3.1(a) SE(,)= \/16 +%3.4(100 - 200)* + (300 — 200)* } =+/80.000 =282,84.
R=400/70=40/17. I}ar(fR):(%)z -16-%{(100—#-20)2 +(300—#-50)2}:7496,88 og
SE (Ip ):\/m = 86,58 . Velger rate-estimatoren.

(b) 7, =800, 7 =300-4%0 =1714,29 . (1= 1600)

(c) 95% konfidensintervaller: (i) basert pa fe : 800+2-282,84 =800+566=(234, 1366) inkluderer
ikke sann . (ii) Basert pa 7 : 171429 +2-86,58 =1714 +173= (1541, 1887) inkluderer sann ¢.

Kapittel 4
4.1 (a) E(y,) =) verdi-{ = 233 =100 -18],7.
Var(y,) =Y (verdi —189) . L = 083 — 673 2.

(b) Stratum 1= (1,2,3) , stratum 2 = (4,5,6). De 9 mulige utvalg (alle like sannsynlige) og tilherende
verdier av estimatoren y, :

s {1, 4} | {1,5} | {1,6} | {2.4} | {2,5} | {2,6} | {3.4} | {3,5} | {3,6}

Vs 215 195 195 200 180 180 170 150 150

E(y,) :%: 181,7. Var(y,) =3950/9 =438.89 .

I begge utvalgsplaner er estimatoren forventningsrett. Standardfeilen er, imidlertid, mindre ved
stratifisert  utvalgsplan som dermed foretrekkes. SEgr; (V) =4/672,22 =2593, og

SE grpar (¥ 5) =4/438,89 =20,95.
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:%{Zul(yz Yl) +ZU v — Yz) +.. +Z YH)Z}
+%{N1(Yl—Y) + Ny(B =Y )+ Ny (¥ = 7) }

+2 L 3 G - DY, 0 -1

ZUh (y;-Y,)=N,Y, — N,Y, =0 for alle 4. Dermed:

2 v 7\2
o =AL{N1<;1 +Nyo2 ., +NH0'H} > W (T, ~T)

4.3 Stratum 1 (USA) , stratum 2 (Brasil), og stratum 3 (Mexico) har alle 0,% = 0. Stratum 4 har

populasjonsvarians o7 = 98,188. Dermed fés : Var(f, )= N7 - ‘72 AA“ " —52.98,188 =2454,7 og

SE(f,,)=2454.7 = 49,54 .

44 (a)n/N=0,1 = n;, / N,=0,1 . Det gir n; =6,n, =92 ogny =35.

(b) 7y, = Ny, =1330-7% = 780 . Eksakt

[y = N1V + NaVy + N3y = 59-3+916- 29 +355- 5 =777.2.

>
E(t,)=t=1797, og Var(t,) = Zh 1N2 2 A[/\’}I " Fra oppgave 1.3b: o = p,(1— p;,). hvor

p;, er andel yrkesaktive i stratum h.
p1=28/59=0475, p, =729/916=0,796 , p; =40/355=0,113. Dette gir:

Var(fy,)=1792,02 og SE(f,,)=+/1792,02 = 42,33.

(c) La p veere andel yrkesaktive i hele populasjonen, p = 797/1330 = 0,599.
Vargr (f,)= N? - 282 Non - 287676 og SE 7y (i,) = 4/2876,76 = 53,64. Siden
SE gy (t,) > SE(f ,) foretrekkes stratifisert utvalgsplan.

4.5 (a) p,= andel yrkesaktive i 16-24 &r gruppen (= 138/197 = 0,70). p, = andel yrkesaktive over 24
ar (= 659/1133) = 0,58). Vi har at » =133 med n, =20 og n, =113 og enkelt tilfeldig utvalg fra
hvert stratum. Estimatorer for p, p, : p, = andel yrkesaktive i utvalget fra stratum 1, og p, =

pid=-p) Ni-n;
nl ]\/,'—1

Var(p,) = 0,00947 og Var(p,) =0,00194 slik at SE(p,) = +/0,00947 = 0,0973 og
SE(py) =4/0,00194 = 0,0440.

andel yrkesaktive i utvalget fra stratum 2. Var(p,; = fori=1,2 som gir at

(b) Krav for publisering: SE(p;)/ p; <0,10. p; =0,65 gir SE(p;)/ p; =0,150=15% og er ikke
palitelig nok. p, = 0,60 gir SE(p,)/ p, =0,073="7,3% og er iorden.

(¢) n, =n, =66 medforer at Var(p,)=0,002127 og SE(p,) =0,0461, SE(p,)/ p, =0,071=7.1%
og estimatet kan publiseres. Var(p,)=0,003474 og SE(p,)=0,0589, SE(p,)/ p, =0,098 =
9,8% og det holder akkurat for publisering.
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4.6 (a) 7, = Ny, =1330- 35 = 784.7 ~ 785.

(b) Z,g = N1V, + NoJ,, =705-32 4 625- 21 =808,2 ~ 808.

4.7 (a) Uten etterstratifisering , estimator er 7, = Ny, for EU-tilhengere, EU-motstandere og tvilere. (i)
EU- tilhengere : 7, = 1273-2-=170, 13,3% . (ii) EU-motstandere : 7,= 1273-123=891, 70%.
(iii) Tvilere : 7,= 12732 =212, 16,7%.

Med etterstratifisering, 8 etterstrata, estimator er 7, = Zi:l N}y, - Vihar folgende verdier av n, :
24,3,9,4,89,1,12 og NV, : 300,32,62,87,367,80,41,304. (i). EU- tilhengere : fest =241, 18,9 %.
(ii) EU-motstandere : 7, = 599, 47,1%. (iii) Tvilere : #,,= 433, 34%.

est est

(b) Stoler mest pa de etterstratifiserte estimatene.

(c) De estimerte andelene av EU-motstandere blir for sma i strata utenfor SP, mens i SP-stratum
omtrent det samme. Resultatet blir at vart estimat av EU-motstandere blir for /avt.

(d) Det kan vare et problem hvis det er forskjell mellom kvinner og menn. Kan leses ved a
etterstratifisere med hensyn pa kjonn.

4.8 (a) La ¢ vaere antall gifte i populasjonen. Etterstratifisert estimat: 7,,, = 800-%+ 700-%: 611,
mellom anslagene 500 og 800.

(b) Etterstratifisert estimat er mest palitelig: Retter opp skjevhet i utvalget, hvor for mange er trukket
blant de registrerte ikke-gifte slik at 7, blir for liten.

Kapittel 5
5.1 Krav: 7, =7Z]iﬂk|i=0,1. ”[i_NNN fori=12, og ﬂ],—N forl—34 7y =n; | N; slik
_ | _ NNy _ no_ ] N3+Ny _
at, fori=1,2: N+1V2 R TRl A T =3.Fori=3,4: N2+N4 NN T T =22.

Kapittel 6

6.1 (a) Nord-Aurdal: 7, =6601/26021=0,254. Nordre Land/Etnedal: 7, =8474/26021=0,326.
Ser-Aurdal: 7,3 =3550/26021=0,136. Vestre Slidre/Vang: 7, =4296/26021=0,165. Qystre
Slidre: 7;5=3100/26021=0,119.

(b) For PU Nordre Land/Etnedal : N = 4 324 815, N*° =3 511 082, N, =26 021, N;°=20 518, N, =

8474 og N,;=6865. (6.1) gir m=2LN,=6017=60. (62) gir eksakt
_ 6863/8474 0.8101 _ L 99 _ _
n; —60,17m = 6017 08118 60,04—60 (63) gir n,-—#Nh —58,44—58
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(c) (6.1) og (6.2) = n, = 60. Trekksannsynlighet 7, =% ol 0,002846. (6.3) gir n, = 58 og
hi

— 10000 —
3511082

trekksannsynlighet 7, = Nhl’ }539 =0,002751. Sammenlignet med selvveiende 7 =
’ hi
0,002848.

Noi 60 _ 3100 . _60 _
d) 7 =" N 26021 2444 = 0,002925.

6.2 (a) Tettbygde PU : N,, oker, 7; er fast, og n; =N, er fast for hele stratum. Dermed

T =7y ﬁ avtar og vi har ikke lenger et selvveiende utvalg, 7, <n/ N for tettbygde PU og
7, >n/ N for de landlige PU. Estimatoren blir dermed skjev.

(b) Ansettelse av flere intervjuere, eventuelt okte reisekostnader.

Kapittel 7

7.1% (a) Antall i responsstratum Ny =qpN . Antallet i responsdel i stratum 4: g, N;,. Dermed:
_ Ny v
Yp= N ZURJ’: —q ;\ Zh 1thh Zh n Y = Zh 1thh rh

Tilsvarende for Y;: : Antall i Uy = N-N = (1 — g )N og antallet i frafallsdelen i stratum A =
Ny - q, N, =(1-g5,)N, . Dette gir at

7 1 _ 1 H _
Yr= (g N 'Zuﬁ‘yi = (1qu)_N'Zh:1 OLN S Zh (=)W, Y.
A = _
(®) (I-gp)Xg —Yp)= qik > 4y =X, (1= q, W, Yy, =

:Lzh(Qh — G WY+ 2 WY =3 apWi Yy =, (1= )W, X,
= 2@ = a R+, (=)W, (Y = Yy).

7.2 Ekspansjonsestimatene for Hy: £-4131874 261 = 496494, for Hy: 1413187422 =283888,

1 1111
for Hy : 1-4131874- 34 = 279859 for H.s: ;2 4131874 - 1210191—148054

Etterstratifiseringsestimatene:

For Ho: l[793869 48 1 816880-177 + 78458122 + 1066016 - -1 + 670528 ]:507.768

162 230 212 300 207
For Hi: %[793869 204816880 5L+ 784581- 131 1 1066016 - 21 + 670528 207] 286.2221
For  Hy: [793869 o5 + 816880 53 + 784581514 + 1066016 - 231 + 670528 - 207] 270561
For H.s: %[793869 25 +816880- 53; + 78458155+ 1066016 - LI + 670528 ég;]—131310

73() y' =y, =7, :%(Ziesr Vi +Zl_€s_sr y,*) :%(nr)_/r +(n—n, )fr):)_/r, n.=n; +n,.

(b) ¥/ =9, =¥ ——(Zles yi+(m—n )yz) =L (my + myy+(n—ny =)y, )= py + (1= p)7,.
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7.4* Gitt datais, : E(y;)= Z verdi - sannsynlighet = Zk Vi = Ve Var(y;)=E(y; —)7r)2 =

Zkes, yk_yr) P(yz yk) Zkes yr Lr

7.5 (a) De 1403 personene utgjor et enkelt tilfeldig utvalg. p=1190/1403 = 0,848.

SE(p) =22 Non — 0,00958. 95% konfidensintervall: p+2SE(p)=0.848+0,019 =
(0,829, 0,867).

(b) Estimat og konfidensintervall er meget skjeve. Frafallet er ikke tilfeldig. Det er storre frafall blant
de som ikke stemte.

1192

¥y = 2L =04957 , §3= L =0,7604. Det gir 7,y =2.667.953 og Py = 2861933 = 0,818. Estimatet

er fremdeles skjevt. Det tyder pa at etterstratlﬁserlngen ikke er tilstrekkelig, dvs. at svargruppen
ikke er representativ for frafallsgruppen innen hvert stratum.

(©) Dogs =lo ! N, hvor 1, Zh V1,7 - De observerte stratumandelene: y; = 1963 = 0,8893 ,

(d) Basisestimatoren er etterstratifisert estimator. De imputerte verdiene i frafallsgruppen i stratum /4
er alle lik den observerte stratumandel ) eller ekvivalent : 88,93% i frafallsgruppen i stratum 1

gis verdi 1, 49,57% i frafallsgruppen i stratum 2 gis verdi 1, og 76,04% i frafallsgruppen i stratum
3 gis verdi 1.

(e) Etterstratifiseringsestimatoren er forventningsrett nar svargruppen er representativ for frafalls-
gruppen, Y, =7, ‘s, for alle 4. Det holder ikke her. En mulig angrepsmate er & anta at sannsynlig-

heten for at en person i et gitt stratum svarer er avhengig av om personen stemte eller ikke.

7.6 (a) ¥, =241,0; _5{21,6& (v, —¥)? D . (i =352 =17090/9 =1898,89, 5, = 43,576.

95% konfidensintervall: y; +1,96 ji =241+27,0=(214,268).

(b) ¥, =253, 62 =17810/9=1978,89,65, = 44,485. 95% KI: 253+27,6= (225,4 , 280,6) .

(¢) y, =1540/6=25667.67 =13 (v =9933,34/5=1986,67,6, =44,572. 95% KI
y, 1,96% =256,67 +35,67=(221,292.3).

(d) Rubin's kombinasjon: B, =(241-247)> +(253-247)* =72. 5, = 288710788 _ 1938 89,
V, =15%8 1 3.72=301,89. 95% KI: 247 +1,96,/301,89 =247 +34,1 = (2129 , 281,1). Modifi-

sert kombinasjon bruker ¥, =193,889 + (5le +3)72 =349,89. Det gir 95% KI :

247 +1,964/349,89 =247 £ 36,7 =(210,3 , 283,7). Vi ser at konfidensintervallene basert pa mul-

tippel imputering har samme presisjon som intervallet basert pa svarutvalget, som vi vet er gyldig
siden frafallet er rent tilfeldig. Intervallene i (a) og (b) er for korte.
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Appendix A

A.1 P(A)=m/16. {0 riktige svar} = {GGGG} og m = 1, {1 riktig svar} = {RGGG, GRGG, GGRG,
GGGR} og m = 4, {2 riktige svar} = {RRGG, RGRG, RGGR, GRRG, GRGR, GGRR} og m = 6,
{3 riktige svar} = {RRRG, RRGR, RGRR, GRRR} og m =4, {4 riktige svar} ={RRRR} ogm = 1.

A.2 Utfallsrom § bestar av 10 mulige utvalg, alle like sannsynlige, $ = {(1,2,3), (1,2,4), (1,2,5),
(1,3,4), (1,3,5), (1,4,5), (2,3.4), (2,3.5), (2,4,5), (3,4,5)}.

(a) P(A) = 6/10 = 0,6. P(B) = 6/10 = 0,6.

(b) AUB: 1 eller 2 eller begge er med i utvalget. ANB: 1 og 2 er begge i utvalget. A®: 1 er ikke med i
utvalget. B: 2 er ikke med i utvalget.

() AUB =8 - (3,4,5). AnB = {(1,2,3), (1,2,4), (1,2,5)}. A® = {(2,3.4), (2,3.5), (2,4,5), (3,4,5)}. B¢
{(1,3,4), (1,3,5), (1.4,5), (3,4,5)}.

(d) P(ANB) = 3/10 = 0,3. P(AUB) = P(A) + P(B) - P(ANB) = 0,6 + 0,6 - 0.3 = 0,9. P(A®) = 1- P(A)
0,4 = P(B).

(e) m(AUB) =9, m(AnB) = 3, m(A®) = m(B%) = 4.

A3 (a) X =0 er umulig, P(X=0)=0.

d)(X=1)={(1,2,5), (2,3,5), (2,4,5)} og P(X =1)=3/10=10,3.
() (X=3)={(1,3,4) og P(X=3)=1/10=0,1.
(dPX=1leller3)=P(X=1)+PX=3)=0,4.

A4 (a) 36 =66.
(b) {Sum =7} = {(1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2), (6,1)} (red terning forst). P(sum = 7) = 6/36 = 1/6.
(c) A = {sumer 3 eller mer}. A° = {sum =2} = {(1,1)} = P(A®)=1/36 og P(A) = 1 - P(A°) = 35/36.

A.5 (a) 0,2/0,3 = 2/3.
(b) 0,2/0,7 = 2/7.
() 0,6.

A.6 Trekker tilfeldig en familie fra populasjonen med 2 barn og minst en gutt. Utfallsrommet § =
{GG, GIJ, JG}, yngste barn forst, alle tilnarmet like sannsynlige. P(to gutter) = P({GG}) = 1/3.
Dvs. andelen er 1/3.

Kan ogsa betraktes som betinget sannsynlighet, P(to gutterminst en gutt), ved & trekke tilfeldig en
familie med 2 barn, med utfallsrom § = {GG, GJ, JG, 1J}. P(to gutterminst en gutt) =

P(to gutter)/P(minst en gutt) = ;ﬁ—i =1/3.
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A.7 X er hypergeometrisk fordelt med N=7, M =3 ogn =2. P(X=x)= — =

0 L

(a) P(X =1)=~3>=12=057.

(b) E(X)=np=2-3=6/7=0857. Var(X)=np(l - p)J=2=5-3.2=28-0,408.

A.8 La X vaere antall ess blant de 5 uttrukne kortene. X er hypergeometrisk fordelt med N =52, M =4

A\(48 4\(48
ogn=5. P(X=x)= (xj(g%x) = (;39(;922 '

5

@(38) _ 61729

2.598.960 ~ 2.598.960

(5
O\S ) 1712.304

2.598.960 ~ 2.598.960

(a) P(X =2)= = 0,040.

(b) P(X =0)= = 0,659.

A9 (El) E(@)=a-P(X=a)=a-l1=a.
(E2) E(a+bX)=) (a+bx)P(X=x,)=) aP(X =x;)+ ) bx;P(X =x;) = a) P(X=x;)
+ by X, P(X =x;)=a+bE(X).
(V1) u=a,X — u=0= E(X — u)* =0, fra (E1).
(V2) Var(a +bX) = E{(a+bX)—(a+bu)}* = E(bX - bu)* =b*E(X — u)* =b*Var(X).

(V3) Var(X) = E(X — u)* = E{X*2uX + p*} = E(X*) - EQuX) + E(u*) =
E(X*) =24 + 1= E(X*) - u?.

Appendiks C
. . N
C.1 M4 vise at Zi:l(y,» —Rx,-)2 =N(O'§ + R? i —2Roy), R=p, / u,.
N N
YR =Y (v — (Rx — )
N N N
=3 i) D (R — ) =23 (= N(RY, = a1,)

N N 2 2 2
= Noi +R? Zi:] (x; —ux)z —ZRZi:](yl-—,uy)(xi - Hy)=No, + R"Noy —2RNo,,.
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