


SAMMENDRAG

Ved estimering p& grunnlag av lgpende utvalgsundersgkelser kan en oppnd presisjonsgevinst ved &
utnytte informasjon fra tidligere undersgkelser. Sammensatt estimering er en slik metode. Ved sam-
mensatt estimering benytter en imidlertid bare informasjon om korrelasjonen mellom utvalgsfeilen ved
ulike tidspunkter og en gjer ingen forutsetninger om tidsutviklingen for de variablene en gnsker &
estimere. I dette notatet viser vi at ved forholdsvis svake forutsetninger om disse variablene kan
en oppnd betydelig presisjonsgevinst. Metoden er basert p& ideene fra teorien om filtrering av pro-
sesser som er belagt med stoy og er ogsd behandlet i et tidligere arbeid, Dagsvik 1976.



1. _Innledning

Vi redegjer her for annen del av et prosjekt som bestdr i & utrede om teknikkene fra tidsrekke-
analysen kan benyttes til & forbedre estimeringsmetoden i Arbeidskraftundersgkelsene (AKU). Vért
utgangspunkt er at det er en vesentlig korrelasjon mellom de aktuelle variabelverdiene pd ulike tids-
punkter og at vi gnsker 3 utnytte denne til & redusere utvalgsfeilen i AKU.

Imidlertid ensker vi ikke & gjore for "sterke" forutsetninger om korrelasjonsstrukturen da
det er gnskelig at den metoden vi kommer fram til er forholdsvis robust overfor feilspesifikasjoner
og usikre parameterestimater. ]

I forste del av prosjektet (I) (Dagsvik 1976) gjorde vi et forspk pd & identifisere autore-
gresjonsmodeller for antall sysselsatte fordelt p& noen hovednaeringer. Vi behandlet videre problemet
med & finne den beste line®re estimator (filter) for en variabel Xy p& grunnlag av en uendelig tids-
rekke av observasjoner Yis Yeys--- der yg er et estimat for variabelen Xy ved tidspunkt t basert pd
et utvalg. Vi har med andre ord

yt=Xt+Vt

der vy er utvalgsfeilen. 1 det fore]iggendg notatet behandles estimering og testing av modellene
samt utledning av den beste line®re estimator (filter) for Xy basert pd et endelig antall observa-
sjoner Yir Yeor0005 Yiep: Vi vil kalle denne metoden for filtermetoden.

De variablene vi studerer kan representeres ved modeller som er spesialtilfeller av modelltypen

=~ Arh

Bygky = My%gaq + ABioXi2 12%¢-13 1 &

hvor A1,%, = Xy = X4 _qos {:eg} er stasjoner og autokorrelert, |r{<l, |r|<] og mined er tidsenhet.

Vi har videre funnet en autokorrelasjonsstruktur for (ét:}' Siden tidsrekkene i AKU er svert korte
er det gnskelig & utlede optimale filtre basert pd et endelig sett av observerte yt-verdier. 1
motsetning til (I) hvor vi benyttet kompleks funksjonsteori under utledningen, bruker vi her den tra-
disjonelle teorien for minste kvadraters metode (Se for eks. Whittle 1963). Det som er hovedpro-
blemet er & finne en hensiktsmessig metode til & beregne de respektive kovariansmatriser som

inngér i formlene. ~ Vi har lgst dette problemet i kapittel 8 ved & innfore spesielle matrise-
funksjoner som gjgr oss i stand til & uttrykke kovariansmatrisene ved parametrene i modellene for
{Xt} og{:vt} ved formler som er spesielt velegnet for programmering.

. De data som er brukt er delvis hentet fra Sysselsettingstatistikken 1955-1970 og delvis fra
AKU 1975-1976. Dataene fra Sysselsettingstatistikken i perioden 1955-1970 er benyttet til & estimere
og teste modeller for sysselsatte fordelt p& nering. Vi har brukt data pd kommunenivd fra denne sta- ‘
tistikken fraperioden 1967-1970 til & estimere autokorrelasjonen for utvalgsfeilen mellom utvalgs-
omrddene. Dataene fra AKU pd individnivd er brukt til & estimere autokorrelasjonen for utvalgsfeilen
innen utvalgsomridene. ! ’

Parameterestimatene p&d grunnlag av Sysselsettingstatistikken er usikre siden variabeldefini-
sjonerei dagens AKU er forskjellige fra definisjonene som ble brukt fgr 1971. Estimatene pd grunnlag
av AKU er ogs8 usikre fordi datamaterialet er lite. Det er derfor av stor interesse & studere hvor
robuste estimatorene er med hensyn til feilspesifikasjon av modeller og gale parameterestimater. Vi
har derfor utledet formler for presisjonstabet ndr de anvendte parameterverdiene er forskjellige fra
antatt "sanne verdier" for niva- og endringstallestimatorene. Resultatene av disse beregningene er
gitt i kapittel 6 og viser at selv med store feil i parameterestimatene fér vi lite tap i presisjon
ved estimeringen.

I mange andre land har en brukt metoder basert p& & kombinere estimater ved flere tidspunkter,
sdkalt sammensatt estimering (Se Dagsvik 1975). I sammensatt estimering utnytter en bare at utvalgs-
feilen er autokorrelert og en gjor ingen forutsetninger om den variabelen en gnsker & estimere. Vi
sammenlikner prinsippene sammensatt estimering bygger pa& med de som ligger til gkunn for filtermetoden
og vi studerer ogsd effekten av & kombinere de to metodene ved forst & lage sammensatte estimater og
deretter benytte filtermetoden pd tidsrekken av sammensatte estimater.



I framstillingen er de matematiske utledningene skilt ut som eget kapittel og appendiks.
Konklusjonen i kapittel 2 kan i hovedsak leses uavhengig av de andre kapitlene.

Jeg takker for nyttige kommentarer fra Fridstrgm og Thomsen under bearbeidelsen av manuskrip-
tet.

Jeg vil takke Borsum spesielt for programmeringshjelp under utpreving og testing av metoden.

Serlie har en stor del av a@ren for gjennomfgringen av beregningene. Uten hans hjelp ville
prosjektet i beste fall blitt sterkt forsinket. .

2. Konklusjon

Datamaterialet som publiseres pd grunnlag av AKU er "rd-data" i den forstand at det skal kunne
anvendes til ulike typer analyser. Det er derfor viktig at produksjonen av AKU-estimatene ikke er
basert pa forutsetpinger som kan vare vanskelige 8 kontrollere og som erfaringsmessig har lett for &
b1i undersl&tt av brukere.

P& den andre siden ligger det vesentlig informasjon i det innsamlede datamaterialet om tids-
utviklingen av de aktuelle variable. Problemet er hvordan en skal kunne utnytte denne informasjonen
til & redusere utvalgsfeilen ved estimeringen uten & gjere forutsetninger som, hvis de er gale vil med-
fore at datakvaliteten forringes. Det gjelder altsd & gi en forholdsvis generell beskrivelse av de
prosessene som studeres samtidig som forutsetningene md vare sterke nok til & gi presisjonsgevinst av
betydning. Hvorvidt disse motstridende hensyn med rimelighet lar seg forene er naturligvis avhengig
av stabiliteten i de prosessene vi snsker & estimere og av storrelsen pd utvalgsvariansen i de opp-
blaste tall.

De studiene som er foretatt her viser imidlertid at en kan oppnd en betydelig presisjonsgevinst
ved & ta utgangspunkt i forbausende svake forutsetninger. De vesentlige antagelser som gjeres er
folgende: La Xy vare den variabelen vi ensker & estimere ved kvartal t. Prosessen {?t} definert ved

€ = Xg T Xgog 7 (Xgy 7 Xgop)

er stasjoner med forventning null. Med andre ord antas det at den kvartalsvise endring av den &rlige
endringen svinger tilfeldig omkring nivdet null. Videre antar vi at utvalgsfeilprosessen {vt} (uobser-
verbar) er stasjoner. For & beregne det optimale filter m& vi ha et grovt estimat for var {et} /

var {vt:). Det er ogsd av betydning & kjenne autokorrelasjonsfunksjonen for prosessene {et og {Vt}
men‘konsekvensene av & bruke gale estimater her er smd. For 3 beregne presisjonsgevinsten ved filter-
metoden md vi ha estimater (grove) for autokorrelasjonsfunksjonen til{ v

Vi kan upresist si at stasjonaritetsbetingelsen for {et} betyr at trenden for {xt} er Tinear i
perioder og skifter n& og da retning.

P& grunnlag av Sysselsettingstatistikken 1955-1970 har vi funnet at {eg} er stasjoner for an-
tall sysselsatte lgnnstakere fordelt pd kjenn og nering. For alle disse variablene avtar autokorrela-
sjonen for {et} mot null svert raskt, hvilket antyder at {et} er langt fra ikke-stasjonzritet. Dersom
autokorrelasjonsfunksjonen avtar langsomt mot null vil presisjonsgevinsten ved metoden reduseres.
Presisjonsgevinsten ved metoden er avhengig av forholdet var{;et} /~va;<:v£} og av autokorrelasjonen
til {vt} . 1 de aktuelle anvendelser er reduksjonen av utvalgsvariansen innen utvalgsomrddene ca.
40-50% for nivatall nar en har tidsrekker pa minst 20 kvartalers lengde. Dette tilsvarer en reduksjon
av standardavviket p& 20-30%. For endringstall vil utvalgsfeilen mellom utva]gsomrédene elimineres
siden denne er tilnermet konstant i tid. Den totale variansen ved estimering av endringstall er derfor
1ik variansen innen utvalgsomradene og denne vil reduseres med 60-70% som tilsvarer en reduksjon i
standardavviket p& ca. 37-45%.

For korte tidsrekker (opp til 3 &r) vil det som regel lonne seg & foreta sammensatt estimering
forst og dernest bruke filtermetoden pd de sammensatte estimater. For lange tidsrekker fér vi derimot
ingen ekstra gevinst ved & kombinere disse metodene.

Var metode kan ogsd benyttes til kortsiktige prognoser pa inntil fire kvartaler. For predik-
sjon lengre-fram i tiden er prediksjonsintervallet s& stort at metoden har liten verdi.
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I Byrdet ble en ny utvalgsplan tatt i bruk fra og med 1. kvartal 1975. Dette medfgrer brudd i
autokorrelasjonsfunksjonen for utvalgsfeilen og kan utnyttes til & redusere utvalgsfeilen ytterligere
for estimering av nivdtall mens vi ikke f&r noen ekstra gevinst ved estimering av endringer.

3. Estimering av modeller for antall sysselsatte fordelt pd n®ring

Vi betrakter her en stokastisk prosess{ixt} som er antall sysselsatte i en eller annen syssel-
settingsgruppe (eventuelt relativ andel i sysselsettingsgruppen). Tidsenheten er en mined. Karakter-
istisk for denne prosessen er at den har sesongsvingninger og mer langsiktige bglgebevegelser. Ved &

ta differensoperasjonen A12Xt = X¢ T X412 vil en som regel fjerne en stor del av sesongeffekten. Vi

vil derfor forsgke & etablere en modell for de &rlige endringer By X4 }i stedet for & arbeide med den
opprinnelige prosessen. Vi forutsetter ikke ngdvendigvis at {é12 XF} er stasjoner. La oss forst be-

trakte en autoregresjonsmodell av typen

(3.1) Byp Xg = YByp Xy g *+ €y
der e, er et stokastisk restledd og r er en parameter, O<r<l. Dersom r = 1 betyr det at prosessen
{_A12 xt:}er ikke-stasjonazr mens |r|<1 medfgrer at{ Byp Xt} svinger tilfeldig omkring null, dvs. vi

har stasjoneritet. Dersom restleddprosessen } har autokorrelasjonsfunksjon 1ik null definerer

e
t
(3.1) en Tine®r Markov-prosess. N4 vil som regel operasjonen Aoy Xy ikke fjerne hele sesongeffekten.

Dette betyr at'vi md vente & finne at e, er spesielt hgyt korrelert med € 1> 4110 ®¢-12 09 €_y3-

Vi postulerer derfor fglgende modell for e, - {etj}er stasjonar med korrelasjonsstruktur

Korr{et, et_”} = Korr{et, et—];%}

Korr (e, e, } 40 for k =1, 11, 12 0g 13
0g
Korr{:et, et-k} =0 ellers.

En slik antakelse er ekvivalent med at et kan uttrykkes pé& formen

) = - - -
(3.2) ey =y - o2,y - B(ag_qp -0y q3)
_ _ 2
hvor aps Ay _qs--- O ukorrelerte med E{?t) = 0, Var {at} =0, o 0g B er parametre. Prosessen {at>
kalles gjerne "hvit stoy" eller prosessen av tilfeldige sjokk. Modellen (3.1) og (3.2) er en gene-
ralisering av (4.1) i (I) idet vi fir denne modellen som et spesialtilfelle ved & sette r = 1 0g a = 0.
Fra (3.1) og (3.2) folger at den autoregressive representasjon av modellen er

(3.3) Bip Xy = jg]yj Ayp xt—j tay

der v. = aj—1(r-a) for j =1, 2, ..1

Y]Z = a (P-a) - B,

12

Y13 = (0’ =+ 8) (r-a)

0g
Y5 T 050 + BYj-]Z - aBYj_]3 for j>14

Pnsker vi en regresjonsmodell for den opprinnelige prosessen f&r vi umiddelbart

(3.4)  x, =x + 3
=1

; (Yj‘Yj_]z) Xt-j + at

der 7 defineres 1ik null for j<0. Det kan nd vises at restleddet a, i (3.3) og (3.4) er ukorrelert

t
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med "strukturdelen". Den autoregressive representasjonen (3.3) viser at dersom modellen er riktig er
{_A12 Xt} ikke en line@r Markov-prosess.
' Testing av modellen foregér pd den miten at de ukjente parametrene estimeres og en kan derved

finne estimater 5t for restleddet a

¢ Under forutsetning om normalitet kan det vises at

q -,
(3.5) Q_ =N Zﬁk(a) q<N

er tilnzrmet x2 -fordelt der N er antall observasjoner og ak(é) er den empiriske autokorrelasjons-
funksjonen. .

Resultatene fra parameterestimeringen og testingen er gitt i tabell 1 med 95% konfidensinter-
vall for parametrene. Det datamaterialet vi har brukt er hentet fra Sysselsettingstatistikken i perio-
den 1955-1970 (192 observasjoner). Dette data-materialet gir estimater for r som er tilnermet 1ik 1.
Testobservatoren i tabell 1 er tilnarmet x2 -fordelt med 22 frihetsgrader. 25%, 10% og 5% fraktilene
er henholdsvis 26, 30,8 og 33,9. Vi ser at bortsett fra Bygge- og anleggsvirksomhet er alle test-
observatorene mindre enn 25% fraktilen.

For én naring, nemlig sysselsatte i industri gir (3.1) og (3.2) darlig tilpassing og vi har
folgelig generalisert (3.1) til modellen

(3.6)  aybyp Xy = MyByo Xy 19 + 3y = By 105 [A]<1,

som viser seg & gi god tilpasning. Sysselsatte i industri er estimert pd grunnlag av kvartalsdata og
parameterestimatene er gitt i tabell 2.

Tabell 1. Parameterestimater og testobservatorer for modellene for noen hovednaringer

A Konfidens- n Konf. A Konf.
intervall “  intervall 5 jntervall Var a, Q4
- ] 0,25 0,15 4
Kraft og vannforsyning ... 1 0.39 0.53 . 0,29 0.44 1,96-10 17,5
Bygge- og anleggs- :

A 0,78 0,49 106
virksomhet ............... 0,86 0.93 0 0,62 0.75 3,55-10 31,8
Varehandel, hotell
og restaurant ............ 1 0,36 8’%8 0,47 8’23 0,84-106 20.0
Transport lagring, post og 0 0.60 6
telekommunikasjoner ...... 1 0,16 0.31 0,70 0’80 0,59-10 21,2
Bank og finansierings- 0 0.28 4
virksomhet m.v. .......... 1 0,14 0.29 0,43 0’58 1,37-10 12,3
0ff., sos. og privat ‘
tjenesteyting ........... 1 0,18 08 0,5 0oae o1e10® 23,3

0,01 0,57 .106
SUM ittt i i i 1 0,25 0.39 0,69 0.80 11,810 19,0

Hittil har vi studert de aktuelle prosessene ndr mdned er tidsenhet. I AKU foretas imidlertid
undersokelsene kvartalsvis slik at vi trenger en representasjon av modellene ndr kvartal er tidsenhet.
Iappendiks B er det vist hvordan "m&nedsmodellen" som er behandlet ovenfor kan overfgres til en kvar-
talsmodell med samme form og hvor parametrene i kvartalsmodellen enkelt kan uttrykkes ved parametrene
i manedsmodellen. Siden sammenhengen mellom parametrene i den gamle og den nye modellen er en-entydig
vil sannsynlighetsmaksimeringsestimatorene for den gamle modellen automatisk gi sannsynlighetsmaksi-
meringsestimatorer for den nye modellen (asymptotisk) ved & benytte (B.8) og (B.9). Modellen for
sysselsatte i industri er som nevnt estimert direkte pd grunnlag av kvartalsdata mens parametrene i
kvartalsmodellen for de andre neringene er estimert ved bruk av resultatene i tabell 1, (B.8) og (B.9).
De kvartalsparametrene som derved framkommer er gitt i tabell 2.
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Tabell 2. Parameterestimater for noen hovednaringer for kvartalsmodellene

v 8,4 gggzgaterm B ggggjaterv: Var a%
INAUSERT v 1 iz 0% o g 5600
VATFOPSYTING .o eieeee e, 1 ol 0 0% Qag o 260’
gi‘I?gg;segrksomhet ...................... 0,7 A=OO 0,62 ‘8:;2 5’2'106
xgzg?ingglrestaurant .' .................. 1 2289 8:?? 0,47 g:gg ]’6']06
e Tekbomunikagion o . 1 w0 o1s 070 g 14100
E?gsnggeringsvirksomhet 111 1 2;87 0,]2 0,43 8:22 2’7'104
Cenestoyting. ! D00 oa7 05 glg 1,400
S e, Vo or 069 gl 20

4. Utvalgsfeilen

Som beskrevet i (I) er Byrdets' utvalgsplan totrinns hvor ett utvalgsomrdde trekkes i hvert
stratum og holdt fast et visst antall &r. .

Den totale utvalgsfeilen vy er altsd summen av utvalgsfeilen innen og mellom utvalgsomréddene,
betegnet med henholdsvis Vor 09 Vyg- Vi antar at{.VZt} og (v]t} er stasjongre. La xt(j) vaere den
aktuelle variabel knyttet til j-te person og la = (J], JZ’ ...) vare numrene pd de respektive ut-
trukne utvalgsomrddene. Vi antar videre at Yi eren forventningsrett estimator for Xy dvs.

E{ve | %)= %,

X = {xt(j): i=1, 2, ...} .

der

I (I) side 10 viste vi at

(4.1)  cov {vt, Vt—r}= E cov{yt, Yiop | %¢o l‘t_r}-

Uttrykket

(4.2)  cov{yps vy | % Xtor)

er kovariansen i populasjonen mellom estimatorene‘yt 09 Yy i s1ik den er definert i utvalgsteorien.
Autokovariansen mellom og innen utvalgsomrddene i populasjonen er definert ved henholdsvis

(4.3)  cov{E (yy | s x¢)s E vy | 35 %))
og
(4.4) E cov{yt, Yeop | 85 %ps >-(t-r}

Hvor Xt 09 X er holdt faste og forventning og kovarians er tatt over alle mulige utvalg J.

t-r
Herav folger at

(4.5)  cov (Vi Vo e b= Ecov{E (v | xp)s E gy |4 %))
og

(4.6) COV.{VZt’ Vz,t—r}= EE cov{yt’ Yeop |4 X, )-(t—r}




er de respektive autokovariansfunksjoner innen og mellom utvalgsomrédene.

far vi at

cov { vy Veer) = C.°V<"1t’ V],t-r} * C°"{ Vot V2,t-r}

Fra (4.1), (4.5) og (4.6)

hvilket betyr at {V1t} og {vzt} er ukorrelerte prosesser. Uttrykkene (4.3) og (4.4) kan estimeres

eller beregnes eksakt ved standard metoder fra utvalgsteorien.
ved & ta gjennomsnittet av de beregnede populasjonskovarianser over tid.

Folgelig kan (4.5) og (4.6) estimeres

Beregninger av (4.3) er foretatt ved hjelp av Sysselsettingstatistikken i tidsrommet januar
1967 - desember 1970, og er framstilt i tabell 3 med kvartal som tidsenhet.

Tabell 3. Empiriske autokorrelasjoner mellom utvalgsomridene
Industri 00 8 . vamforsyning  tel] og resr
M K M K M K M K
N 0,99 0,99 0,97 0,97 0,98 0,99 0,99 0,99
2 et e 0,99 0,99 0,94 0,95 0,94 0,96 0,99 0,99
Pt 0,99 0,9§ 0,82 0,84 0,94 0,92 0,99 0,99
N 0,99 0,99 0,82 0,81 0,94 0,89 0,99 0,99
S 0,99 0,99 0,80 0,77 0,93 0,90 0,99 0,99
B e 0,99 0,99 0,75 0,70 0,96 0,88 0,99 0,99
T e e 0,99 0,99 0,62 0,60 0,97 0,92 0,99 0,99
8 i 0,98 0,99' 0,63 0,50 0,96 0,92 0,99 0,99
g 0,98 0,98 0,60 0,53 0,95 0,92 0,98 0,98
10 o i 0,98 0,98 0,61 0,52 0,95 0,91 0,98 0,98
Tl e 0,98 0,98 0,58 0,51 0,96 0,92 0,98 0,98
12 e 0,98 0,98 0,60 0,46 0,93 0,91 0,98 0,98
13 e 0,97 0,98 0,60 0,48 0,92 0,90 0,97 0,98
T4 e 0,97 0,98 0,56 0,50 0,91 0,89 0,97 0,98
15 e 0,97 0,98 0,50 0,36 0,90 0,88 0,97 0,98
Bank og Transport, 0ff., sos. Sysselsatte
finansierings- lagring, post og privat lgnnstakere
virksomhet og telekom. tjenesteyting Total
M K M K M K M K
P i i e 0,99 0,99 0,99 0,98, 1 0,98- 0,99 0,98
2 e e e 0,99 0,99 0,99 0,98 1 0,99 0,99 0,99
3 e 0,99 0,98 0,99 0,96 1 0,98 0,98 0,98
4 e - 0,98 0,97 0,99 0,96 1 0,99 0,98 0,99
AP 0,98 0,97 0,98 0,96 1 0,97 0,98 0,97
B i it et 0,98 0,95 0,98 0,94 1 0,98 0,97 0,98
/A At 0,98 0,96 0,98 0,95 1 0,98 0,97 0,98
8 i e e 0,98 0,96 0,81 0,94 1 0,98 0,97 0,98
2 0,98 0,96 0,78 0,92 0,997 0,97 0,95 0,97
10t it e, 0,98 0,95 0,77 0,90 0,997 0,97 0,95 0,96
Tl e 0,97 0,95 0,77 0,91 1 0,97 0,96 0,97
12 0,97 0,96 0,77 0,90 0,997 0,97 0,96 0,97
13 i e 0,98 0,96 0,79 0,91 0,996 0,96 0,95 0,96
L 0,97 0,95 0,78 0,89 0,996 0,96 0,95 0,95
15 e 0,97 0,94 0,77 0,90 0,996 0,96 0,95 0,96
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Vi ser at bortsett fra naringen Bygg og anlegg avtar disse autokorrelasjonene svart langsomt.
For sysselsatte i Off., sosial og privat tjenesteyting er autokorrelasjonen ekstremt hay.

Ndr autokorrelasjonsfunksjonen har verdier som ligger ner 1 er utvalgsfeilen mellom utvalgs-
omrddene tilnermet konstant over tid s&fremt utvalgsomr&dene holdes faste. Dette medforer at det er
liten hjelp i & utnytte informasjon fra tidligere undersgkelser til & redusere utvalgsfeilen mellom
utvalgsomrédene sé&fremt utvalgsomrddene holdes faste. Dette resultatet som intuitivt er opplagt er
bevist i appendiks C.

Byrdets utvalgsplan er imidlertid endret pa et tidspunkt s1ik at utvalgsfeilen for og etter
skifte av utvalgsplan er ukorrelert. Dette kan utnyttes til & redusere utvalgsfeilen ogsd mellom ut-
valgsomrddene. For endringstall vil utvalgsfeilen mellom utvalgsomrédene praktisk talt elimineres
(sdfremt endringene ikke er beregnet for tidspunkter for og etter skifte av utvalgsplan).

Variansen mellom utvalgsomrddene, er beregnet av Szbg 1976 ved hjelp av folketellingsdata.

I Dagsvik 1974 er det gitt variansestimater for den gamle utvalgsplanen.

Innen hvert av de uttrukne utvalgsomrddene (som er faste) trekkes et utvalg av husholdninger.
Dette annet trinns utvalg roterer etter en spésie11 rotasjonsplan, det vil si utvalget er overlap-
pende for tidspunkter som legges ett, tre, fire og fem kvartaler fra hverandre. Rotasjonsplanen er
beskrevet blant annet iappendiks A.2 og i (I). Fglgen av en slik rotasjonsplan er at Vot blir kor-
relert med Vo,t-17 V2,t-3° V2,t-4 99 V2 t-5-

I Dagsvik 1975 er det gjort autokorrelasjonsberegninger for noen naringer. Disse beregningene
er basert pd den gamle utvalgsplanen (fgr 1975) og en har ikke tatt hensyn til stratifiseringen. Vi
m& derfor regne med at disse estimatene er noe usikre. )

I tabell 4 er det gitt estimater for den gjennomsnittlige autokorrelasjonen Pop = korr {VZt,
v2,t-r} » r =1 o0g 4, for noen hovedneringer. For r = 3 og 5 har vi ansltt verdier for Py Legg
merke til at den definisjonen av Pop. SOM er gitt her ikke samsvarer med definisjon (3) i Dagsvik 1975.
Lar vi p; vere autokorrelasjonen i populasjonen slik den er definert ved (3) i Dagsvik 1975 har vi i
vadr notasjon at

oy = Korr {yt’ VN R >-(t-r}

0g vi har at

]
pa—

Pop = 0,5 E{p;‘} for r og 4,

0,25 E{p;} for‘r

og

]
w

DZY‘ 0g 55

fordi halvparten av utvalget er felles ved tidspunktent t og t-1, t og t-4, og en fjerdedel av utvalget
er felles ved tidspunktene t og t-3, t og t-5.

Tabell 4. Empiriske autokorrelasjoner innen utvalgsomridene

r 1 2 3 : 4 5
Por 0,43 0 0,2 0,4 0,18

. N
Anta nd at vi forst benytter den sammensatte estimator X
eller Dagsvik 1975) for & forbedre "riestimatet" Yo
Da sammensatt estimering bare har effekt p& utvalgsfeilen innen utvalgsomrddene blir altsé i

t definert ved A.1 (Se appendiks A

t
N - Y

uendret mens Vor reduseres til v?t' Autokorrelasjonsfunksjonen blir vesentlig mer komplisert for{?zt }

enn for {VZt} . I appendiks A har vi utledet formler som kan benyttes til & beregne estimater for den
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“nye" autokorrelasjonsstrukturen nir den "gamle" er estimert.
Med utgangspunkt i tabell 4 og med p = q = 0,3 har vi beregnet

v v
Var Vor / Var Vot 09 Korr Vors V2,t-r

Beregningene er gjengitt i tabell 5.

Tabell 5. Empiriske autokorrelasjoner. Sammensatt estimering.

r 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Cr/CO 0,51 0,18 0,23 - 0,47 0,23 0,06 0,08 0,1 0,03 0

Var{'%t}/ Var CVZt} =0,73

Nar dette skrives har vi ikke estimater for variansen til utvalgsfeilen innen utvalgsomrddene
for den nye utvalgsplanen.

5. Lineaer filtrering

Vi beskriver her kort prinsippene som ligger til grunn for hva vi har kalt filtermetoden. Vi
begrenser oss til filtrering idet lgsning av prediksjonsproblemet er fullstendig analogt.

Den observerte prosessen {yt}»er en sum av den latente prosessen{jxt} som vi gnsker & estimere
verdiene for, og utvalgsfeilen {Vt} . Alts3

“(5.1) Vi = Xg * Vg oo

Prosessen{lyt} er "rdestimator" for {?t} som er konstruert s1ik at den er forventningsrett i "utvalgs-
teoriforstand", dvs. over tenkte repeterte utvalg. Altsd er

E{yt ! Xt} = X

I praksis er denne forutsetningen av flere grunner bare tilnzrmet riktig. Vi antar imidlertid at til-
ngrmelsen er god. Det fglger nd umiddelbart at

E( %, v} - E{x, E{y, - thxt}} =0 =,E{Xt}E {Vt} ,

dvs. Xy 09 v, er ukorrelerte. Som nevnt i forrige avsnitt forutsetter vi at {yt} er en stasjon®r prosess
med varians s2. Dette er en tilnzrmelse til den virkelige situasjonen fordi variansen til utvalgsfeilen
vil endre seg dersom Xt endrer seg mye. Vi regner likevel med at de relative endringene for Xp er sé
smd at vi med god tilnermelse kan gjogre antagelsen ovenfor.

Vart primere mid1 er & bestemme vektene Cj i det linexre filter

(5.2) Xg =9 Yg * 8y Yoy oot Tp Ve

som gir det "beste" estimat for x,. - Det beste filtret betyr i vdr sammenheng det som minimerer for-

ventet kvadratavvik

t

(5-3) E (%, - xt}z'

I (I) lgste vi dette minimeringsproblemet for stor m (m=~) ved & bruke kompleks funksjonsteori. I
det foreliggende notat har vi tatt utgangspunkt i den tradisjonelle teorien for minste kvadraters
metode. Ved & innfore hensiktsmessige matriseoperatorer kan de formlene som utledes uttrykkes ved
matriser som gjor dem velegnet til programmering. For enkelte modelTer blir disse matrisene uendelig-
dimensjonale, men en kan i praksis oppnd god tilnermelse ved endelig-dimensjonale matriser med lav di-
mensjon.
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Innforer vi Ve =Yg T X far vi at

E{’A‘t - Xt} ¢ - E{Qt ) Vt}z’

dvs. Qt er det beste lineare filter for Vi-
Vi har valgt & estimere endringer ved & ta differansen mellom de respektive nivdtallsestimater.
Dette gir ikke optimale estimater men en oppnar ved dette konsistens mellom nivd og endringstallesti-

matene.

La
(5.40) My =1-€{a, - v }? /s .
og :
(5.4b) Mj =1 - E{jvt - Vi Ve t Vt—j} 2 / Var'{vt - Vt-j}

for §>0. My og Mj er et mdl for presisjonsgevinsten for henholdsvis nivd og endringstall. I tabellen

har vi brukt disse sterrelser som md1 for presisjonsgevinsten. .
Dersom utvalgsomr&dene holdes faste er det ikke mulig & redusere utvalgsfeilen mellom utvalgs-

omradene nevneverdig ved bruk av filtre siden denne utvalgsfeilen da har tilnzrmet konstant verdi.

Det beste en kan gjore i denne situasjonen er derfor & konstruere det filtret som minimerer

- 2
E {Vt " Vpi )}
Dette intuitive opplagte resultatet er formelt bevist i appendiks C. I vdr situasjon derimot kan vi

oppnd reduksjon av utvalgsfeilen mellom utvalgsomrddene siden ny utvalgsplan er tatt i bruk
pr. 1/1-75.

6. Robusthetsegenskaper

De modellene vi har identifisert og estimert pd grunnlag av data er spesialtilfeller av den
generelle modellen (kvartal er tidsenhet)

(6.1) by Xy ¥ Ay By Xy g ¥ oo+ A By Xy g

At hp gt T o5 g

hvor Xj og ¢j er parametre. Vi tenker oss nd at prosessen {Xt} genereres av denne modellen hvor

a t . . j .
parametrene AJ, ¢J og Var {}'t} er ukjente

La %t vere et vilkdrlig lineart filter av typen (5.2). Da er

e(%, - Xt}z -£{%, - Xt>2 x 0
0g

(6.2a) R0 = [E{?('t - Xt} 2 _ E{)?t - xt}zj/SZ

er et md1 for hvor mye vi taper i presisjon ved & bruke %t istedet for ﬁt' Tilsvarende er

_ v 2 - s _ 2 2 _
(6.2b) Ry = L E{xt Xt-j} - E{xt Xt-j} ]/ var {vt Vt-j}
et m&1 for hvor mye vi taper i presisjon ved & bruke %t- Qt-j istedet for Qt - it—j ved estimering
av endringen Xp © Xt—j‘

Anta nd at vi har estimert parametrene i modellen (6.1) men at disse estimatene avviker vesent-
lig fra de ukjente "sanne" verdier. Et viktig spgrsmd&1 er hvordan resultatene vi kommer fram til av-
henger av avviket fra de sanne verdier i parameterestimatene. Vi er spesielt interessert i hvor robust
filtrene Xg 09 Xg = Xy 5 som estimatorer for nivéet x, og endringen x, - Xg_j08r med hensyn pd feil
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i parametrene. La nd Qt betegne filteret som er beregnet pd grunnlag av de "gale" parameterestimat-
ene. Som md1 for robusthet bruker vi Rj definert ved (6.2). Formler for Rj er gitt i kapittel 8.

Dette formelapparatet kan benyttes for generelle modeller av typen (6.1) men vi har inn-
skrenket oss til spesialtilfellet

(6.3) A Xp = rdg Xg 4 +A(A4 Xi.q = Ty Xt-5) +ey

hvor

ey = 8y -~ oy g+ B(ay_gmaay g).

I denne modellen inngér de fem parametrene r, A, a, B 0g 02 = Var { t} De resterende parametrene
som inngdr i bestemmelsen av filtret er autokovariansfunksjonen for utvalgsfeilen. La s]] 0g 512

betegne utvalgsvariansene mellom og innen utvalgsomrddene for den nye utvalgsplanen, og la 531 0g sgz
vere de tilsvarende storrelser for den gamle utvalgsplanen. s? betegner var Vjt} ndr vi bare har én
utvalgsplan. Vi har ikke beregnet Rj for alle rimelige variasjoner av parametrene men bare sett pd noen,
til dels ekstreme avvik, fra de sanne verdier for & f& et grovt bilde av hvor store og hvilke typer

feil som er av betydning. I tabell 8, 9, 10 og 11 har vi bare tatt hensyn til utvalgsfeilen innen ut-
valgsomrédene dvs. vi har behandlet situasjcnen hvor utvalgsomrddene holdes faste og hvor autokorrela-
sjonen for utvalgsfeilen mellom utvalgsomrédene er 1ik 1. La R = (1, P12s Pons ...) vare vektoren som
definerer autokorrelasjonsfunksjonen for utvalgsfeilen innen utvalgsomrddene. I tabellene lar vi R2

vere 1ik henholdsvis gé, Qé' 0g Qé" som er definerte i tabell 6.

I denne tabellen har vi for en gitt modell for Xy sett pd hvordan feil i korre]asjonsstrukturen
for utvalgsfeilen pdvirker "utsagnskraften" for filtrene. "Korrelasjonsvektoren" P2 ligger ner den
v?rkelige "korrelasjonsvektoren" for mange av variablene som estimeres i AKU. Korrelasjoqsvektoren
P2 representerer korrelasjonsstrukturen for utvalgsfeilen ved sammensatt estimering ndr pp er korrela-
sjonsvektoren for den "opprinnelige" utvalgsfeilen. For enkelte variable i AKU er utvalgsfeilen til-

nermet ukorrelert og korre]aSJonsvektoren i denne s1tua530nen har vi betegnet Po

Anta nd at p2 er den sanne parametervektor men at p2 brukesi stedet. Da viser tabellen at
vi fért11 dels betyde11g pres1SJonstap, spesielt gjelder dette for estimering av &rlige endringer.
Dersom pp er sann verdi og ) anvendt verdi fdr vi noe presisjonstap ved estimering av nivder, mens
vi derimot far gket presisjon ved estimering av endringstall.

For P2 0g pz som henholdsvis sann og anven?t verdi er dett11 dels betydelig presisjonstap
men dette pres1sgonstapet reduseres vesentlig nér 02 byttes ut med p2

Fra tabell 7 og 8 konkluderer vi at feil i parametrene for rest]eddet ey har liten betydn1ng
Tabellene viser for gvrigat for estimering av endr1nger vil en f& pres1saonsgev1nst dersom o /522
underestimeres mens det motsatte er tilfelle nar o /s2 overestimeres.

Tabell 9 viser at feil i den autoregressive parameteren r har stor betydn1ng mens feil i
parameteren X har uvesentlig betydning dersom A ikke er stor. Er A nar 1 betyr det at {:A] 4 t:}
er "nesten" ikkestasjonar. Vi ser av tabellen at vi i denne situasjonen far presisjonstap for estimering
av nivéd mens vi fir presisjonsgevinst ved estimering av endringer.

Vi har ogsd gjort noen f& robusthetsstudier (Tabell 10) ndr vi tar hensyn til utvalgsfeilen
mellom utvalgsomrddene og til endringen av utvalgsplanen. Tabellen antyder at filteret er robust
selv n&r parametrene avviker betydelig fra de sanne verdiene.



12
(1, 0.43,

Tabell 6. Robusthet overfor feil i parametrene for {y } ndr r =1, x =009 g = 0,5, p, =
[N} Zt ’\;2

0, 0.2, 0.4, 0.19),p, = (1, 0.51, 0.18, 0.23, 0.47, 0.23, 0.06, 0.08, 0.1, 0.03), 0,
(1,0, ... ) N "
Sanne Anvendte
Tidsrekkenes verdier verdier
lengde, ar 272 o 722 - R Ry Ry R3 Ry
2 £2
3o, 0,02 Qéll 0,02 gé 0,1 0,15 0,11 0,11 0,09
b i, n i " N 0,08 0,10 0,09 0,14 0,18
B v, " " n " 0,07 0,09 0,08 0,11 0,13
6 e, n . " " 0,06 0,06 0,07 0,10 0,14
3 i, " gé " Qéll 0,06  -0,02  -0,01  -0,02 0,03
b i, " i " i 0,05  -0,02  -0,01  -0,03  -0,01
5 e " " " " 0,06  -0,02  -0,01  -0,06  -0,03
6 v, u " " " 0,04  -0,02  -0,01  -0,03  -0,04
3., 0,03 o, 0,02 o, 0,01 0,00  -0,01  -0,01  -0,04
b i, " " " " 0,01 0 -0,02 0,01 0,02
5 e, ! l " " 0,01 0  -0,01  -0,01  -0,02
6 e, n " " n 0,01 0 -0,02  -0,01  -0,02
3 i, " oy z op 0,07 0 -0,020  -0,04 0
b e, n n " " 0,08  -0,01  -0,02  -0,03 0
5 et " " " " 0,00 -0,02  -0,02  -0,04  -0,04
6 v, n : " " 0,06  -0,01  -0,02  -0,04  -0,06
3 i, 0,05 p, 0,05 2;' 0,25 0,40 0,29 0,11 0,30
4 i, Z n " i 0,16 0,24 0,15 0,12 0,32
5 e, " L " " 0,18 0,28 0,21 0,11 0,34
6 o, " " " " 0,17 0,27 0,22 0,10 0,33
3o " " . 0,00 0,8 0,08 0,01 0,09
b i, l i " z 0,02 0,07 0,04 0,01 0,04
5 e, n n " " 0,02 0,06 0,04 0,01 0,08
6 o, n z " " 0,03 0,08 0,05 0,01 0,08
Tabell 7. Robusthet overfor feil i parameteren oz/sg ndrr=1,a=2x=0, 8 =0.5, P2 ﬁé
Tidsrekkens , 02/52 R R R R R
lengde, &r Sann Anvendt 0 1 2 3 4
verdi verdi
3 ., 0,001 0,1 0,004 0,02 0,02 0,03 0,05
b, n z 0,01 0,03 0,02 0,03 0,05
5 el " ! 0,02 0,04 0,04 0,05 0,08
6 v . n 0,04 0,04 0,05 0,06 0,09
3 .. 0,1 0,001 0,005 -0,02 -0,02 -0,02 -0,03
4 i, " Z 0,02 -0,03 -0,02 -0,02 -0,03
5 s " n 0,04 -0,03 -0,03 -0,03 -0,03
6 e, z z 0,08 -0,04 -0,03 -0,04 -0,04
3 e, 0,01 0,1 0,003 0,02 0,03 0,03 0,04
4 i, n " 0,01 0,03 0,02 0,03 0,04
5 verniiin. z " 0,02 0,04 0,03 0,04 0,07
6 e, " " 0,03 0,04 0,04 0,05 0,08
3, 0,1 0,01 0,004 -0,02 -0,02 -0,02 -0,03
4 o, " z 0,01 -0,02 -0,02 -0,02 -0,03
5 v, " n 0,03 -0,03 -0,02 -0,03 -0,03
B e, n " 0,06 -0,04 -0,03 -0,04 -0,05
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Tabell 8. Robusthet overfor feil i parametrene for {?t} ndr r =1, A =0, Po = Py
v v

Tidsrekkens , ganne verdier 2An\zrendte verdier RO R] RZ R3 R4

lengde, &r o /s2 a B o /s2 a 8

K S 0,08 0 0,9 0,08 0 - 0 0 0 0 0 0
4 il " " " " " " 0 0 0,01 0,02 0,03
PR " " " " " " 0,01 0,02 0,02 0,03 0,04
6 ceiiiiinn. " " " " " " 0,03 0,04 0,03 0,05 0,08
3, 0,01 " 0 0,05 0 0,9 0 0,01 0,01 0,01 0,03
4 oo, " " " " " " 0 0,01 0,01 0,01 0,01
B o " " " " " " 0 0,01 0,01 0,01 0,02
6 oiviennn. " " " " " " 0 0,01 0,01 0,01 0,02
3 i, 0,05 0,5 0,8 0,05 0 0,5 0 0 0,01 0,01 0,01
4 ..., " " " " " " 0 0,01 0,01 0,01 0,02
5 ciiiiine. " " " " " " 0 0,01 0,01 0,02 0,02
6 v, " " " " " " 0 0,01 0,01 0,02 0,03

Tabell 9. Robusthet overfor feil i parametrene x, r og cz/sg ndr g = 0.5, o = 0, og P2 = pé
Y

Tidsrekkens ganne verdier Agvegdte verdier : R R R R

lengde, &r o /s2 A r o /s2 A r 0 1 2 3 4

3 i 0,02 0 0,7 0,1 0 1 0,2 0,06 0,06 0,16 0,36
4 i, " " " o " v 0,25 0,06 0,06 0,15 0,33
5 i " " " " " " 0,25 0,06 0,07 0,13 0,30
6 v " " “ " " " 0,25 0,06 0,07 0,13 0,32
3 e " " " 0,02 " " 0,25 0,05 0,07 0,13 0,32
4 ... " L. " " " 0,24 0,04 0,05 0,12 0,26
5 i " " n " nooow 0,23 0,04 0,04 0,09 0,21
6 i, o " " " " " 0,20 0,03 0,04 0,08 0,18
K I " " 0,8 " o " 0,24 0,04 0,07 0,13 0,32
4 .. " " " " " o 0,23 0,04 0,04 0,11 0,26
5 e " " u " nooom 0,22 0,04 0,04 0,09 0,21
6 v .. " " " " " " 0,18 0,03 0,03 0,08 0,15
K U 0,05 0,5 1 0,05 " 1 0 0 0 0,01 0,01
4 ol " " " " " " 0 -0,01 -0,01 -0,02 -0,02
5 tiiiiiiian " " " " " " 0,01 -0,01 -0,01 -0,02 -0,03
B e " " " " o " 0,02 -0,02 -0,02 -0,03 -0,05
3 . 0,05 0,9 1 0,05 0 1 0 -0,01 -0,01 -0,01 -0,03
4 ool " " " " " " 0,02 -0,02 -0,02 -0,04 -0,06
5 e u " " - " " 0,07 -0,03  -0,03 -0,05 -0,09

6 i, ! " ! ! " ! 0,15 -0,03 -0,04 -0,06 -0,11
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iq s 2 2 2 2,.2 - -
Tabell 10. Robusthet overfor feil i parametrene sf], S12s Sp1 09 S3p ndr o /s]2 = 0,05, 8=0,5, « = 0,

Py = P2 og autokorrelasjonen mellom utvalgsomrddene er 1ik 1.

Tidsrekkens Sanne verdier Anvendte verdier R R R R R
lengde, &r S s% 52 s2 sd 52 52 52 0 ! 2 3 4
2 21 22 11 12 21 22

5 ciiiiiin., 1 1 1 1 0,3 1 0,3 1 0,06 -0,01 -0,01 -0,02 -0,04
6 ..., " " " " " " " " 0,05 -0,01 -0,01 =-0,03 -0,06
5 i, 0,3 1 0,3 1 1 1 1 1 0,05 0,01 0,01 0,02 0,04
6 ..o " " " " " " " " 0,05 0,01. 0,02 0,03 0,06
5 i, 0,1 1 0,3 1 0,3 1 1 1 0,01 0,01 0,01 0,01 0,02
6 ..o . " " " " " " " " 0,01 0,01 0,01 0,01 0,02
5 ciiiin... 0,3 1 1 1 0,1 1 0,3 1 0,01 0 0o -0,01 -0,0%
6 it " " " " " " " " 0,02 -0,01 -0,01 -0,01 -0,02
7. Filtrering og prediksjon for Arbeidskrattvariable .

For beregning av de optimale filtre trenger vi estimater for parametrene i modellen for {Xt}‘
Sysselsettingstatistikken (fra 1970 og bakover) gir imidlertid ikke opplysninger om selvstendig narings-
drivende, sysselsatte fordelt etter alder og andre variable som vi er interessert i & estimere i AKU.
Tidsrekken av AKU-estimater er forelgpig for kort til & brukes til modellestimering. Fra robusthet-
studiene ovenfor kan vi imidlertid slutte at vi kan bruke svart upresise anslag for modellparametrene
og fremdeles fd en vesentlig presisjonsgevinst ved metoden.

Videre er det rimelig & tro at det normalt er en viss "treghet" i bevegelsene for de fleste
arbeidskraftvariable slik at 02 ikke er svert stor.

Tabell 11. Filterkoeffisienter 1975-1978

Koeffisient- 1975 1976
indeks T.kv.  2.kv.  3.kv.  A.kv.  T.kv.  2.kv.  3.kv.  A.kv.
0 et 0,368 0,395 0,438 0,492 0,446 0,470 0,503 0,506
T o 0,163 0,291 0,347 0,400 0,441 0,357 0,390 0,425
2 i 0,151 0,175 0,242 0,304 0,296 0,232 0,220 0,219
3 i 0,051 0,113 0,136 0,212 0,255 0,194 0,162 . 0,187
b i 0,198 0,230 0,346 0,406 0,567 0,486 _ 0,533 0,569
B e 0,099 0,130 0,188 0,309 0,377 0,453 0,406 0,483
B i, 0,032 0,018 0,103 0,164 0,279 0,265 0,332 0,365
7 e . -0,014 0,012 0,101 0,160 0,194 0,199 0,283
R 0,163 0,213 0,289 0,264 0,377 0,423
O 0,161 0,182 0,204 0,210 0,336
10 ceieeiiininnn, . 0,061 0,052 0,144 0,187
L I S 0 0,038 0,130
12 et 0,161 0,207

13 ....0.e, Ceieeeisans 0,157
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Filterkoeffisienter 1975-1978

Koeffisient- 1977 1978
indeks T.kv.  2.kv.  3.kv.  dukv.  1.kv.  2.kv.  3.kv.  d.kv.
0 tiriiii e 0,460 0,469 0,494 0,500 0,471 0,497 0,518 0,524
L 0,397 0,367 0,380 0,408 0,404 0,376 0,403 0,423
2 e 0,191 0,195 0,207 0,217 0,209 0,205 0,208 0,221
3 e 0,137 0,115 0,142 0,153 0,151 0,129 - 0,137 0,145
b4 i 0,504 0,527 0,578 0,597 0,544 0,562 0,591 0,603
D i 0,502 0,414 0,466 0,514 0,500 0,455 0,484 0,517
B i i 0,347 0,293 0,296 0,321 0,295 0,304 0,318 0,335
7 ool e 0,310 0,252 0,237 0,251 0,239 0,209 0,245 - 0,260
8 e 0,526 0,458 0,517 0,529 0,440 0,489 0,544 0,568
P 0,379 0,422 0,389 0,457 0,432 0,328 0,403 0,455
10 ot 0,275 0,262 0,322 0,323 . 0,283 0,204 0,206 0,240
L B N 0,175 0,200 0,211 0,278 0,248 0,173 0,148 0,164
12 i 0,255 0,241 0,344 0,371 0,432 0,348 0,39 0,405
13 i 0,172 0,188 0,196 0,303 0,313 0,324 0,284 0,345
14 o 0,062 0,059 0,139 0,162 0,218 0,189 0,228 0,228
15 i 0,013 0,050 0,128 0,139 0,139 0,139 0,190
16 i iiiienenn, 0,142 0,179 0,210 0,183 0,261 0,282
17 0,137 0,144 0,144 0,142 0,227
18 i 0,045 0,037 0,098 0,114
19 o 0 0,027 0,088
20 i 0,111 0,141
21 e 0,108
Tabell 12. Sysselsatte etter hovednaring. 1000 Riestimater Yt 09 filterestimater Qt
iigggiﬂtz Industri ggaft Bygge- X§:§e1, Egiﬂﬁ?gﬁt’\iigingg; 22;:’09
ﬁ;ﬁke o9 berggerk vann- an?gggsv. h0§§1] €°?ﬁ-°9 Sferings'fgéxsgte- fotal
gst fors. rest. elekom.  yipk. vting
1.kv. 1975 Yg veeen 166 415 18 141 255 155 69 444 1663
1.0 " >“<t ..... 164 407 18 142 267 157 72 436 1663
2. " " Vg woeee 176 423 17 149 257 ' 161 72 456 171
2. " ! %t ..... 171 420 17 150 267 161 72 437 1695
3. " Vg weven 184 422 19 146 264 158 76 430 1699
3. " Qt ..... 178 421 18 152 265 163 75 421 1693
4. " " Vg voeee 163 407 16 153 269 150 75 465 1698
4. " ! it ..... 161 409 18 152 266 157 76 458 1698
1. " 1976 Vg woeee VAl 404 20 146 290 153 77 469 1730
1.0 " it ..... 164 405 19 144 284 155 78 462 1711
2. " " Vi veene 176 421 20 148 295 160 73 479 1772
2. " " ﬁt ..... 170 419 19 149 290 159 75 464 1745
3. " . Vg voee 180 432 17 145 271 166 83 475 1769
3.0 " it ..... 176 424 18 151 278 164 80 457 1746
4. " " Yp voees 169 424 18 150 303 158 83 500 1805
4. " "Xy e 162 418 19 151 293 159 81 490 1774
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Tabell 13. Personer i arbeidsstyrken etter kjenn og alder. 1000. Rdestimater Yt 09 filterestimater it

16-29 &r 30-49 &r 50-74 &r I alt

M K M K M K M K
Tokv. 1975y e, 276 190 429 241 361 193 1066 624
L P 279 192 430 238 356 193 1066 623
20" Y e 301 214 429 252 359 197 1089 663
e 297 207 428 244 359 191 1084 642
R 305 214 427 248 354 198 1086 660
e S 309 208 428 242 355 191 1092 641
L P 304 211 428 257 345 200 1077 668
T P 303 210 427 254 344 196 1072 660
T 1976 yy e, 278 201 442 265 361 216 1081 682
L 279 - 200 437 256 356 208 1072 664
200" Y e 303 223 443 266 364 208 1110 697
2. " R P 300 217 439 259 361 202 1100 678
300" Y e 305 217 445 271 355 212 1105 . 700
R R 310 215 441 262 355 205 1104 682
L P 303 226 444 286 352 222 1099 734
400" " Ry 302 222 401 276 348 212 1091 710

Tabell 14. Relativ reduksjon i forventet kvadratavvik

of/s2 o« 0 r A My M, My M, M,
3 0,02 0 05 o, 1 0 0,27 0,50 0,49 0,48 0,48
B oo, " " " o " " 0,3 0,60 0,59 0,59 0,60
B e " " " " " " 0,43 0,66 0,65 0,65 0,65
B e, ! " " " 0,48 0,70 0,70 0,70 0,70
3 e 0,03 " n pé' " " 0,20 0,36 0,43 0,43 0,39
B oo, " " " " " " 0,27 0,45 0,53 0,54 0,48
B e " " " " " " 0,33 0,50 0,60 0,60 0,56
B e, " " " " " " 0,38 0,55 0,65 0,65 0,61
3 e 0,02 " " Qé" " " 0,53 0,67 0,65 0,58 0,68
B i, " " " " " " 0,61 0,75 0,73 0,68 0,77
B e, u " " “ " " 0,67 0,79 0,78 0,74 0,84
B e, " " " " " w 0,70 0,8 0,81 0,78 0,87
3 0,001 0 0,5 pé u “ 0,28 0,50 0,46 0,45 0,50
B o, W W M " » 0,3 0,61 0,60 0,60 0,59
B e " " " " " w 0,45 0,68 0,67 0,68 0,68
B e " " " " " “ 0,51 0,72 0,72 0,73 0,73
B 0,05~ " " " " " 0,26 0,48 0,49 0,48 0,45
B i, " " " " " " 0,3 0,58 0,58 0,57 , 0,54
5 e " " " n " " 0,40 0,64 0,64 0,63 0,62
B e n " " n " " 0,44 0,68 0,68 0,67 0,66
3 0,1 0 0,5 o, 1 0 0,25 0,45 0,46 0,44 0,43
b i " " wo " " 0,3 0,56 0,55 0,53 0,50
B s " " " "o " “ 0,37 0,61 0,61 0,59 0,56
B s " W " " “ 0,40 0,65 0,64 0,63 0,59
3.0 SRR 0,02 0 0,5 " 0,7 o 0,59 0,5 0,54 0,61 0,88
B viiiiiiiiiii. .. " " e o “ 0,61 0,63 0,63 0,71 0,89
B s u u " " " " 0,67 0,69 0,69 0,75 0,92
6 .un... e u " " n " " 0,69 0,73 0,73 0,79 0,93
3 0,06 0 0,5 " 1 0,9 0,25 0,47 0,46 0,44 0,43
B i, " " " e " 0,30 0,54 0,53 0,51 0,48
B e " " " " " “ 0,32 0,57 0,5 0,54 0,52

B e " ! ! " ! " 0,33 0,59 0,58 0,55 0,53
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Tabell 15. Total relativ reduksjon i forventet kvadratavvik ndr « =0, 8 = 0,5, r=1, 2 =0 02/512 =
0,05 og P2 = QZ

Tidsrekkens lengde 5%1 5?2 Sgl 322 MO M] M2 M3 M4
B e 1 1 1 1 0,31 0,66 0,64 0,61 0,57
B e n u n. " 0,33 0,68 0,67 0,63 0,58
B e 0,3 1 0,3 1 0,32 0,66 0,65 0,63 0,62
B e ! r y ! 0,3 0,69 0,68 0,66 0,63
B 0,3 1 1 0,31 0,67 0,65 0,63 0,63
B e " n " d 0,31 0,69 0,68 0,66 0,64
B e 0,1 1 0,3 1 0,37 0,67 0,66 0,64 0,64
B e u " " n 0,3 0,70 0,69 0,67 0,67

Tabell 16. Relativ reduksjon i forventet kvadratavvik ndr en foretar sammensatt estimering faorst.
@ =0,8=0,5r=1,1%=0o0gc’/s5 = 0,02

Sammensatt estimering . Total variansreduksjon
Tidsrekkens lengde 0 Niva- KvartaTls- ArTig M M M
tall endring endring 0 1 4
O o 0,75 0,87 0,82 0,27 ~ 0,41 0,48
v
b e e " " " " 0,36 0,51 0,58
A AP " " " " 0,44 0,58 0,68
B e e e " " " " 0,51 0,63 0,74

Vi har valgt & benytte felgende parametre til beregning av filterkoeffisientene: o = 0,
2,2 2 2 2 2 2 2
= 959 =-l = E] = t] E] = t] = E] ’ E] = b = b 0'4390’0'23 0'4’
g=0,5,r »=0,0 /'s]2 0,05 ST 0 2512 S51 0 5522 1 2512 220 P2 (1
0.19) og autokorrelasjonsfunksjonen mellom utvalgsomridene konstant 1ik 1 for den gamle og nye utvalgs-
planen. De beregnede filterkoeffisienter er gjengitt i tabell 11. Tabell 12 og 13 gir estimater for
henholdsvis sysselsatte eller naring og personer i arbeidstyrken etter kjenn og alder beregnet ved

hjelp av tabell 11. Denne estimeringen foregdr ved & beregne

v

0 3 (Ygmj = Yool = Yeoja * Yioj-s)

N'M =S

i, (0) -
J

for hvert kvartal t hvor “j er filterkoeffisientene.
Xt (0) = yt - Ve (0)

er nd det nye "filterestimatet" for Xy I beregningene har vi brukt AKU-estimatene fra og med 2.
kvartal 1972 til og med 4. kvartal 1976.

Disse filterestimatene avviker en del fra de offisielle estimatene for neringene Varehandel,
hotell og restaurant, Off.,sos. og privat tjenestéyting, Transport, lagring m.v. og samlet antall sys-
selsatte. For de andre nzringene er det liten forskjell i de to estimatene. Ser vi pd samlet antall
sysselsatte ser vi at filterestimatene 1igger systematisk lavere enn AKU-estimatene. Dette er en
folge av at filtermetoden har en utjevningseffekt. Den samme tendensen finner vi ogsd for kvinner i
arbeidsstyrken etter alder.

Tabell 14 gir presisjonsgevinsten ved metoden for ulike verdier av parametrene. Her har vi
ikke tatt hensyn til utvalgsfeilen mellom utvalgsomradene slik at tabellen bare gir relativ reduksjon
av variansen innen utvalgsomrddene. Vi ser at for en tidsrekke av observasjoner pd 6 &rs lengde
ligger variansreduksjonen p& mellom 40 og 70% for nivatall ndr » = 0. Nar X = 0.9, dvs. at prosessen
{A] by xt } er n&r ikke-stasjonaritet,har vi fremdeles en variansreduksjon pd ca. 30%. Sterst reduk-
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sjon far vi nér p2 =py dvs. n&r utvalgsfeilen ikke er autokorrelert og nér r < 1 som betyr at

{A4 t} er staSJonar For endfiqgstall er variansreduksjonen betydelig, mellom 60 og 90% (ndr X = 0)
og stgrst ndr r <1 og 2 =Py - N&r det gjelder presisjonsgevinst ved endringstallestimering kan
tabellen gi et noe misvisende inntrykk. Forholdet er jo at Var {vt - Vt-j} »J=1,2, .. er betyde-
1ig sterre ndr autokorrelasjonen for utvalgsfeilen (innen utvalgsomrddene) er null enn nér denne er
positiv. De hpye verdiene av Mj nar pp = séll skyldes derfor tildels at utvalgsvariansen til "rdesti-

matet" Yt Yi-3 har gkt.

I beregningene som ligger til grunn for tabell 15 har vi tatt hensyn til Byréets totrinns
utvalgsplan og overgangen til ny utvalgsplan i 1975. Den totale variansreduksjon for nivdtallsesti-
mering ligger pd mellom 30 og 40% og for estimering av endringer er reduksjonen stort sett av samme
storrelsesorden som de tilsvarende verdier i tabell 14.

Tabell 16 gir presisjonsgevinsten nar vi foretar sammensatt estimering forst og deretter bruker
filtermetoden pd de sammensatte estimater. (Her har vi ikke tatt hensyn til utvalgsfeilen mellom ut-
valgsomrédene). Dersom tidsrekken har en lengde pd minst tre &r tyder tabellen pd at vi fér ingen
ekstragevinst ved & kombinere disse metodene. For kortere tidsrekker derimot far en liten presisjons-
gevinst ved & bruke filtermetoden. Da vil det vare aktuelt & bruke sammensatt estimering.

Vi har ogsd beregnet prediktorer og prediksjonsintervall for 1, 2, 3 og 4 kvartaler fremover.

I disse beregningene er det ikke tatt hensyn til endringen av utvalgsplanen og de er derfor ikke gJen-
gitt her. Programmet som beregner koeffisientene i prediktorene vil imidlertid bli modifisert sTik
at det tar hensyn til denne endringen. )

Beregningene tyder pd at prognosen opptil to kvartaler framover har omtrent samme konfidens-
intervall som dagens rdestimater. Prognosen for mer enn fire kvartaler framover har svart store konfi-
densintervall og har fglgelig liten verdi.

8. Den matematiske teori for prediksjon av en tidsrekke ved hjelp av et endelig antall observasjoner
av_en annen

A. Problemstilling og definisjoner

I (I) utledet vi estimatorer (filtre), prediktorer og deres forventede kvadratavvik basert pé
et uendelig antall observasjoner Yir Ve +oo- Ved & anvende kompleks funksjonsteori oppnddde vi
formler p& en forholdsvis kompakt form som delvis kan beregnes numerisk for h&nd enskjent dette er en
tidkrevende operasjon. I dette kapitlet skal vi utlede tilsvarende resultater ndr vi bare har et

endelig sett observasjoner Yir Yeopo I motsetning til (I) skal vi n& vise hvordan estima-

s Yiom
torer, prediktorer og deres forventede kvadratavvik kan utledes ved hjelp av den tradisjonelle tecrien
“for minste kvadraters metode. De formlene som derved oppnds er uttrykt ved matriser som er velegnede
for programmering. Noen av disse matrisene er egentlig uendelig-dimensjonale men de kan tilnzrmes

ved endeligdimensjonale matriser med dimensjoner som ikke gir utover datamaskinens kapasitet. Vart
problem er altsd & predikere X4 2>0, pd grunnlag av Yis Yeo1o oo Yiop? der

(8.1) Vi = X t Vg
(I dette kapitlet vil vi for enkelthets skyld benytte betegnelsen prediktor ogsd ndr £ = 0). Utvalgs-
feilen Vi har forventning null og er ukorrelert med Xy Vi antar at <Vt} er stasjoner og vi vil til-
passe teorlen til det tilfellet at det er brudd i autokorrelasjonsstrukturen til { t} Dette er
situasjonen i var anvendelse fordi Byrdets utvalgsplan ble endret i 1975.

I samsvar med definisjonene i (I) kapittel 6 innferer vi operatorene

A = By (B) =1 -8B

1 ndr r=-1

- = 5 - -
¥ = ¥(B) = (1 + ¥y B+ ..+ ¥ B Y(1 + r(1 a]r)B) > %1+ = 10 ellers
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5

<
]
-
—_
joe)
~
|

=1+ 1 B+ ..+ ¢5 B

w=u(B) =24, (B) (1+rs, . B),re[-1,0]

hvor B er den baklengse skiftoperator, B Xp = X1 Dersom B erstattes med en kompleks variabel z

blir y(z), ¢(z) og u(z) de karakteristiske polynomene til de respektive operatorene. ¢(z) og ¢(z) har
rotter som ligger utenfor enhetsirkelen hvilket medforer at de respektive operatorene er invertible.
Vi definerer autokovariansfunksjonen

gjw = gjw(t) = cov<:wt, wt-j} s J=..=-1,0,1, ..
til en vilkérlig prosess <Wt> og vi lar

_ T
(8.2) Ew = ( Yow* Jw® Yow? o)

0g
- J
(8.3) G, (z) = j:Ew 9 2

vere den generende funksjonen til autokovariansfunksjonen for{y{) Her betyr T transponert. Vi antar i
dette kapitlet at{ ﬁ}genereres av modellen

(8.4) YHXy = Xy + (r+¢1) A4xt_] + ..+ (r¢4 + ws) A4xt_5
= ¢at = at + ¢.| at-] + ..+ ¢>5 at_5

hvor prosessen {a,) er en "hvit-stoy" prosess, dvs. en ikke autokorrelert stasjoner prosess. a_ har
P %t t

forventning null og varians 02.
La videre
X

t T MR Vg T WY 09V = wvy

Med denne notasjon fér vi fra (8.4) at

WXy = Ay
_ Siden y var antatt invertibel blir {Xt }stasjonar. Lar vi eksempelvis

v = 1-28" -

og
= (1-0B) (1-88%=1-aB - g8* + op8®

ser vi at modellene som ble studert i kapittel 3 er spesialtilfeller av (8.4). I felge sammenhengen
mellom modelloperatorer og genererende funksjoner (se (I) side 13 og 14) har vi

(8.5) 6" ;)= ¢(2) ¢ (2 2
v (z) w(z))
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B. Matrisefunksjoner

Vi skal her innfere en type matriser som viser seg & gi hensiktsmessige formler for predik-

torene og deres forventede kvadratavvik.

Til en vilkérlig Laurentrekke (dvs. en potensrekke i z og i z'1

)

h(z) = % hs 23
j:—w

definerer vi operatorene
S S i ©
Ch@ 33 = 2 ong 2 oy [hea) ], = [ne I¢7
Videre definerer vi vektoren h tilhgrende h(z) ved

Q = (h h], .. )I (uendeligdimensjonal),

O,

operatorene Pk 0g Qk ved

_ T
Pkpl"(ho, h']s e hk )3
_ T
G h= (0000 s gy o)
0og matrisene Mrk (Q) og Skr (h)  ved
— . W‘
o
hy Mo
r+l
M, = _ T
rk . s SkY‘ (Q) - Mrk (,Q)
hr hO 0 :
_ J
k+1
Vi ser at disse matrisene er invertible dersom r = k og h0 + 0. Dersom a(z), 8(z) og v(z)
er potensrekker slik at .

Noen ganger vil vi operere med vektorer hvor bare en del av komponentene er definerte. Det er
da underforstdtt at de udefinerte komponentene er 1ik null. For eksempel kan Pk Q bety

(hgs Nys -+ hys 05 0, oou )
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enkelte steder. Setter vi

s ()= [Le Iy @H1,
finner vi analogt til (8.6)

(8.7) &, =5 P

Sk kB=S (Pey )P B8,

kk () ~
La oss nd& se hvordan vi kan bruke denne forma]ismeh til & uttrykke Ex‘. La

-1

vy (2) =¢ (2) v (2)

Fra (8.6) far vi

Mok (8) P = Ped
hvilket medferer at koeffisientene i [ ¢ (z) ¢'1 (z) ]ék) er gitt ved vektoren

M () P b
kk ‘3’ kAt
Bruker vi (8.7) ser vi at koeffisientene i rekkeutviklingen for

H«» (z)}(k) o (7)) ]
v (2) 0 [ (Z-‘I—)— +

kan uttrykkes ved vektoren

-1 -1
Sek Mk (0 Py M () P

Siden vi ifelge (8.5) har

[6' ()], = % Tim {[i ; ](()k) M_Zjll}
+

k—)-m

far vi

G2 . -1 -1
(8.8) & =olim Sy {(Mk () P g Mg () Pe

C. Line®r prediksjon

Vi skal i dette avsnittet utlede det generelle formelapparat for den beste linezre prediktor

n
. X = . (2 ., >0,
(8.9) & (v) RS (2) vy » 220

for Xt4n ved tidspunkt t. Den beste prediktor betyr i v&r forstand den prediktoren som minimerer for-
ventet kvadratavvik

,E{’A‘t (2) - "t+z}?

Vi skal se at vi med visse tillempninger kan benytte den tradisjonelle teorien for minste kvadraters
metode. Siden {xt} ikke er stasjoner m& vi modifisere minimeringsproblemet.
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Dersom & = 0 er dette enkelt. Vi kan da innfore
Vt (0) = yt - Xt (0)
som gir
A 2 N 2
E{Xt (0) 'Xt} = E{Vt (0) ~v, )%

Side%:vé(n’stasjonar‘ma Qt (0) folgelig vare en funksjon av den stasjonzre prosessen
(}é}. La oss se pd det generelle tilfellet. Vi har

xu1=(]'”)xu£+ Xern
. . . . 9
N& vil (1 - ) x¢, , vare en funksjon av prosessverdiene Xipgo1® Xpagops +++» Stikat (1 -wu)" x, o er
en funksjon av prosessverdiene Xps Xgo1s ...s.Fra likningen ovenfor far vi rekursivt
_ _ 9 2 =1 Jjoo
Xppg = (1 “)Xuz+j%(]'“)xu2'

Definerer vi Qt(l) ved

(8.10) Ry(2) = (1 - w) Py, - V(n)

der
~ n 1
vt(z) = jio J( ) yt-j , n=m-4 $1p
far vi
a 2 % N
E{xtﬂ - xt(z)} = E{(l S W) X - (1 -0t Xppg = Upyy(2) + vt(z)} 2
R 2
=t {Vt(g) 'l‘t+z(£)}
der

2-1 .
v, - = (1 -w)dx

t . t > ,
0 @
for ¢ 2 1. Bade {vt‘}og<:ut} er stasjonare prosesser slik at Qt(l) blir en funksjon av {yt_}.
Innforer vi vektornotasjonene

(8.11) up () = (1= w)* |

v (2) = (vp (205 vy (1), oon)],
T T
Yo = (Vg Yeops Voo X m g Xpaps o)
0g
.
V, = Vys V N
Ve = (Ve Vi )
far vi

x) Dette trenger egentlig et bevis.
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Med denne notasjonen far vi

E {”tm (2) - X(l)T Py X:c } ? < Var {“t (1)}

T
-2 (s E{Pn Yo Uees 0 3+ 0T E(R yt (P, X)}X(“
N3 er
n ) m i
X (2 . = .o.ov. (2 .
j=0 U3 Ve 1203‘20 Hag vy () Ve
hvilket medfgrer at
T
(8.12) v (1) Poove = [M (u) v (2)] Py
- T,
=y (8 Sy (w) Py Yt

Herav folger det at

Te(R )y 0 -y

aY

Snm (R) E {?mxt (met)T} Mon (1) ¢ (2)
0g
TE{Pnz; Uyl M)} = E{P Up,, ( ”}

T

Y’ s @ ECR v, (1)

Lar vi

_ T ! T
(8.13) Wyp = Spp ﬁ E{;Pm Vi Pm Yt } Man (8) + E {Pn Xt Pn (X¢) }’

(8:14) Wy, (9 = S0 () E(Pveug, (1) )+ E{P, ét Upyg (1))0g Wyp (2) = Wy (1)

fér vi etter en enkel omforming

1

E{ugye (0 -y 7Py {;}=Va‘”{ (2) } = Hyy (1) My Wy (%)

F o 0T =iy (2) Wyy! ) Wy Cy (00T = oy () Hop! )Y,

Under antagelsen at w22 er positiv definit oppndr uttrykket ovenfor sitt entydige minimum ndr

(8.15) v (2) = W' Uy, (2)

med forventet kvadratavvik

(8.16) min E{uM (9 -y () Xt}z = var{u, (9)} - Wyy (2) Hyp' Wyy (2)

T

= var{ut (0} -y (1) Hy, (@),
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Det gjenstér nd & finne w]z (%) og N22. Vi skal anta at ved tidspunkt t-k er det et brudd

ilkorrelasjonsstrukturen for Vi dvs. at Vioi 09 Vt—j er ukorrelerte ndr i<k og j>k. La G;I (z) og

GV (z) vaere de respektive genererende funksjonene som identifiserer korrelasjonsstrukturen for{:vt}
for og etter tidspunkt t-k. Siden

[ Eoe{vy 0w vy, zi](kl [Z—{L Eoe{v 0-w'y) Zi}(k)

F=c0 1==

' k
- [ o-v @b e @ jl( )

og koeffisientene i (1 - u (z))2 er gitt ved vektoren

2-1
My (- Q) QP

ndr r er stor nok, fér vi fra (8.6) og (8.7) at koeffisientene i

gan [ 27 (1 -uw @6, (2) 1=t - et sy @i, T, @ 1M )}é")

er gitt ved vektoren
1 l " -,
[ (STP (L) M (gv )+ Spr { My ( v Py L } M Q] k) Qq Progl

L
ndr r er stor nok hvor L er vektoren tilknyttet L (z) = z .
Y

Tilsvarende finner vi at
© ' 3 1 i -2 3 .
el e STa @ sl @
s1ik at koeffisientene i
n ) j o i
(8.18) .ZOE{Xt-i (- Xt+z} z
1=
kan uttrykkes ved vektoren

. . J -1 -
G' )t Spr {Mrr (Ql ﬁx P L } My Q1 5) Y Pr hj .

- lim P [ (Spp (k rr-(mx

r>

Siden elementene i E{,Xt Ugyp (R)} og E {xt Uprp (2)} er gitt ved de respektive koeffisientene i
(8.17) og (8.18) medfgrer utledningene ovenfor at for & > 1 er !

(8.19) w12 (2) = - Snm (k) Pk [ (Srr (k) Mrr (QL) * Srr<:Mrr (01 m; P L} ) M 1 ) Q1 Pr h:
T hm P [0Sy (0 Myg (8 + 55 (M55 (0 &) Py LA ()]

der r > 5¢ + m,
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o9 - 2-2 .
_ _ 1

=M G CA () + M (0 p )0 Pl ]

33 R LRy TR R TR

For 2 = 0 far vi

(8.19) N]Z (0) = Snm (x) P, G

La oss dernest utlede et uttrykk for W Siden

22"
E{-ét (x¢) } ij = 9%, 1i-41
far vi umiddelbart at
] YT :
(8.20) E{ Pn Xt Pn (X¢) } “Man (8 )+ Sy (0 G )

Tilsvarende far vi at

v
- 1 0 -
E{Pmmt mmt}" =V

0 V2
der
(8.21a) Vq =My (6 ) +5S, (Q§, )
og
(8.21b) Mop (8 ) *Spp (1§, ) sp=m-k
Lar vi

(8.22) V = Mkm

mm ( Qv ) * Snk ( Y gv
hvilket er en hensiktsmessig formel for programmering. Det gjenst&r n& bare & beregne var {ut (l)} .
Nar & = 0 er Up = vy som gir var {ut (0) } = 52. For £ > 0 kan gu uttrykkes ved matriseformler ana-
loge til de vi har utledet ovenfor.

Dersom modellen for <Xt} har formen

by by Xy =8y ady g - Bag g - aapg)
og vi antar at Py = korr {Vt’ Vt-j} =0 for j > 10 finner vi ved & bruke (8.11) etter noe regning

2

(8.23a) Var {u(1)} = % (3-20, + 20 - 255 ) + 0% (14 ) (1487

) ]

S2

(8.23b) Var‘<u(2)} = (15 - 1691 - 20 16p3 - 16p4 + 4pg + 2p6 - 4og + 298 )

+a ot (1l ) (1487
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2
(8.23c) Var{_u (3)} =7 (93 - 14p; - 180, + 11805 - 1205, + 420,

+ 2Bog - 480y + 30pg = hog ) + a° [ Bas + 68 ( 1+a’)

2 2 2

+ 6o (1487 ) + 15 (14 ) (1487 ) ]

2
(8.23d) var {u (4))= s (631 - 8080, - 1360, + 8647,

+ 352p5 + 216p6 - 448p7 + 31208 - 5699)

+ 02 [ 84 (1+a®) ((1+8%) + 920 ( 1482) + 84g ( 1+a®) + 1298 ]

Den fglgende setningen oppsummerer resultatene ovenfor.

Setning 1: Lla W]2 (%), w22 og V vare definert ved (8.13). (8.14) og (8.22).

den optimale linezre prediktor

n N T !

) 2
Xt (2) = (1 -w) Yeen - Vi (#) = (1 -w) Yo =2 (2) Pn Y
er gitt ved
v (2) = Wy Wy (2)
~ 22 12
og har forventet kvadratavvik
s 2 T
E(Ry(2) - %y, }2 = var {ug 0 ) -y (0T iy, ()
Korollar 2: For & =0 er
% (0) =y, v (0P v,
t t A n ~t
der
g '
x (0) = W22 Sam (5) P Ev :
Forventet kvadratavvik er gitt ved
o 2 _ 2 T !
E {Xt (0) - Xt} =S5 Ty (0)" Sy (1) Py 8,

Dersom a, og v, er normalfordelte er

(8.24) WV, (1) = E<‘ut+ﬁ () | Yo Ygogs -oos Yt-m}
0g
(8.25) E<;Vt (%) - U,y (z)} 2 _ Var{_ut+l (2) | Yer Yeo10 oo Yiem } .

Dette er velkjente resultater fra teorien for minste kvadraters metode.

Koeffisientene i
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D. Estimering av endringer

Estimering av endringen Xy = Xt-j kan gjores p& flere mater men vi skal bare betrakte den

naturlige estimatoren

By Ry (0) = %, (0) - ;t_j (0) = &

; v, (0)

Yy = b

J J

og beregne forventet kvadratavvik for denne. Vi trenger da et uttrykk for kovariansmatrisen
E{_Pm Vi 85 Ve } s3>tk

Siden

k - \
1§0 E {Vt—i oy Vt} 2' = [, (2) G, (2) ](k)

far vi at

(8.26) E{P ¥t BVl s DM (8 )+ S (08, ) 17 85

La oss nd sette v (0) = v (0, t) forvé betegne at prediktoren er beregnet for tidspunkt t.
Vi har da

b0, (0) =y (0, )]

! T !
j Pa Xt =X (0, t-3) P, Yi-j

4"

1T
A:) X (0, t-3) J Pn Y o

= [,\\" (0’ t) +Mnn (Q]'\/J

Innfarer vi
(8.27) eI (n, j) = v (0, t) + Mnn (Q] Qj) ¥ (0, t-j)

kan vi uttrykke forventet kvadratavvik for Aj Vt (0) ved T
N 2 ~ » 2
E {Aj Vi - Aj v (0)} = var{»Aj Vt} -2E {éj Vi (0) Aj Vt} + E {%j Vi (0)}
_ _ T T ' T
= mr{Ath> 2 (Wm(ﬁ)ﬁ) E{PthAjV&*'& E(}nétpn(éd }E

T T
My (W) 3 ) E {Pm Yt Pm Yt } Mon () % -
Herav fglger setning 3.
Setning 3:
N 2 _
E {Aj X, (0) By %y } = Var{_Aj Vt}

T ' ' T .
cm 2 (md) s () (M (6)) + Sk (97 6,)) Py Ayt T(n,3)" Wop x(nsJ).
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E. Robusthet

Parameterestimatene i modellene for{»xt> 0g {Vt} er ofte usikre slik at det er av vesentlig
interesse & studere hvor robust prediktorene er med hensyn p& feil i parametrene. La symbolet ~
betegne at parameterestimater er innsatt istedet for de respektive sanne verdier. Det "totale"

forventede kvadratavvik for Aj Vt (

E{a; ¥, (0) - o V) 2. Var {85 v} + E{AJ. v, (0)) % -2 E{; ¥y (0) 4 V)

0) kan skrives

v N
= var (s, Ve )2 (ma (y) ) E(Py ¥y 4 ve)
Voon,
- , -1 : LT ] o
+ l:Mnn () Mo (W J E{:Pn Xt P (X¢) } Man (1) Mgy (ﬁ) x

NooalT T n
* [Mm'r\l' () z E{Pm Yt Pm Yt }Mmﬁ’ (HJ)

A

Fra (8.20) og (8.26) f&r vi dermed

Setning 4:

2 v T
EQ ;5 Vt (0) - Iy Vt} = Var{\Aj Vt} -2 % (n,3)" Sw (ﬁ) M (8,)

' von T N -1 -1 NN A
O (G 8D P Ayt ()T Sy () Sy () Wpp Mo (1) Mo () 1 (Rod)

for j > 0 og j < k, hvor u og ¥ er slik at }(z)/u(z) enten er Tik 1 eller 1ik 8(2).

9. Sammensatt estimering

Et sammensatt estimat er en veiet sum av estimater ved flere tidspunkter som dels er basert
pd hele utvalget ved de aktuelle tidspunkter, dels p& den delen av utvalget som er felles ved flere
av tidspunktene. Metoden er behandlet blant annet i Dagsvik 1975.

I sammensatt estimering‘betraktes Xgs Xgops -+ SOM gitte. (Sekap.4).Det forutsetteralts&ikke noe om
sammenhengen mellom péfglgende verdier av prosessen {Xt> . La x, vare en sammensatt estimator for

t

Xy - Estimatoren xtx er slik at

(x|
(9.1) E var {xt | Xgs Xgo1o ...}
minimeres i klassen av estimatorer ;t som tilfredstiller

(9:2) E{¥, | xpo xpeps -} = %4

Det er nettopp denne bibetingelsen som ngdvendiggjer en oppsplitting av utvalget i flere deler. Fra
(9.1) og (9.2) f&r vi umiddelbart

(9.3) E{x* I x )= EE{x* | x Xt1 e

09
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Var{ x* | x, b= B Dvar{x* | xp xeops oo ) 1% ]
sVar [E(x | g xpops oo )1 %]
Det siste uttrykket er 1ik null slik at
(9:4) var{x.* | x,}=E [ var{ x| xps Xpors ) | % ]
Videre er
(% - ) =%, - E{i?t x> Keoqs o )] Xgs Xgope o)
= EVar{ Xy | xys xgops oo p= Var{%, | x,)

for en vilkdrlig Tineazr estimator som tilfredstiller (9.2). Altsd er minimering av

2

EYar<§t [ﬁt’ﬁtJ’ “}‘

det samme som & minimere forventet kvadratavvik under bibetingelsen (9.2).
I praksis innsnevres klassen av estimatorer som tilfredstiller (9.2) enda mer i det en betrakter

spesielt enkle typer linexre estimatorer. Det er gjort studier som viser at den variansgkningen en
dermed far er liten.
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Appendiks A. Autokorrelasjonsstrukturen for en sammensatt estimator tilpasset Byrdets rotasjonsplan.

I Bjerve 1974 og Dagsvik 1975 er det gjort beregninger som viser hvor stor presisjonsgevinst
en kan oppnd ved sammensatt estimering. Siden rotasjonsplanen i AKU er noe forskjellig fra rota-
sjonsplanene i andre land vil aktuelle sammensatte estimatorer i var situasjon vare mer kompliserte
enn de som er i bruk for eksempel i Sverige og .i USA. Beregninger av autokorrelasjonsformler for de
aktuelle sammensatte estimatorer vil fglgelig bli mer komplisert. Med en hensiktsmessig notasjon
viser det seg at utledningene reduserer seg til et "regnskapsystem" hvor en setter opp antall symboler
som har felles "indeks". Begrunnelsen for & dokumentere disse formlene er at noen av dem er brukt i
Dagsvik 1975 uten bevis og i tillegg at vi trenger disse formlene for & bruke filtermetoden pa tids-
rekken av sammensatte estimater.

Utvalget i AKU trekkes som kjent i to trinn der forste trinns enheter er faste fra under-
spkelse til underspkelse. Sammensatt estimering har derfor bare effekt pd utvalgsfeilen innen ut-
valgsomrddene. Utvalget innen annen trinns enheter roterer periodisk slik at halvparten av utvalget
er felles ett kvartal og det pafelgende kvartal, og ved ett kvartal dret etter. En fjerdedel av ut-
valget er felles ett kvartal og tre kvartaler senere, og ett kvartal og fem kvartaler senere mens
utvalgene ett kvartal, to kvartaler og seks kvartaler senere er ikke-overlappende. En hensiktsmessig
mdte & illustrere rotasjonsplanen er fglgende figur

figur 1
pulje kvartal 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
1 ... X
2 . X X
3. X X
4 . X X
5. X X X
6 . X X X X
7. X X X
8 . X X
9. X X
10 . X X

Dette betyr at puljenumrene for utvalget ved tidspunkt t er henholdsvis t, t+1, t+4 og t+5. La
Yt (t+j) vere et estimat for det aktuelle populasjonsgjennomsnitt xtved tidspunkt t basert pd pulje t-j.
Den sammensatte estimator (9) i Dagsvik 1975 er 1ik

v ~
(A1) Xy =0 (ypg + 3y g ) +a (Yey +dgy o) + (1-p=a) v,

hvor p+q, p og q € [0,1] , yi er "ra" estimatet for X; 09 d er en estimator for endringen

t-j,t
Xy~ Xt-j basert pd de puljene som er felles ved tidspunktene t-j og t.
Spesielt far vi

A~

(A.2) kdt—],t :]/2[ Y (t) + Y (t+4) - Y1 (t) - Y (t+4) ]
(A.3)  dygy =1/2[ vy (8) +y, (841) =y (£) =y, 4 (£41) ]
0g

(A4) y,=1/4 [ yy () + Yy (t+1) + y, (t+4) + e (t+5) ]

hvilket innsatt i (A.1) gir
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N

WY
(A.5) Xy =0.25 [ py; g (t-8) + py, 4 (t-3) + gy, (t1)

) v (1) = Py g (8) -y g (£) - pyp, (t41)
* (1+p-q) yy (t41) + q y, g (£43) + (1+9-p) y, (t+4)

- ypy (t48) + (1-p-q) y, (t+45) ]

v .

%
La th vere utvalgsfeilen innen utvalgsomrddene ndr x. estimeres ved ;t og la

t

21

kj = Ecov{yy (), vy s (8) | %o x5} / EVar{y, (8) ] x,)

= N N = " Ny J
cj cov { Voo V2,t—j } E cov{ Xis xt-j | Xes Xpo1o oo n }

09

Vi antar at puljer med ulike puljenummer er stokastisk uavhengige. Fra (A.5) fdr vi ni umiddelbart

2

cg = 0,25 sg [ 2p2 + q2 + (1+p+q)2 + p2 +q

- 2p (1+ptq) k4 - 2q (1+p+q) k] + 2pg k3 + p2
2 2 2
+ (14p=q)" - 2p (1+p-q) k, + q~ + (1+9-p) 2-q
2
- 2q (1+9-p) ky + (1-p-q)° ]

som gir

(A.6) ¢y = s5 (142p% + 2¢7 - q (1+q) ky

+ PR3 (1) Ky ).

N
‘Sammenlikner vi nd %t ledd for ledd med

n
Y
X

g1 = 0,25 [p Vi (t-8) + py, o (t-4) + qy, , (t-2)
+(14p4a) v g (1) = py g (E-1) - q y,_, (t-1)
=P Yiog (8) + (14p-q) yy g () + 9y o (t42)
+(1407p) iy (843) - qyyp (843) + (1-p-q) v, 4 (t+45 1
far vi
(A.7) | ¢y = 0,25 s2 [ 4 q% + 2 (1420 - 2¢%) k; - p (1+p=q) K,
= p (1+p4q) kg ].

Utledningen av de resterende korre]asjonene er helt analog og vi tar ikke med detaljregningen her.

2
(R.8) ¢, =0,255; [ 29 (1-q) ky + g (14p-q) ky - pq ks ] |
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2 2 2 2 2
(A.9) 3 =0,25 5 [ 2p° ky + (1-2pq - 2p° - 29°) k3 + 29° K, 1,

2
(A.10) ¢4 =0,25s; [ 4p2 - q (149-p) kg + (2+4q2 - 4p°) kg - Q (14p+q) kg 1.

(A11) 5 = 0,25 s3 [ 2% ky + 20% Ky + (1-2p7 - 207 - 2pq) ks ]

(A.12)

O
n

2
6= 0,255 [ pq ky +q (1-g-p) kg ] »

2
(A13) ¢y = 0,25 s, [l+g-p ] p K3 o

2
(A.14) cg = 0,255, [2p (1-p) kg = g kg 1.
2
(A.15) Cq = 0,25 Sy (T-p-q) p k5
09
¢y = 0 for j >10.

Legg merke til at behandlingen av sammensatt estimering her skiller seg noe fra den som be-
skrives i Dagsvik 1975. Der betraktet vi Xgs Xpop0 oo som gitte mens <5t} her er en stokastisk

prosess. For estimering av de respektive autokovarianser har dette imidlertid ingen bgtydning.
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Appendiks B. Overgang fra ménedsenhet til kvartalsenhet.

Vi skal her vise hvordan vi kan overfgre "midnedsmodellen" som ble behandlet i avsnittet foran
til en "kvartalsmodell". Fra (3.1) og (3.2) fé&r vi

b Xp = ep P b Xpg T (Mg X e y)
= e, +re + r2 ((ray, x + e )
t t-1 “12 "t-3 t-2

3 '

=0T Ay X gt ey
der
(B.1) e e  tre, g trie ,=at (r-a) gt

+r (r-a) dp_p mar a3 = Bl ag qo t (r-a) 3 13

+r (r-a) a ~arla ]

S Tt-14 t-15
Herav far vi
o 2 2 2
[ E {et €3 } =0 ars (1487)
(B.2)( E{e e, o) = otuprl
[l 6 Vo2 2

E\Let €15/ = a By

0g
' 2 2 2

Var‘{et } = 0" [l (r-a)® (14r%) + a5 ] (1489)

mens

Gar vi over til kvartalsenheten T ved & innfore tiden m&lt i kvartaler ‘
for t = t t-3 t-6 t-9 t-12 t-15 t-18
er T T T-1 T-2 T-3 T-4 T-5 T-6

er det umiddelbart innlysende at vi kan skrive

eT = aT - u-l aT_] - u‘4 aT_4 + (LS aT_S

, , / 1 - ! - 2
hvor as Ay 5 5 e.. €T ukorrelerte med E {27 } 0 og Var(iaT } 91
Sammen med utledningene ovenfor gir dette

2 )+L12r4 1 (1+8

2 2

: 2 2 2
(8.3) Var{er } = o;% (1) + 0,% 4 agf) = 0% [ 1a(r=a)® (14r ),

(8.4) E{eperp=- 0" a (wad) = - o wr? (149

' _ 2 o2 2 2 el
(8.5) E{eser, ) - 01 g o =00 aer® =0y % g = E{er er ) )
v 2 2 2 - 2
(B.6) E{ er 1y > =017 g (]+a] Y= -8 [+ (r-a) (14r

Kombinerer vi (B.2) med (B.3) og (B.4) med (B.3) far vi

(8.7) (1+a§) /g = (146%) /5

1

(B.8)  (1+a2) / ay = [ 1+ (r-)2 (14r%) + 2 ¥ ]/ wr?,
1)/ e L ,
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Hver av disse likningene har to rotter med produkt 1ik 1. V&rt krav er at koeffisientene skal
ha tallverdi mindre enn 1 hvilket medforer

(B.9). ay =B,
0 nar o =0 3
(B-10) oq =4 14 o2 4y (o) (10d) - [ (1+a?rt s (re)® (0rf) 2 }' nar o 40
2ar 2ar
é 02 (1+ r2 + r4 ) ndr o = 0
(B.11) 0" = 9 2
kUY‘ot/ot-l né}“u+0
0g
(B.12) ag = oy ag
Vi har altsd@ kommet fram til modellen
_ 3 ' ] [ U
(B.13) Bg Xp =17 By Xy v 3p - oy ap g -Bapy +topBarg

som har samme form "mdnedsmodellen".

Modellen (3.5) er tilsvarende invariant ovenfor endring av tidsenhet til kvartalsenhet. Fra
(3.5) far vi

BigUp = 8yp Uy ¥ 3 = B3 gp

=A]2ut_3+at+a + a +

t-1 t a2 "B (3 gy T A g3 ¥ A yg)

hvor

Ug = X¢ = 2 X4y

Herav fglger at med kvartal som tidsenhet er

A, X

B B Xp = A By By Xy = ap - Bagy

1 T 1

hvor
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Appendiks C. Hey autokorrelasjon for utvalgsfeilen mellom utvalgsomradene.

N&r autokorrelasjonen for utvalgsfeilen mellom utvalgsomridene er naer 1 vil vi ikke kunne
redusere denne utvalgsfeilen for nivatall noe serlig ved & benytte en linear prediktor av typen foran.
Dette er Tett & innse men vi skal Tikevel gjennomfgre et formelt resonement. Vi har

E{T, (0 - v )P = E{5, (0) - vy, )2 var{v;y}- 2 £{v, (0) v, }s

E{yt_;- g ) = E{Vl,t'-j ne) (s ,t51t)
som gir
£, (0 - v )2 = (9, (0) - vy ) 2w var (v, )

-2 i vy (0) E{V],t:j Vn;}‘

Dersom korr {v] t-j° V]t} =1 og Var {V1t} er tilnermet konstant over tid vil
E{wy g vig) =0 forg=0,1,2..

slik at

n

E{\?t (0) - vt}z

Minimeringsproblemet er dermed redusert til & finne den linezre prediktor som reduserer utvalgsfeilen

E{\?t (0) - V2t}2 + Var{v]t}

innen utvalgsomrddene mest mulig. For estimering av endringer far vi

13

E{Aj \7t (0) - 8 vt}z E{Aj Qt (0) - Ly VZt}z
+ Var‘{Aj v]t} = E{AJ. \A’t (0) - A; V2t>2

Utvalgsfeilen mellom utvalgsomrddene er altsd ubetydelig ved estimering av endringstall.
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