


FORORD

Hvis enhetene i en bestand er klassifisert m.h.t. ett eller flere kjennetegn, sd viser en
kontingenstabell hvor mange av enhetene som har hver av de ulike verdiene p& kjennetegnet evt. hver
av de ulike kombinasjoner av verdier pd kjennetegnene. Danskene kaller gjerne denne type tabeller
for antallstabeller. En tabell over menn bosatt i Norge etter alder og ekteskapelig status er en typisk
kontingenstabell. De fleste tabeller som produseres i Byrdet er kontingenstabeller eller Tlett bear-
beidde versjoner av sddane.

Ofte bruker en kontingenstabeller som utgangspunkt for & studere avhengigheten mellom variable
som er brukt i klassifiseringen av enhetene i tabellen. Noen ganger gnsker en & se p& denne avhengig-
heten i én tabell mens andre ganger vil en sammenligne denne avhengigheten i ulike materialer. Gene-
relt sett er avhengighet et komplisert fenomen og det kan ofte vare ngdvendig & forenkle arbeidet ved
4 se pd avledede tabeller som avbilder enkelte avhengighetstrekk eller bruke avhengighetsmé1 som maler
spesielle former for avhengighet.

I dette notat som er et referat av en forelesningsrekke Goldstein holdt i Byrdet hesten 1975,
drofter en ulike sider ved avhengighet. I forelesningene ble behandlet noen av de faktorer en bpr ta
hensyn til ndr en forenkler problemene en har ved mdling av avhengighet. En foretrakk & redegjere for
tankegangen bak noen f& avhengighetsmd1l framfor & behandle flest mulig av det utall av md1 som finnes.
Det ble understreket at en som m&1 ber velge populasjonssterrelser som er lette & tolke. Estimerings-
metoder og samplingproblemer ble stort sett ikke behandlet. Forelesningene ble fort fram til en kort
oversikt over log-lineazre modeller som i den senere tid har fitt en sentral blass i analyse av multi-
variable diskrete data.

Av Titteratur pad omrddet ble anbefalt Bishop et al. (1975) som bdde handler som assosiasjonsmil
og log-Tineere modeller. Samplingproblemer er ogsd behandlet i &enne boka. Goodman og Kruskal (1954
og 1959) er "klassikere" om assosiasjonsmél.

Situasjonene i kapitlene 3-5 i dette notatet er ogsd behandlet i Bjernstad (1973).

P& forelesningene ble det brukt en del eksempler som i notatet er merket "konstruerte tall",
disse m& pd ingen mdte oppfattes som realistiske for de forhold som beskrives.



1. INNLEDNING

Eksempel 1.1 (Konstruerte tall)

I et materiale over 141 svulster i hjernen er svulstene delt inn m.h.t. to kjennetegn. X angir
om svulsten er av type A=Godartet, B=Ondartet eller C=Annet (ubestemt). Y angir svulstens lokalisering,

mulighetene er: I=Tinning, II=Panne og III=Annet sted. Resultatet av klassifiseringen kan settes opp
i en tabell.

YN I II 111

78
37
26
38 28 75 141

Tabellen viser at av de 141 svulstene var 21 godartete og lokalisert til pannen, av alle svulstene var
ialt 78 godartete.

Vi er interessert i 8 studere den statistiske avhengighet mellom X og Y, men md ut fra inte-
resser og formal med undersgkelsen, presisere hva vi mener med "statistisk avhengighet". Hva vi videre
gjer med tallene i tabellen, avhenger altsd av hvilke forhold vi vil belyse. Hvis vi har interesse av
3 se hvordan hjernesvulster med gitt lokalisering fordeler seg pd kategoriene godartet, ondartet og
ubestemt, vil vi prosentuere vertikalt og far tabellen:

X I Il III
61 75 451 (Prosenttall og andre relative
24 14 32 tall vil vi beregne og avrunde
16 11 23 hver for seg)
100 100 100

Vi far de betingete fordelinger gitt ulike verdier av Y. Tabellen viser at av svulstene i tinningen
var 61 prosent godartete, 24 prosent ondartete og 16 prosent av annen type. Vi skal ikke her ta stil-
ling til om materialet er s& stort at vi f.eks. kan pdstd at i alminnelighet har svulster i pannen
storre sannsynlighet for 8 vere godartet enn andre svulster. Et av. formdlene med & organisere materi-
alet p& denne mdten kan vare at en skal predikere om andre svu1ster'soh en bare vet lokaliseringen til,
er godarfete, ondartete eller annet.

Hvis vi skulle studere hvordan hver av typene godartete, ondartete og andre svulster fordelte
seg i hjernen, ville en foreta en horisontal prosentuering. Vi ville se pd de betingete fordelinger
gitt ulike verdier av X.

S N SO 48

A 29 27 44 100
B 24 11 65 100
C

23 12 65 100

Vi ser at av de ondartete svulstene var 24 prosent i tinningen, 11 prosent i pannen og 65 prosent andre
steder.

Hvis svulstens alvorlighet og lokalisering er uavhengige, sd vil de tre betingete fordelingene
innen hver av tabellene bli Tike, sett bort fra muligheten for tilfeldige variasjoner.



Beregningen av de betingete fordelingene innebarer en relativt liten bearbeiding av grunn-
materialet. For noen form&1 kan det vere tilstrekkelig med mer summariske uttrykk for sammenhengen.

Da er det aktuelt & bruke et assosiasjonsm&1 som med et enkelt tall gir uttrykk for sammenhengen mellom
lokalisering og alvorlighet i materialet.

Vi vil nd innfore en del betegnelser. De vil gi oss mulighet til & vise generelt hvilke av-
hengighetstrekk som avbildes av spesielle tabeller vi beregner pd grunnlag av den opprinnelige kon-
tingenstabell og vi kan med disse betegnelsene vise hva som mdles med de enkelte avhengighetsmal.

Eksempel 1.1 og lignende situasjoner vil vi betrakte ved hjelp av en multinomisk modell. Vi
har et gitt antall enheter der hver enhet p& grunnlag av sin verdi pd et kjennetegn faller i en og
bare en av t mu]ige kategorier. Sannsynligheten for at en enhet faller i i'te kategori er P; i=
1, 2,..., tog X P; = 1. Som i eksempel 1.1 framkommer ofte kategoriene ved at enhetene kryss-
klassifiseres mTﬁ!t. to kjennetegn X og Y. Har kjennetegnene h.h.v. r og k mulige verdier, blir det
t = r-k mulige kategorier i kryssklassifiseringen. Mulige verdier av kjennetegn X vil vi betegne
A], A2,..., Ar eller 1, 2,..., r og mulige verdier av kjennetegn Y betegnes Bys Byse.
1, 2,..., k. Hver enhet antar alts& en og bare en av verdiene til X samtidig som den antar en og bare
en av verdiene til Y. P(AifﬁBj) eller P(X=iNY=j) ('n"="og", begge deler md oppfylles), sannsynligheten

for at en enhet har verdiene Ai og Bj’ betegnes p1.j for i =1, 2,.
k r :

I p.;=1.
‘l} j=14=1 W

. Bk eller

..o rogj=1,2,..., k. Vi har

Modell og notasjon kan illustreres ved folgende tabell.

R
!
Ay §p11 Pip- P p
Ao 2 §?21 Pa: Pak
. ‘. . .
Ar r %pr1 er" F')rk
Py P P.k

Nar en indeks er erstattet med -

(= pij) den marginale sannsynlighet for at en enhet skal ha verdien Ai mens for j =1, 2,..., k er
i=1
J

» har en summert over den indeksen. For i =1, 2,..., rer Py,

oM ox

r
P.j (=i£1 pij) den marginale sannsynlighet for at en enhet skal ha verdien Bj'

. P& tilsvarende mdte kan et observasjonsmateriale organiseres.
B] 82 . Bk
A] f Xn X12... X]k
|
Ao 1 X1 Kopee Xok
Ar % Xrl Xr2... er }
X.] X'Z" X K i X..=n

Xij er tallet p& enheter med verdier Ai 0g Bj . Xi' er tallet p8 enheter i alt med verdi Ai mens
X.j enheter i alt har verdi Bj. I et observasjonsmateriale vil Xij/n’ X_j/n 0g Xi,/n vere estimater for
h.h.v. Pij» P.j 09 Py. ]

Z =
1421 Pyj
» k s8 sies X og Y & vaere uavhengige. Hvis lik-

I den generelle modell er det i alt r-k parametre. P& disse hviler begrensningen jg 1.

Hvis pij =Pp;.-P fori=1,2, ..., rogj=1,2, ...

-J

heten ikke er oppfylt for alle i og j s8 er X og Y avhengige. Hvis en tenker pd alle de ulike sett



pjjer som ikke oppfy]ler Tikheten, ser en lett at avhengighet er et komplisert fenomen. En kan

tenke seg mange grader og ulike former for avhengighet, og det er viktig & forstd at det i den generelle
situasjon ikke finnes noe avhengighetsmil som med et tall kan m&le alle former for avhengighet. P& den
annen side er det lite oversiktlig & bruke de r-k pij-ene til & uttrykke avhengigheten. Det gjelder &
spesifisere avhengigheten ved ferre parametre. Et lite steg i den retning kan vare & beregne ett av

de to settene med betingete fordelinger som vi gjorde i eksempel 1.1. N&r vi betinger m.h.t. verdiene
av Y, beregner vi

P(A.[B.)=—P—u=q..f0ri=1 2, .o ri=1,2, .., k.
i'J P.j ij : > -

I et observasjonsmateriale vil Xij/x-j vere estimat for qij'
Avhengighetsstrukturen mellom X og Y studeres ved hjelp av g -ene. X og Y er uavhengige hvis

951 = Q42 = -+ = G5 for i =1, 2,..., r.

r
Vi har fremdeles r-k parametre men pd disse hviler i alt k restriksjoner idet 'E] a5
. 1:
1 for j=1,2,..., k. Den "totale" avhengighet uttrykkes n3d ved k-(r-1) frie parametre. Det vi taper
i informasjon ndr vi gar fra pij-ene til qij—ene er kunnskap om den marginale fordelingen til Y.
En reparametrisering som blir nazrmere.behandlet i kapittel 8, oppndr vi ved & sette log pij =

bt oag t Bj+ “ij i=1,2, ....,ro09j=1,2, ..., k med bibetingelsene

% a; =0 ,18,=0,0a.5=a3. =0 for alle (i, j).

I denne parametriseringen kommer avhengigheten til uttrykk gjennom uij—ene, sd i alt (r-1) - (k-1)
frie parametre beskriver avhengigheten. Uavhengighet har vi hvis uij‘z 0 for alle (i, j). De margi-

nale fordelinger for X og Y kommer til uttrykk gjennom yu, a;-ene og Bj-ene.

2. FAKTORER AV BETYDNING FOR VALG AV BETRAKTNINGSMATE

Vi vil peke pd tre av faktorene som har betydning for valg av assosiasjonsmdl/betraktningsmate.
Det er

1) Faktor-respons variable
2) Malenivé pd variablene
3) Klasseinndeling av variablene

Vi forklarer narmere hva som ligger bak stikkordene p& Tista. Eksempler blir gitt i slutten
av kapitlet.

a. Faktor-respons

I noen situasjoner kan det falle naturlig & betrakte en variabel (responsvariablen) med bakgrunn
i en annen (faktorvariablen),situasjonen er assymmetrisk. Dette skillet kan oppstd fordi faktor-
variablen ligger foran responsvariablen i tid eller fordi faktorvariablen sees pd som en mulig forklaring
for variasjonen i responsvariablen. Det ligger ikke i dette at det ngdvendigvis er noe &rsak-virkning
forhold mellom faktor og respons, men hvis en har en modell som gir uttrykk for et arsak-virkningsforhold,
ville vi kalle arsaken en faktorvariabel og virkningen en responsvariabel. Parallellt, men ikke iden-
tisk, med forholdet mellom faktor- og responsvariabel, er begrepene eksogen og endogen variabel i
gkonomien, og regressand og regressor i regresjonsanalysen. Uavhengig/avhengig variabel er ogsd et
lignende begrepspar. I noen tiifelle vil det ikke vere naturlig 8 skille mellom de variable pd denne
maten, situasjonen er symmetrisk. Vi vil da si at begge variable er responsvariable. Inndelingen i
respons- og ftaktorvariabel avhenger av formdlet og kan variere med bruken av et sett data. F.eks. vil
det i eksempel 1.1 for noen formd1 vere naturlig & si at begge variable er responsvariable, men skal
en predikere alvorlighet p& grunnlag av lokalisering,vil lokalisering vare faktorvariabel og alvorlig-
het responsvariabel.



b. Milenivad

Det er vanlig & regne med fire ulike mdlenivder. Det er

) Nominalnivé
) Ordinalnivé
) Intervallniva
)

Sowo Ny~

Forholdstaliniva

Hvis klasseinndelingen av en variabel ikke gir mulighet for noen form for ordning, har vi en variabel
pd nominalnivd. Eksempel pd dette er nir kategoriene er kjenn, land eller andre regionale inndelinger
nevnt ved navn. For en variabel p& ordinalnivd eksisterer det en transitiv ordning mellom kategoriene.
Det kan avgjeres om elementene i en kategori er "stgrre" eller "mindre enn" elementene i en annen kate-
gori. Men det kan ikke avgjeres om forskjellen mellom to kategorier er storre eller mindre enn for-
skjellen mellom to andre. Hvis vi i en undersgkelse spgr folk hvor enige de er i et spesielt utsagn

og svaralternativene er "helt enig", "nesten enig" og "uenig" sd mdler vi graden av enighet p& ordinal-
nivd. P& intervallnivd har det mening & snakke om differanser mellom kategoriene. Maler vi temperatur
med Celsiusskalaen kan vi si at forskjellen mellom 5% C og 10° C er Tike stor som forskjellen mellom
100 C og 15° C. Derimot har det ikke mening & si at 10° C er dobbelt s& varmt som 5° C. For & komme
med slike utsagn md vi ha forholdstallnivd der divisjon og multiplikasjon har mening. Eksempler pd

variable md1t pd forholdstallnivd er alder md1t i hele &r og inntekt md1t i kroner. Vi skal senere se
at det er naturlig & stille ulike krav til assosiasjonsmdl alt ettersom hvilket milenivd de variable har.

c. Klasseinndeling

Hvis grupperingen av en variabel er framkommet ved klasseinndeling av en kontinuerlig (eller
finere inndelt diskret) variabel, vil valget av delepunkter influere pd resultatene vi f&r med de
fleste assosiasjonsmél. Resultatet kan f.eks. variere ettersom vi bruker 1,5 eller 10 &rsgrupper i en
aldersgruppering. Vi skal senere belyse dette ved eksempler.

d. Eksempler
Eksempel 2.1 (Plackett (1974))
7 477 personer er gruppert etter synsevne p& hgyre og venstre gye. Synsevnen er for hvert gye

vurdert ti1 1, 2, 3 eller 4 der 1 st&r for hgyeste og 4 for laveste synsevne. Vi vil se p& sammen-
hengen mellom syn pd hgyre og venstre gye. ’

Synsevne venstre gye

]

Synsevne hgyre gye

X'\Y
1 2 3 4
1 [ 1 520 234 117 36 1 907
2 ? 266 1 512 362 82 2 222
3 124 432 1772 179 2 507
4 | 66 78 205 492 841
1976 2 256 2 456 789 7 477

Det er naturlig med en simultan vurdering av de variable. Vi betrakter begge som responsvariable. Det
ville vare kunstig f.eks. & studere fordeling av synsevne p& hgyre gye gitt synsevne p& venstre gye.

De variable er inndelt p& ordinalnivé og tallene 1, 2, 3, 4 er dermed vilkdrlige i den forstand at
monotont transformerte verdier, f. eks. 2, 3, 7, 10, ville gjore samme nytte. M1 for sammenheng bgr
derfor ikke vare avhengig av valget av verdiene 1, 2, 3, 4, men samtidig bgr det avslgre at hoye ver-

dier av den ene variable ofte forekommer sammen med hgye evt. lave verdier pd den andre variable.



Slike overveielser vil en kunne gjgre i de fleste situasjoner. Faglig innsikt og spesielle
gnskemd1 vil kunne fore til at en setter opp flere krav som assosiasjonsmdlet bor oppfylle.
Eksempel 2.2 (Konstruerte tall)

I en gruppe pad 95 personer har 16 vart utsatt for pavirkning av stoffer som en har mistanke om
kan vaere kreftframkallende. En undersgkte om de 95 hadde svulster av en bestemt type. Resultatet ble

! Svulst  Ikke svulst
X
Utsatt 4 12 16
Ikke utsatt 5 74 79

9 86 95

Vi betrakter X som faktorvariabel og Y som responsvariabel. Det er naturlig & foreta en horisontal
prosentuering i tabellen. .

U
X Svulst  Ikke svulst
Utsatt 25 75 100
Ikke utsatt 06 94 100

Tabellen indikerer en viss sammenheng, men en kan ikke av tabellen alene slutte at stoffene er arsak
til svulstene. En drsakssammenheng mé fasts1ds pd medisinsk grunnlag. Eksemplet viser at selv om vi
fastsldr sammenheng mellom en faktor og responsvariabel, sd vil som regel ikke det alene vare nok til
& pdvise en drsak - virkning.

Eksempel 2.3 (Konstruerte tall)

La X vere karakter ved avsluttet utdanning i et skoleslag og Y vare ndverende inntekt for en
gruppe personer. Vi ser pd X som faktorvariabel og Y som responsvariabel. De betingete fordelinger
av inntekt gitt karakter er

o
Hoy Lav
Hay 0,15 0,85 1,00
Middels| 0,25 0,75 1,00
Lav 0,10 0,90 1,00

Vi ser at blant de med middels karakter er det en stgrre andel som har hgy inntekt enn blant de med
hgye(gode) karakterer. Det er neppe karakterene som er direkte 4rsak til dette. En bedre forklaring
har en antakelig i at karakterne i en viss grad bestemmer type arbeid som igjen er delvis bestemmende
for inntekten. .

Ogsé& andre effekter kan tilslere bildet og gjere at sammenheng ikke bgr utlegges som &rsak-virk-
ning. Det illustreres i folgende eksempel.

Eksempel 2.4 (Konstruerte tall)

En gruppe tidligere roykere ble sammenlignet med en gruppe rgykere m.h.t. forekomst av en
spesiell sykdom. )

Har Har ikke
sykdommen sykdommen
Tidligere
rgykere 0,38 0,62 1,0

Roykere 0,48 0,52 1,0




Vi ser at det er en starre andel av rgykerne som har sykdommen, men kan ikke av tabellen slutte at
royking oker risikoen for & f& sykdommen. Forékjel]en mellom rgykere og tidligere rpykere kan skyldes
en seleksjon idet de som har sluttet & reoyke, kan vere mer helsebevisste eller "sterke" enn raykerne,
0g at det er ett av disse forhold som gjeor at de ikke far sykdommen sd ofte som rgykerne.

I v3r inndeling i1 faktor- og responsvariable er det intet til hinder for at det kan vare en
drsakssammenheng mellom to responsvariable. I noen situasjoner kan det vare naturlig & "snu" et
etablert drsak-virkningforhold og si at &rsaken er respons og virkningen er faktor. F. eks. i et
materiale over ulike sykdommer og symptomer er det sykdommen som er &rsak til symptomene, men skal
vi madle hvor godt vi kan predikere sykdom pd grunnlag av symptomer, kan det vaere riktig & betrakte symp-
tom som faktor og sykdom som respons.

Eksemplene i kapittel 2 i]]ustrérer 0gsd at en eventuell pdvisning av en statistisk sammenheng
ofte bare er ett trinn i en undersgkelse. N&r sammenhengen er pdvist vil en ofte soke & gd videre og
"forklare" sammenhengen ved hjelp av fagkunnskap om etablerte eller hypotetiske arsakssammenhenger

Dette kan igjen avdekke behov for nye statistiske undersgkelser.

3. TO RESPONSVARIABLE PA ORDINALNIVA

Vi har en symmetrisk situasjon, som eksempel kan vi tenke oss en tabell med personer kryss-
klassifisert i grupper for utdanning og inntekt (Disse to variable kan mdles p8 hayere milenivd enn
ordinalnivd men kan ogsd mdles p& en slik mdte at inndelingen ikke tilfredstiller mer enn kravene til
ordinalskalaen). Vi vil ha et md1 som gir uttrykk for sammenhengen mellom de to variablene. Vi skal
stille spesielle krav til mdlet i denne situasjonen og vil vise at (Goodman og Kruskals) Y (gamma-
koeffisienten), tilfredstiller disse kravene. For det fgrste vil vi kreve at mélet er invariant
m.h.t. transformasjoner av ordinalskalaen som bevarer ordningen av de ulike responskategoriene. Det.
betyr f. eks. at malet skal gi samme verdi enten vi kaller kategoriene 1, 2, 3, 4 eller 2, 4, 8, 12.
Av mdlet vil vi ogsd kreve at hvis alle observasjonene ligger pd en lengste diagonal f. eks. slik

N 1
B !

~
R
~N

s skal mélet ha verdi +1. Hvis alle observasjonene ligger pd en lengste diagonal som er orientert

‘F .

den andre veien f. eks. slik

e
e

s& skal midlet ha verdi -1.

Vi ser pd situasjonen med den multinomiske modell for en kryssklassifikasjon m.h.t. to variable.
(utdanning og inntekt)

Vi lar (X}, Y]> 0g (XZ’ Y2) vere to uavhengige mdlinger av utdanning og inntekt og definerer

TFS, *vd Og Trt,



o= PO <X DYy < Yy) £ PO s Xy Y e ),
= P((X7X5)" (Yy=Y,) = 0).

rg = PIXy < Xy MYy > Vo) 4 POXy > XM ¥y < Y,)
= P((Xq=X5) (¥4-Y,) < 0).

e = P(X] = XZU Y] = YZ)
= P((X}"Xz)‘(Y]'Yz) =0),

tJ" = "det vide eller", enten det ene elier det andre eller begge deler m& oppfylles.

g er sannsynligheten for at en av personene bide har hoyere utdannings- og inntektsnivd enn den

andre (det er positivt samsvar mellom rangeringen av utdanning og inntekt). Ty er sannsynligheten for
at en av personene har hgyere utdanningsnivd men lavere inntektsnivd enn den andre (det er negativt
samsvar rangeringen av utdanning og inntekt). Ty er sannsynligheten for at utdanningsniv§ eller inn-
tektsnivd (eller begge nivder) er likt for de to personene.

Tgs Ty 0G my kan uttrykkes ved pij -ene i modellen.

S
r-1 k-1
=2 % % p.. (= b) . \
S . . \ Psvsy .
i=1 J:] 1\] i'si j|>j 13 )
r-1 k
m, =2 % T [ 5 -
d . E Py UL L Py
i=1 j=2 3 Caigs i'<j i3t
r 2 k 2 r k
=2 op;, + % Py o- % p P,
i= 1- - 1
i=1 }:] i=1 j=1 J

1 forste omgang ser vi pd staorrelsen A(=w_ - nd} som er differansen mellom sannsynligheten for posi-

>
tivt samsvar og sannsyniigheten for negativt samsvar. A er invariant m.h.t. monotone transformasjoner
av verdiene (tallene) som brukes for & betegne klassene i inndelingene. Hvis det er uavhengighet meilom

utdanning og inntekt, dvs. p.. = pil'p_i for alle (i,j), s& er oA = 0. A er en populasjonstorreise, nar

ij
vi skal estimere denne pd grunnlag av et observasjonsmateriale, setter vi inn de observerte hyppighetene

X..o X )
N A i;i for h.h.v. p.

. . 0g p ; 1 formelen for A.
R w99y ij> Pi. 09 Py ¢

Fksempel 3.1 (Goodman og Kruskal (1954))

1 438 gifte par er gruppert m.h.t. hustruens utdanning og effektivitet av familiepianieggingen.
1 star for hoyeste grad av familieplanlegging og hayeste utdanningsnivd for hustruen er angitt med 1.

Familieplanlegging

1 2 3 4

Hustruens 1 102 35 6? 34 239
utdanning 2 191 80 215 122 | 608
31110 90 168 223 591

403 2065 451 379 1 438

Fstimatene for T 09 Ty blir h.h.v. 0,307 og 0,163.
Vi vil lage et avhengighetsmdl basert pa T 09 Ty Om disse storrelsene har vi fplgende

regel.



Regel 3.2
- . . _ m-1 L _ L m-1

Lam=min (r, k), da vil L L PR

Av regelen ser vi at Ao 1ikke tilfredstiller vart krav om at mdlet skal vere +1 eller -1 nar
alle observasjoner ligger p& en lengste diagonal.

Vi setter.nC = (ns - nd)/ T%l_ e antar verdier f.o.m. =1 t.o.m. +1 men har den uheldige egen-
skap at ytterverdiene oppnds bare hvis pij = 1/m for alle celler p& en lengste diagonal. Vi anser det
for naturlig & kreve at avhengighetsmilet gir +1 eller -1 hvis alle celler med positiv sannsynlighet
ligger p& en lengste diagonal selvom ikke alle cellene pd diagonalen har den samme sannsynlighet. Vi

anbefaler heller malet y definert ved:
Y= (ng =/ - my) =
PUOXG = X)(Yg = ¥p)) > 0 | (X] = Y,)(¥; - Y,) £ 0)
= PUXG = V) (Y) = Y) <0 (X = Xp)(Yq = Y,) 4 0).

vy er ikke definert hvis alle celler med positive sannsynligheter ligger p& samme rad eller i samme
kolonne for da er T = 1. y tilfredstiller de krav vi satte hvis alle celler med positiv sannsynlighet
ligger pé en lengste diagonal. Hvis de to variable er uavhengige, s& blir y = 0.

Siden 1 - T =M t oy séd ery = (ns - wd)/(ns + nd). Av denne skrivemdten ser en at hvis

vy er definert, s vil y = 1 for Ty = 0 ogy = -1 for T = 0. Dette viser at vy kanskje er et noe "grovt"
mdl f. eks. i tabellen :

-
|

o o
o
1}
-

22 923 sd er v

o

o

k=)
w
w

0og i tabellen

~ —
ey 0 0

i Por 0 0 sdery = 1.
|

L P P P

Ndr Y beregnes av én tabell s& kan vi tolke tallverdien ved hjelp av definisjonen, men det vil
som regel vare vanskelig & uttale seg om graden av sammenheng pd grunnlag av det ene tallet. Nytte av
Y og 1ignehde madl har vi feorst og fremst ndr vi skal undersgke sammenhengen mellom to variable i ulike
materialer. Da kan Y beregnes separat og en kan foreta en relativ sammenligning. Et moment ved slike
sammenligninger er at de marginale fordelinger i tabellene en sammenligner, ikke bgr avvike for meget
fra hverandre. Y er fglsom for forandringer i marginalene i den forstand at hvis en ut fra én tabell
lager en ny ved f. eks. & multiplisere radene med ulike positive tall, sd vil Y kunne bli forskjellig
for de to tabellene. I en del tilfelle er dette en mindre heldig egenskap ved Y og mange andre
assosiasjonsmal.

I en 2x2 tabell har vi at

= 2 (PyyPgp  P1gPp1)/2(PyPop + PygPyy)
= (PP = P1gP21)/ (Py1Pop + P1gPar)
(6 =1)/(5 +1) ndr s = (py4Pp0)/ (P12Py7)

6 er en grunnleggende starrelse som i seg selv er et interaksjonsmal.
Y~ kan tolkes som forklart varians. En del andre avhengighetsmdl er utledet ut i fra tanke-

gang om forklart varians.
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Vi anbefaler Y som mal i situasjonen med to responsvariable p& ordinalnivd. Har vi en
assymmetrisk situasjon med to ordinalvariable, dvs. en respons- og en faktorvariabel, kan det vare natur-
1ig & bruke andre md1. Somers (1962) har foreslatt to slike assymmetriske md1, med vdre symboler kan
disse skrives:

dyx = (P((Xy = Xp)(¥y = Yp) >0) = P((X; = X5)(¥q = Y2) < 0))/P(X, # X))
= (ng = ) /Py X))
ndr X er faktor - og Y responsvariabel og
dyy = (P((X; = X,)(Yq = ¥p) > 0) = PL(Xy = X,)(¥; = Yp) < 0))/P(Yy £ Yp)
(mg = mq)/P(Yq $ Ys)

ndr Y er faktor- og X responsvariabel. Vi antar vi fremdeles har en multinomisk modell og har da

P(X; £ X,)

]

r
1 - R pi? 0g
i=]

k
P(Y; £ Y,) =1 - PP

Mens vi med Y s3 pd differensen mellom sannsynlighetene for positivt og negativt samsvar pd rangeringene
relativt til sannsynligheten for at ingen av rangeringene var like, ser vi med dyy og dxy pd den samme
differensen relativt til sannsynligheten for at de to tilfeldige enhetene ikke er 1ikt rangert m.h.t.
faktorvariablen. '

4. TO VARIABLE PA NOMINALNIVA

Malene som behandles i underkapitlene a, b og c er behandlet i Goodman og Kruskal (1954 og 1959).

a) En faktor- og en responsvariabel.

Situasjonen er assymmetrisk og vi lar X vare faktor- og Y responsvariabel. F.eks. kan X angi
gymnas i Oslo og Y yrkeskategori (etter fullfert utdanning) for en gruppe personer. Vi vil se pd sammen-
hengen mellom X og Y. Malet som vi foreslar framkommer ved at vi for en enhet som trekkes tilfeldig i
populasjonen, skal predikere Y (yrkeskategori) i to situasjoner.

1) Uten & kjenne verdien av X for vedkommende (hvilket gymnas vedk. har gatt pa)

2) N&r vi kjenner verdien av X.

For 8 f& vist hvilken populasjonstgrrelse vi vil mdle sammenhengen med, antar vi at alle pjjene
i modellen er kjent.

I begge situasjoner vil vi gjette optimalt, vi vil gjette pd der Y kategori som har sterst sannsynlighet.

Det betyr at vi i situasjon 1) gjetter Y = m hvis p m = max p . I situasjon 2) vil vi ndr det er opp-
: ’ 1<j<k
gitt at X = i, gjette at Y = m hvis Pip = Max p.. for denne gitte i. Om vi i situasjon 2) baserte oss
1<j<k .
pd de betingete sannsynligheter gitt X = i ville vi komme fram til samme Y kategori, da de betingete
sannsynligheter framkommer ved & dividere pij—ene i rad i med samme tall, p;.- Hvis vi skulle komme

ut for at to eller flere kolonner har den maksimale verdi, kan vi bare gjette pd en av dem, f.eks. den
med minst kolonnenummer.

I de to situasjoner vil vi ha fglgende sannsynligheter for & gjette feil:

Prpy (Feil) =1 -p
r
P (feil) =5  P(feilN X = 1)
(2 i=1
r
=35 P(feil | X = i) - P(X = 1)
i=1
r r
=z (1= pi/Pi.) Py =1 - 21 Pim

-
—

‘i
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Som md1 pd sammenhengen mellom X og Y bruker vi den relative minsking i feilsannsynligheten vi oppnar
ved & kjenne X-kategorien. Milet betegner vi M-

Ay = P(]) (feil) - P(2) (feil)
Py (Feil)
= =py - (=5 0/ =)

Hvis X er respons- og Y faktorvariabel finner vi p& tilsvarende méte fram til malet X;.
k
)\a = (Ji] pmlj - Pm|)/(] - pml_)'
Vi har da definert p_,. = max p.. for gitt j og p_,. = max p..
T qcick™ T i<k
Ndr vi har et sett observasjoner og skal estimere Aq eVE. A, setter vi inn relative hyppig-
heter for sannsynlighetene i formlene.
Vi skal se pd noen av egenskapene til Ap men vil ferst peke pd folgende relasjon som alltid
gijelder:
P i1) < P i1).
(2)(fe11) < (])(fe11)
Av definisjonen ser en at Ay b1. a. har fglgende egenskaper:
i) Hyis starste p.. for hver i er i samme kolonne s& blir Ay =0 {X inneholder ingen informa-
sjon om Y). J
ii) Ap ikke definert ndr P(])(feil) =0, da er P = 1 (Alle celler med positiv sannsynlighet
ligger i samme kolonne).
iii) X og Y uavhengige medferer Ay = 0.
iv) Ay = 1 ekvivalent med P(z)(feil) = 0.
v) A = 0 ekvivalent med P,])(fei1) = P(Z)(feil)‘
A
vi) Ay er invariant overfor permutasjoner av rader eller kolonner.
Aq har tilsvarende egenskaper.
Av egenskapene kan en merke seg vi). Fordi det ikke er noen ordning mellom klassene, er dette
et krav som et mad1 i denne situasjon absolutt ber oppfylle.

b) To responsvariabie

Eksempel 4.1 (Goodman og Kruskal (1954))

Vi ovil se pd sammenheng mellom gyenfarge og hdrfarge. X angir gyenfarge, mulige kategorier er
A] (b18), A2 (gra, grenne) og A3 (brune). Y angir hirfarge, mulighetene er B] (Tys), 82»(brunt), B3
{sort) og B4 (redt). 6 800 personer som er trukket tilfeldig i en populasjon, ble undersgkt, tabellen
viser resultatet.

B, B, By By
A 1768 807 189 47 2 811
A, 946 1 387 746 53 3132
Ag 115 438 288 16 857
2829 2632 1223 116 6 800

Siden vi ikke har spesifisert annet enn at vi vil undersgke sammenhengen og siden personene
trukket tilfeldig i populasjonen, er det naturlig & betrakte bdde X og Y som responsvariable. Hvis vi
derimot hadde hatt et sett med faste marginaler f. eks. ved at vi hadde trukket et bestemt antall per-
soner med hver hérfarge, kunne med fordel -hdrfargen regnes som faktorvariabel.
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M&1 p& avhengighet i situasjonen med to responsvariable p& nominalniva utvikler vi ved & tenke
oss at vi trekker en tilfeldig person fra populasjonen og skal med sannsynlighet 1/2 gjette A-kategori
og med sannsynlighet 1/2 gjette B-kategori i situasjonene med:

1) Ingen informasjon om den andre variablen.

2) Kunnskap om verdien p& den andre variablen.

Nar vi gjetter, folger vi en optimal strategi dvs. vi vil i enhver situasjon gjette p& den av de mulige
kategoriene som har sterst sannsynlighet. Som m&1 pad avhengighet vil vi igjen bruke den relative
minsking i feilsannsynligheten vi far i situasjon 2. Malet betegnes x og vi viser hvordan det kan

uttrykkes ved p.. -ene nir Put.» Poris Poy 09 Py definert som for.

ij

’D(l)(f‘m) = P(])(fe” | skal gjette A-kategori) - P(skal gjette A-kategori)
+ P(q)(feil | skal gjette B-kategori) - P(skal gjette B-kategori)
= -pp) 2+ (0-p) -4
=1 -% ' (pm"+p.m)

P( feil) = P(Z)(fe11 | skal gjette A-kategori) - P(skal gjette A-kategori)

+ P(z)(feil | skal gjette B-kategori).- P(skal gjette B-kategori)

r
= (1 - .Z pm'j) <3+ (1 - 2 p-im) 2
j=1 i=] '
ok ;
- 2 (J;} DmH + 1;} pim)
L= Pry(Feil) - Py (feil)
P

j=1
Noen egenskaper ved i:

. = 2 dvs. en celle har sannsynlighet 1.

i) A udefinert nér P(])(feil) = 0 dvs. Py * Py

ii) Hvis de to variable er stokastisk uavhengige dvs. p
A = 0. (Det omvendte gjelder ikke).

=p, p‘j for alle (i,3) sd er

j-

id

ii1) x =1 hvis og bare hvis hver rad og kolonne har heyst en celle med positiv sannsynlighet

r k
dvs. ¢ p. = %

: im . =1
1 j=1

i P’ :
Beregner vi de relative hyppigheter i eksempel 4.1 og setter inn for P;; mene. far vi
» = 0,2076.
Tallene i eksemplet kan ogs& brukes til et regneeksempel for Ay 09 Ay da fér en

*a

0,2241 og
A, = 0,1924.

¢. Andre mdl fra samme aktivitetsmodell

Vi kan utvikle tilsvarende mil som Ay» Ay 09 X ved & ta utgangspunkt i de samme situasjonene,
men ndr vi gjetter, sd gjetter vi proposjonalt med sannsynlighetene istedenfor & gjette p& den kategori
som har stegrst sannsynlighet. Hvis vi f.eks. har kategoriene A1, A2 0g A3 med sannsynligheter 0,1, 0,2
og 0,7, kan vi utfere gjettingene ved & trekke tilfeldig én av 10 lapper hvorav 1 er merket A‘, 2 er
merket A2 0og 7 er merket A3.

I den assymetriske situasjonen med A som faktorvariabel og B som responsvariabel, finner vi:
1) Uten informasjon om A-verdi gjetter vi Bj med sannsynlighet p.j j =1, 2,..., k.

P i1) =1 - .2 .
(1)(fe11) 1 321 P
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2) Med informasjon om at A-kategori er Ai’ gjetter vi Bj med sannsynlighet pij/pi'

k  p.:. 2
j=1,2, ..., k. Sannsynlighet for feil né&r Ai er gitt er (1 -z (Bli) )
i=1 Py.
r p.. 2
Pioy(feil) =z (1 -1 (1)) - p.)
(2) is1 - j=1 Py i
r k
=1-1z 1 by p.?
i=1 Pi. j=1 1

Mé]etr\b defineres som den relative minsking i feil

i P(])(fei])— sz)(feil)
b P(])(fe11)

i=1 j=1 Fi- J
kan ogsd skrives

r k
(z

z oz (p
i=1 j=1

2 k

Vi kan utlede tilsvarende formel for Nar 1 den symmetriske situasjonen gir denne strategien for
gjettingen madlet n.

L P(])(feﬂ) - Ff(z)(feﬂ)
k 2 r 2 r k p]2 r k p1§
=((V- 2 p "1 2 p ) E-(1- 2 2 J DI ) - 1)/
j=1 =1 i=1 j=1 Py i=1 j=1 P.j
k r
-z pl+1- 1 9
j=1 i=1
r k k r k r
2 1 2 2 2 2
= (3 Zopy o rp) - 3 opS - {2 (xS 3opid)
j=1 j=1 W i P.j j=1 9 = j=1 i=1
r k k r
2 - 2 2
R I LA A AL R o P
i=1 j=1 -j Py j=1 9 =1

Disse mdlene har stort sett de samme egenskaper som Ags Ap 09 A Spesielt er at n = 0 hvis 0g

bare hvis pij = Pp;. p.j for alle (i, j), dvs. uavhengighet mellom de variable.

d. Sammenligning med andre mdl

I situasjoner som i dette kapitlet vil en finne at det ofte brukes avhengighetsmél som er av-
ledet av
k
2. T 2
o= 2 T ((Pyy = PyPg) Ry P

i .). Hvis vi setter inn de observerte hyppighetene i
i=1 j=1

J

formelen, far vi at dette blir X2/n der X2 er kjikvadratobservatoren som vi bruker ved testing av
uavhengighet mellom de variable. Av formelen ser vi at ¢2 mdler avvik fra uavhengighet, men det er
vanskelig & finne noen sannsynlighetsmessig eller operasjonell tolkning av mdlene som er avledet av
denne storrelsen. Vi vil derfor i situasjoner der det p& en eller annen mdte er den “"prediktive"
sammenheng som er interresant, anbefale » evt. n-mdlene. I andre situasjoner bgr en undersgke om de
interessante avhengighetstrekk kan mdles ved avhengighetsmd1 som har enkle sannsynlighetsmessige eller
operasjonelle tolkninger. En fordel slike md1 har framfor kjikvadratmdlene, er at de som regel er
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enkle & modifisere ndr vi skal studere deltabeller. Hvis vi f. eks. har en krysstabell over yrke til
fedre og senner og vil studere sammenhengen mellom yrkene for de far-sgnn par som ikke har samme yrke
(dvs. tabellen bortsett fra den ene hoveddiagonalen), s& mener vi det er vanskelig & finne en modi-
fikasjon av kjikvadratmdlene for denne deltabellen. A, derimot, kan vi beregne i tabellen over den

nye massen. Denne tabellen har 0-er pd den ene diagonalen og nye marginaler i forhold til den opp-
rinnelige.

Eksempel 4.2 (Konstruerte tall)

Anta vi har gruppért yrkene til far-sgnn pak etter en inndeling med tre yrkeskategorier. Den
opprinnelige tabell er:

Senns yrke

1 2 3
1 40 10 10 60
Fars yrke 2 10 30 5 45
5 10 25 40

55 50 40 145

For denne tabellen er det klart hvordan en skal bruke badde "kji-kvadrat-md1" og andre. Men vil vi se
pd sammenheng mellom yrkene til de par som ikke har samme yrke, ser vi p& tabellen

Senns yrke
1 2 3
1 0 10 10 20
Fars yrke 2 10 0 5 15
10 0 15

15 20 15 .50

og det er meningslgst & sette disse tallene rett inn i et "kji-kvadrat-m&1". Derimot kan X og n be-
regnes direkte fordi det har mening & snakke om sannsynligheten for & predikere senns(fars) yrke med
eller uten informasjon om fars(senns) yrke gitt at de ikke har samme yrke.

. 5. SAMSVAR, EN SPESIELL FORM FOR SAMMENHENG.

Eksempel 5.1

To peykologer, A og B, klassifiserer hver for seg en gruppe personer etter en inndeling i
personlighetstyper med r grupper. Resultatet er stilt opp i tabellen.

B, B, ... B
Mol X X | Xy
Aol a1 Yoo e Xpp | Xo.
Ar Xr] XﬁZ T er Xr-

X'1 X'Z cee X_r n

Tabellen viser at av de n personene ble X12 av psykolog A sagt & vere av type 1 og av psykolog B bhedegmt
til 8 vere av type 2. X22 personer ble av begge psykologer klassifisert som type 2. Vi vil mdle graden
av enighet eller samsvar mellom vurderingene til de to psykologene.
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Vi ser pd den multinomiske modell for & finne hvilke populasjonssterrelser som kan tenkes & gi

uttrykk for ulike grader av samsvar. er sahnsyn]igheten for at en person klassifiseres av A som type

Pij
i og av B som type j. -
Et naturlig m&l er o = 121 p;; som direkte gir sannsynligheten for samsvar i klassiferingene

til de to. Dette m&1 er enkelt og lett forstdlig, men i noen situasjoner vil det vere en ulempe at det
er s& folsomt m.h.t. marginalene. F. eks. i tabellen

B B

1 2

A] 0,6 0,2 0,8

2 0,2 0,0 0,2

0,8 0,2 1,0

er p = 0,6 og det er den minste verdi p kan ha med disse marginalene, men i tabellen

B B

1 2

0,2 0,6 0,8

A2 0,0 0,2 0,2

0,2 0,8 1,0

er p = 0,4 og med marginalene gitt som i denne tabellen, er det den storste verdien o kan ha. En md
vurdere disse forhold for p brukes til & sammenligne samsvaret i tabellene.

Hvis den fagrste tabellen viser resultatet av to psykologers klassifisering av en gruppe personer
og den andre tabellen viser resultatet av to andre psykologers klassifisering av en annen gruppe og vi
vil sammenligne samsvaret mellom klassifiseringen til de to parene med psykologer, mener vi at p kan
brukes hvis der ikke er noen spesiell spesifisering av problemstillingen. De sterkt ulike marginalene
i den andre tabellen er i seg selv indikasjon p& stor grad av uenighet og vi vil ikke justere bort dette
trekket ved materialet. Men hvis f.eks. den psykolog som sto bak klassifiseringene B], 82 i den andre
tabellen, var av en annen "skole" enn de andre tre og dette medfgrer at marginalene blir sd ulike og
vdr hensikt er & sammenligne samsvaret mellom psykologparene sett bort i fra at den ene tilhgrer en
annen skole, ser vi at p er lite egnet.

Hvis marginalene pd en eller annen mite er framkommet av &rsaker som er uvesentlige for var
problemstilling, er det altsd gunstig med samsvarsmdl som er uavhengig eller mindre avhengig av margi-
nalene enn p. Vi skal se pd et slikt mil.

N&r to personer skal klassifisere den samme gruppe enheter, vil en forvente at et visst antall
enheter av ren tilfeldighet klassifiseres 1ikt. Det neste samsvarsmélet bygger p& tankegangen om at
det en skal mdle, er det relative samsvar ut over det forventede ved stokastisk uavhengighet mellom
klassifiseringene. Vi setter

r
8, P (samsvar i alt) = 1 p..

i=1 1

(=p)

6, = P (samsvar ved uavhengighet) = igl Pi.D.;
9] -9, mdler sannsynligheten for samsvar fratrukket sannsynligheten for samsvar ved ren slump. Vi
normerer denne sterrelsen ved & dividere med 1-92. 1-62 angir "mulig samsvar" som ikke skyldes ren
tilfeldighet.

Bishop et. al. (1975) p&stdr pd side 395 at 1-92 er maksimum av 8y - 9, for gitte marginaler.
Dette er oftest galt fordi en ngdvendig betingelse for at 6y = 1, er at de to marginalfordelingene er
like. Vért md1 for samsvar blir

K= (67 - 8,)/(1 - 5,).
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K vil anta verdier mindre eller 1ik 1. Minste verdi K kan anta avhenger av marginalfordelingene.
Estimater for K i den multinomiske situasjon f&r vi ved & sette inn de observerte hyppighetene.

Eksempel 5.2 (Bishop et. al. (1975)).

To psykologer, A og B, klassifiserer hver for seg 72 larerstudenters "stil" i klasserommet som
h.h.v. A(utoriter), D(émokratisk) eller E(ttergivende).

Psykolog B
A D E
A 17 4 8 29
Psykolog A
D 5 12 0 17
E 10 3 13 26
32 19 21 72

Tabellen gir K = 0,362. Ved assymptotisk teori finner vi at (0,156, 0,568) er et 95% konfidensinter-
vall for K. ‘

For & f& narmere innsikt i samsvarsstrukturen kan vi se pd sannsynligheten for samsvar gitt en
spesiell verdi av den ene marginalen.  Da har vi f.eks.

P(samsvar | i'te rad) = Pi:/Ps.

Vi ser pa pii/pi. - P, som angir gkningen i sannsynlighet for at "B vil velge" kategori i ndr A har
, i . Pij . _
gjort det. Siden 1 er maksimum av B;T velger vi K, = (pii/pi- - p.i)/(l - p.i) = (pii - pi.'p-i)/

(pi_ - pi_~p.1) som et betinget samsvarsmd1. Med tallene i eksempel 5.2 finner vi K] = 0,255, K2 =
0,600 og K3 = 0,294.

Fra Ki -ene kommer vi tilbake til K ved & summere over i i nevner og teller for seg.

Vi vil til slutt understreke at samsvar er en spesiell form for sammenheng. I tabellen

By B, B3 By
A, |o 1 0 0 l
A, |0 0 0 1 %
Ay |1 0 0 0
Ay |0 0 1 0 |

er sammenhengen maksimal f. eks. i prediktiv forstand men der finnes ikke samsvar.

6. KLASSEINNDELINGEN AV MATERIALET

Sammenheng md1t med et eller annet assosiasjonsmdl vil som nevnt i innledningen, avhenge av
klasseinndelingen av materialet. Hvis vi har en symmetrisk, ordnet situasjon, hvor vi finner det
naturlig & bruke y som md1 pd sammenheng, kan denne avhengigheten demonstreres ved fglgende materiale
(Goodman og Kruskal (1954)).
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8, B2 By B4
A] 0 0,25 0 0
A, 0,25 0 0 0
Ag 0 0 0 0,25
Ay 0 0 0,25 0

(0,25 - 0,5 + 0,25 - 0,5) - (0,25 - 0,25 + 0,25 - 0,25)
(0,25 - 0,5 + 0,25 - 0,5) + (0,25 - 0,25 + 0,25 - 0,25)

Her er v =

=025 (1-05) 1/2 _1
0,25 - 1,5  3/2 3

S1ar vi sammen B] og BZ’ 83 0g 84, A1 og A2 og A3 og A4, blir tabellen

.B] B2 By By
A1 A2 0,5 0,0
A3 A4 0,0 0,5

Da blir v = 1.
Slar vi sammen B,, B3 og B, og Ao,y A3 og A, blir tabellen

B] 82 83 84
A] 0 0,25
A2 A3 A4 0,25 0,25

Da blir v = -1.

Det er neppe trolig at en i praksis kommer opp i en s vrang situasjon som den ovenfor, men den
illustrerer at milene md betraktes relativt til klasseinndelingen. Sammenligning av verdier ber kun,
skje mellom materialer der samme klasseinndeling ligger til grunn.

Vi vil vise at med et gitt antall klasser, har valg av delepunkter innflytelse p& verdien av
ulike md1. Vi antar at de variable (X, Y) egentlig er kontinuerlige men at vi grupperer malingene i
en 2 x 2 - tabell. :

Vi definerer, F (x, y) = P(Xs x() Y< y), H(x) = P(X$x) og G(y) = P(Y$ y). Med delepunkter
(x, y) kan cellesannsynlighetene i en tabell uttrykkes ved F, H og G.

\% Y<y Y>>y
X
X < x F H-F H
X > x G-F 1-G-H+F I-H
G 1-G

Vi har fer sett pd malet Y. I 2 x 2 situasjonen var Y = (§ -1)/(§ +1) der & er kryssproduktet dvs.
§ = Pyy Pop/Pyp Ppy- Av tabellen far vi, 6 = F + (I-G-H+F)/(G-F)-(H-F).



18

Av denne formelen kan vi under ulike forutsetninger om simultanfordelingen til (X, Y), beregne hvor-

dan & (og dermed v) varierer med ulike valg av delepunkter.
dan & varierer med valg av delepunkter ndr (X, Y) er binormale med korrelasjonskoeffisient 0,75.

1 tabellen nedenfor har vi satt .opp hvor-

"l 0,0 0,5 1,0 1,5 2,0
X
0,0 | 11,20 13.36 22,86 56,67 200,84
0,5 | 13,36 12,03 15,38 27,70 69,65
1,0 | 22,86 15,38 15,04 20,66 38,91
1,5 | 56,67 27,70 20,66 22,30 33,17
2,0 200,84 69,65 38,91 33,17 40,31

Tabellen er fra Mosteller (1968).
hengsmd1, men vil oppfordre til at ndr de brukes, s& m& det framgd hvilken klasseinndeling som er brukt.

Vi vil ikke bruke tabellen som et argument mot & eller v som sammen-

7. FET SPESIELT SYN PA ASSOSIASJON 1 KONTINGENSTABELLER

Vi skal se pd assosiasjon i kontingenstabeller fra en ny synsvinkel.

Denne betraktningsmdten finner en i Mosteller (1968).

Eksempel 7.1 (Konstruerte tall)

Vi skal se p& sammenheng mellom kjonn og ytelse (karakterer) ved en eksamen,

Kvinner Menn
Hoy 2 3 5
Lav 1 4 5
3 7 10

2

Resultatet ble

Nd synes Mosteller & mene at sammenhengen ikke forandres om taliene i faorste kolonne f. eks. multipli-

seres med 10.
og lave karakterer.

Kvinner Menn
Hay 20 3 23
Lav 10 4 14
30 7 37

En sTik multiplikasjon forandrer ikke det relative antall av kvinnene som har h.h.v. haye
Han pdstér altsd at assosiasjonen er den samme i tabellen.

Hvis vi i den forste tabellen multipliserer tallene i annen rad med 2, framkommer tabellen.

Kvinner Menn
Hoy 2 3 5
Lav 2 8 10
4 11 15

Assosiasjonen er ogsd den samme i denne tabellen, hevder Mosteller.

T

Vi kommer senere tilbake til dette.

I ferste omgang kan en kanskje notere seg at operasjonen ikke forandrer kjonnenes relative andel av de



med h.h.v. heye og lave karakterer.

Tankegangen medfgrer at tabellene

Tk r

k

—

1M P 2

172 Py

k

gir uttrykk for samme grad av assosiasjon.

19

09

"1 P12
T2 P22

Ved vekselvis multiplikasjon av kolonner og rader, kan en

fra den forste tabellen i eksempel 7.1 komme fram til en tabell der marginalene er like og der asso-
siasjonen ifplge Mosteller, er den samme som i den fgrste tabellen.

2 3 5
1 4. 5
s 7|
\L, (Multipliserer med 0,2 i rad 1 og med 0,2 i rad 2)
0,4 0,6 1,0
0,2 0,8 1,0
0,6 1,4 i
\L, (Multipiiserer med 5/3 i kolonne 1 og med 5/7 i kolonne 2
2/3 3/7 23/21
1/3 477 19/21
1,0 1,0 I
\l/ (Multipliserer med 21/23 i rad 1 og 21/19 i rad 2)
Y
0,6202 0,3798 1,0000
0,3798 0,6202 1,0000
1,0000 1,0000
eller
0,3101 0,1899 0,5000
0,1899 0,3101 0,5000
0,5000 0,5000

hvis vi vil at marginalene skal summere seg til 1,0.
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2

Vi oppnér & f& tabellen p& en lett lesbar form. Vi kan bruke samme teknikk til & transformere
tabellen slik at de far et hvilket som helst sett med oppgitte marginaler.
I eksempel 7.1 finner vi det

Det er da naturlig & sammen-

Vi kan ikke erklare oss helt enige i begrunnelsen for teknikken.
naturlig & se pd kjenn som faktorvariabel og ytelse som responsvariabel.

ligne de betingete fordelinger for ytelse gitt kjenn. Disse fordelingene forandres ikke ved multiplika-

betingete fordelinger endres.

sjon i kolonnene, s& det kan vi vere med pa.

Kvinner Menn
Hoy ™ m12
Lav "1 22

og vi multipliserer forste rad med a blirden nye tabellen

Kvinner Menn
Hoy amy ' amy ,
Lav mio Moo

Hvis f. eks. den opprinnelige tabell er

Men n&r radene multipliseres med ulike tall s& vil de

Vi lar a1 std for den betingete sannsynlighet for hgy karakter gitt at kjennet er kvinne. I
den siste tabellen blir a = (am”)/(m21 + am]]) =1- mz]/(am]] + m21). a9 vil variere mellom O og
1 alt ettersom a er svert stor eller svaert liten. Dette betyr at hvis en mener det er de betingete for-
deTinger som er essensielle, s& md det, fer en bruker denne teknikken, vurderes hvordan de ulike trans-
formasjoner vil innvirke pd de sammenligninger en akter & foreta.

Vi skal se pd et eksempel der teknikken brukes p& krysstabeller Med flere enn to kategorier.

Eksempel 7.2 (Mosteller(1968))

Sgnns yrkesstatus

1 2 3 4 5
: 50 15 8 18 8 129
18 17 16 4 2 57
) 28 174 84 154 55 495
24 105 109 59 21 318
Fars
1 78 110 223 9% 518
yrkes- .3 23 84 289 217 95 708
. 14 150 185 714 447 510
8 19 175 348 198 778
5 3 42 72 320 an 848
6 8 69 201 246 530
106 489 459 429 017
79 263 658 829 562

Tabellen viser to materialer der fedre og senner er kryssklassifisert m.h.t. yrkesstatus.
er det gverste tallet fra et britisk materiale og det nederste tallet fra et dansk materiale.

I hver celle

nalene er forskjellige i de to deltabellene og det gjer det vanskelig & sammenligne strukturen i tall-
materialene.
I de to deltabellene kan en foreta vekselvis kolonne-og radmultiplikasjon til en f&r marginaler

1ik 100. Resultatet av disse itereringene er satt opp i tabellen nedenfor.
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Sgnns yrkesstatus

1 2 3 4 5
1 68,5 20,9 4,6 3,7 2,3
58,6 25,0 12,0 2,6 1,8 100
2 17,8 37,5 22,5 14,7 7,5
21,1 41,6 21,9 10,3 5,1 | 100
Fars I
8,0 19,2 33,7 24,3 14,9
yY‘keS* 3 E) £ y_' £ h )
status 1,7 19,3 33,7 21,9 13,5 100
4 4,1 14,7 22,6 31,1 27,6
4,1 11,4 20,7 35,5 28,4 100
5 1,6 7,8 16,6 26,2 47,8
4,5 2,7 11.8 29,8 51,2 100
100 100 100 100 100

I denne tabellen er det mye lettere & sammenligne strukturene. Materialene har, reft sagt,
noksd 1ik struktur. Denne framgangsmédten innebarer ogsd en form for glatting av den opprinnelige tabell.
I den forste tabellen ser vi f. eks. i det britiske materialet at tallet 8 i forste fad, tredje kolonne
gir en "dump" i den horisontale linja. I den glattede tabellen er dette trekk ved materialet forsvunnet,
Teknikken byr pd muligheter til prediksjon. Hvis vi f. eks. har observert bare marginalene i
ett nytt materiale og vi har et fullstendig eldre materiale der vi kan anta assosiasjonsstrukturen er
den samme, kan vi predikere simultanfordelingen i det nye ved & iterere i det gamle materjalet til det
har marginaler som det nye. I neste kapittel skal vi ogs& se p& en metode som gir oss visse muligheter
til & glatte empirisk materiale. Metoden vi skal se pd har en fordel framfor metoden i dette kapitlet,
det er lettere & overskue hva vi gjer idet en konstruerer nye tabeller ved & sette ulike samspills-
effekter 11k 0.1 en spesifisert modell.

8. LOG-LINEARE MODELLER
For en utferlig behandling av emnet viser vi til Bishop et. al. (1975)

a) Innledende motivering

Vi skal prove & motivere innferingen av log-linezre modeller. Forst ser vi p& hvilken grunn-
leggende storrelse kryssproduktet er i 2 x 2 tabeller.
I tabellen

B B
APy P12
A Py P22

er kryssproduktet, &, Tik P pzz/p21 Pyo- Som i Lehman (1959, s. 145) kan en lett vise at:

P(AIB) = P(A) + (5 - 1) . P12 P21
P8y

P(BIA) = P(B) + (5 = 1) . —ppgy—

P(BIA) = P(B) - (5 - 1) . 22
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Ligningene viser bl. a,

1) & =1 ekvivalent med A og B uavhengige
2) & > 1 ekvivalent med P(A[B) > P(A)
3) & < 1 ekvivalent med P(A|B) < P(A)
4) Differensen (P(A|B) - P(A)) gker med s.

Vi ser at § pd en naturlig mdte belyser avhengighetsforholdet mellom de to variable.
Edwards (1963) viser at hvis vi i en 2 x 2 tabell krever at et avhengighetsmdl skal vare

i) symmetrisk m.h.t. de to faktorer,
i1) en funksjon av P(B|A) og P(B|A) og
i11) en funksjon av P(A|B) og P(A[B),

sa md mdlet vere en funksjon av 6.

To av Yules klassiske m&1 for assosiasjon kan uttrykkes som funksjoner av §.
Q ("measure of association") = (8 -1)/(s +1).

Ly ("measure of colligation") = ( aﬁ-l)/(/§“+l).
¢ er invariant m.h.t. transformasjoner av den type som Mosteller (1968) gjorde bruk av (Se
kapittel 7.). I ’

P p{él
prZ] oz |
har vi § = P11 p22/p12 Pyy 09 i
(ﬂkl "Ry ko my Pyp

|k, 2 k

L K1 %Py 2 "2 Pz

.k

har vi § = (k1 r 9 T Pro)

1 P11 7Kg T Pppl/ky o Py

= (Pyq + Po)/(pgy Py)-

§ kan 0gsé brukes som m&1 i 2 x 2 tabeller med en faktorvariabel og en responsvariabel. Vi ser
pd tabellen

B B,
A Pn P
Bl P P

Nar variabel B er faktorvariabel og A responsvariabel, har vi funnet det naturlig & se pa de betingete
fordelinger gitt B-verdi, dvs. tabellen

L§] :’\.?

A G Sz

&

z | %21 Y2 |

1,0 1,0
der 445 = pij/(p1j + ij) fori=1,2093 =1, 2.
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- qy7/4
En mdte & sammenligne g5 -ene pd, er & se pd alll~gl~dvs, vi ser pd forholdet mellom sannsynligheten
12/22

for A] 0g A2 i de to betingete fordelingene og sammenholder forholdene ved & ta kvotienten mellom dem.
Men dette er det samme som & se pd kryssproduktet i den opprinnelige tabell ettersom
G1/%1 _ (Pra/(Pyy * o))/ (Ppy/(Pyq * Ppy))  Pyy/Ppy Py - Ppp

G292 (Pia/TPyg * P20 ) TPgp TPy + 93000 i e

P12/Po2  Pp1 - P12
Vi kan ogs& strukturere avhengigheten i (r x k) - tabeller ved hjelp av ulike kryssprodukter.
Vi har tabellen

P11 Prz =+ Prk
P21 Pa2 oo Py
Prl Pra =+ Prk

En vei & gd er & danne alle subtabeller av typen

Pij Pik
prj Prk

der (i og j) varierer og (r og k) er fast. I subtabellene beregnes kryssproduktene

§..=(p

5 i prk)/(prj Py ) fori=1,2, ..yr-logj=1,2, ..., k-1.

dij -ene gir nd én beskrivelse av avhengighetsstrukturen. Vi har bl. a.

Pij = Pj. - p'j for alle (i, j) er ekvivalent med

0]

5ij Tfori=1,2, ..., r-1o0ogj=1,2, ..., k-1.

En av egenskapene ved denne parametriseringen er at Gij -ene gir uttrykk for assosiasjon i de betingete
subtabellene. Hvis vi lar D vare begivenheten at vi er i én av subtabellene, blir de betingete sann-

synligheter for cellene i subtabellen,

a5 = P (celle(i, j)ID) = ij/P(D)-

Kryssproduktet i den betingete tabellen blir

Pij . Prk

POY POy . Pig o Pk o,
Pri  Pik Prj - Pik Y
P(D) POY

En annen parametrisering av avhengigheten oppndr vi ved & beregne kryssproduktene i subtabeller

(—-51 4

L
L3 4

av typen

der cellene 15 35, a3 09 4y framkommer ved & s14 sammen celler i den opprinnelige tabell etter skjemaet
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4 4

(1,3)
2 1 2 | <— i-te rad
4 3 4

Vi har ikke sett at noen har prgvd denne formen for parametrisering og vet ikke hvilke egenskaper den
har, vi nevner den kun som eksempel for & illustrere de mange muligheter en har til & velge parametri-
sering etter ens spesielle behov.

b. Momenter om uavhengighet mellom to eller flere variable

Av tabelien

By B,
A, 4 8 | 12
A, 6 12 18
10 20 30

ville vi tro at det er uavhengighet mellom A- og B- faktoren, men hvis denne tabellen er framkommet ved
at vi i tabellen

B] B, 82
A] 4 1 7 12
A2 6 6 6 18
10 7 13 30

har s13tt sammen kategoriene B, og B, , sd& er uavhengigheten tvilsom i det en ikke av den siste
tabellen kan slutte at A- og B- faktoren er uavhengige. Regelen er at uavhengighet ved en finere
gruppering medferer uavhengighet i en grovere gruppering, men uavhengighet i en grovere gruppering med-
forer ikke ngdvendigvis uavhengighet i en finere gruppering. Nar vi har flere enn to variable blir

det mer komplisert & vurdere avhengighetsstrukturen. Vi skal illustrere noen sider av problemet ved et
konstruert eksempel.

Eksempel 8.1 (Konstruerte tall)

Vi har en mengde dedsfall blant jamnaldrende menn og undersgker disse m.h.t. 3 faktorer.
Kategoriene er

A],A2 dode av/degde ikke av Tungekreft
B],B2 var/var ikke storrgyker
C1,C2 bodde i by/bodde p& landet.

Materialet viser en sammenheng mellom faktorene A og B, men sammenhengen gar forskjellig vei for de to
typene bosted. I deltabeller for de to typene bosted har vi,
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C] B] B2
A] 1 5 6§ = 0,25 dvs. vi har en negativ sammenheng mellom
storrgyking og lungekreft i byene
A 4 5
2
¢ By B
A1 3 3 § = 3,5 dvs. der en positiv sammenheng mellom
storrgyking og lungekreft pd landet
Az 2 7

Hadde vi studert den marginale tabell over A og B hadde vi "funnet" at A og B var uavhengige

i det.
B B,
A] 4 8
gir 8§ = 1.
A2 6 12

Eksemplet er konstruert slik at ogsd B og C, A og C er parvis uavhengige.

B B,

o 5 10
gir s = 1.

C, 5 10

4 C,

Al 6 6
! gir ¢ = 1.

A, I 9 9

Eksemplet er en advarsel mot & bare studere sammenhenger ved hjelp av ulike to-veistabeller og det viser
at ndr vi skal parametrisere avhengighetsstrukturen mellom tre variable, s& md vi ha parametre for
annenordens samspill (tre-faktoreffekter) da disse ikke lar seg uttrykke ved samspillene (1. ordens)
mellom par av variable. '

Et annet moment som kommer til, ndr vi har tre variable, er at hvis vi har uavhengighet mellom
to variable pd ethvert niv8 av en tredje, s& har vi ikke ngdvendigvis marginal uavhengighet mellom de
to forstnevnte.

I eksempel 8.1 s vi at det var interessant & se pa sammenhengen mellom to variable gitt ulike
nivder av en tredje. Vi fikk p& den m&ten avdekket et hgyere ordens samspill (tre-faktoreffekt). Et
stikt samspill kan foreligge bade ndr vi har marginal uavhengighet og marginal avhengighet mellom de to
variable. Vi skal se pd parametre som uttrykker dette samspillet. '

Vi ser pd en (2x2xt) - tabell. De tre variable benevnes A, B og C. Hele tabellen bestdr av t
subtabeller av typen

Cz B1 B,
A Pric Pres
A P212 Pooy
som viser sannsynlighetene pd ¢-te nivd av variabel C, 2 =1, 2, ..., t. For hver av subtabellene vil

kryssproduktet,
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5o 7 (Pyyg o)/ (Pa1y Prgs)s

uttrykke avhengigheten mellom A og B for dette nivdet av C. Hvis s, er konstant for 2 =1, 2, ..., t,
sd sier vi at der ikke er noe annenordens samspill mellom A og B (1ngen trefaktoreffekter), dette er
ekvivalent med

5./6, =1 for 2 =1, 2, ..., t-1.

Hvis vi har annenordens samspill, kan vi bruke forholdet mellom kryssproduktene som mid1 pad dette sam-

spillet. Vi mdler samspillet med 6$i> der

Sy p"(;-p/'p o
U1 L L R R A

t P21y - Prag - Pyt Poot

I en{2x2xtxv)-tabell vil det vare mulighet for tredjeordens samspill (fire-faktoreffekter).
¥i kan se pd de v deltabellene som er (2x2xt)-tabeiler, for hver ¢ sammenligner vi de v 5§%)~ene i
deltabellene, hvis disse ikke 1ike kan vi bruke dem til ny parameterdannelse pd tilsvarende mite som
vi brukte s, 6 -ene til & lage 6(§) -ene. De nye parametrene uttrykker tredjeordens samspill.

Samspillsparametrene foran dannes ved muitiplikasjon og divisjon av p ~ -ene, - Tar vi loga-

ritmen av parametrene vil de kunne uttrykkes ved addisjon og subtraksjon av 1ogar1tmene til p -ene.

c. Log-Tine@r modell, tre variable.

Fori=1,2, ..., ry, j-1,2, ..., koge=1,2, ..., t uttrykker vi den naturlige Togaritme
ti1 sannsynligheten for at en observasjon faller i celle (i, j, £) ved nye parametre (u-er). Vi setter
3 12 23 13 123

log p..,, =u + u! + u? +u o+ ULt o+ uL UL
138 1 J 2 1J RS 12 ije

2

P3 u-ene Tegges folgende betingelser,

TLPR TS S
12 _ 12 . 23 23 1313
SR B A
J23 e oes o

S T T A PR

Vi kan tolke u-ene ndr vi soker & forklare de ulike cellefrekvensene. .u-ene med en toppskrift tolkes
som hovedeffekter av variable f. eks. u§ angir hovedeffekt av at variabel 2 har verdi j. u-ene med to
toppskrifter tolkes som to-faktoreffekter, f. eks. u}% angir effekter av at variabel 1 har verdi i sam-
tidig som variabel 3 har verdi 2. u-er med tre toppskrifter tolkes som tre-faktoreffekter f. eks.

123

Yi5y angir effekt av at variablene 1, 2 og 3 samtidig antar verdiene i, j og 2.
Det er ingen tilleggsstruktur i denne modellen i forhold til modellen med pijﬁ -ene. Det er en en-
tydig korrespondanse mellom p -ene 0g u-ene.

Reparametriseringen (de+ at vi innfarer u-ene i stedet for p -er) har flere hensikter,
momenter er bl. a

1) Vi f3r ikke estimater for parametrene som ligger utenfor det omrdde som vi p& forhdnd vet
parametrene md ligge

2) Vi far parametre som gir direkte uttrykk for samspillet mellom to eller flere faktorer.
Det er lett & formulere hypoteser ved parametrene.

3) Mange av hypotesene om ulike former for uavhengighet lar seg lett uttrykke ved parametrene

(dog ikke alle)

4) Ved & forutsette, evt. etter & ha funnet ved testing, at enkelte samspill er lik 0, kan den
observerte tabell glattes. I noen tilfelle kan en pd denne mdten oppnd estimater for celler
som er tomme i den opprinnelige tabell.



27

Vi skal se nzrmere p& en del av de hypoteser som kan settes opp i en situasjon med tre variable.

mijn stdr for forventet antall observasjoner i celle (i, Jo 2) for 1 =1,2, ..., r, j=1,2, ..., k

ogl=1,2, ..., t

Hypoteser.

Fullstendig marginal uavhengighet

mi,.m.j-m..ﬂ
H, L 7 P(A{BSC,) = P(Ay)-P(B;)-P(Cy)
En uavhengig av de to andre
m-jxmi--
Hb1 Mg = “mo P(AiBjci) = P(Ai)-P(BjC%)
My My
: m]‘j, M,y '
My, Mige T TwoTTT P(A;BC,) = P(A;B;)-P(C)
Marginal uavhengighet
M
Hc] Mgy = wT P(BJCQ) = P(BJ)P(CQ)
. miv-m-.Q, . \
ch Mioe T T P(ALC,) = P(AL)-P(Cy)
m. i
Betinget uavhengighet
mij-m1~@
Hd] Mgy = «—ﬁzfiw— P‘Bjcsti) = P(BjIAi).P(CQ!Aj)
m1j-m*ji )
Hd2 Mg :-uﬁﬁi;fu- P(A1CQIBj) = P(AiiBj)'P(CQIBj)
, Mg M5 r
Hd3 My = o P(Aigj;c%) = P(AiICQl)-P(BjICZ)
m. . M. m.,, M., .
H, rkt _ijt . _rki ije for i < r-1, j < k-1 0g ¢ < t-1. (likhet automatisk oppfylt far

m. . m .. M. . m.
Tkt Trjt kR Trg i=r eller j=k-eller 2=t)

He adskiller seg fra de andre hypotesene I 8.A viste vi hvordan avhengighetsstrukturen i en (rxk)-tabell
kunne uttrykkes ved kryssproduktene,

5ij = (pijprk;/(prjpik) for i =1,2, ..., r=Tog j=1,2, ..., k=1, (rxkxt) - tabellen kan

en tenke seg som t (rxk)-tabeller lagt over hverandre. 1 hver av de t lagene kan vi bereghe dij -er
som i 8.A. He er en hypotese om at kryssproduktene som tilsvarer hverandre i de t lagene, er like.

Ho er ekvivalent med at U}?i = 0 for alle (i, j, 2).
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Av forhold mellom hypotesene nevner vi bl.a. at Hb er ekvivalent med Hd N Hd . Videre vil
1 2 3

H‘b medfore HC N HC . Det motsatte gjelder ikke. Men hwis wi i tillegg til at A og C marginalt uav-
1 2 3

hengige og at A og B marginalt uavhengige, har at He gjelder, sa vil ogsa Hb gjelde, dvs.
1
Dette tar vi som indikasjon pd at He er en fornuftig hypotese, pd en

ey ey
Vi har ikke sett pd om tilsvarende resonnementer kan gjeres i heyere dimensjoner.

HC2 N HC3 N He medforer Hb] .
mdte utgjer den den 1dgiske differens mellom Hb og (H
1

For en narmere drefting av forholdet mellom ulike hypoteser viser vi til Simpson (1951) og
Birch (1963). '
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