


1. Generelt om Byrdets nye utvalgsplan

I likhet med den gamle utvalgsplanen trekkes ogsd utvalget i den
nye utvalgsplanen i to trinn. P& f¢rste trinn trekkes geografiske om-—
rader, primere utvalgsomrdder, som er faste fra unders¢kelse til under-—
spkelse. De enhetene som skal intervjues, trekkes sd fra et register
over befolkningen i de uttrukne utvalgsomradene.

I Byrdets nye standard utvalgsplan er kommunene valgt som primere
utvalgsomrdder. Kommuner med farre enn 3 000 innbyggere slies sammen
med andre kommuner slik at det er minst 3 000 innbyggere innen hvert ut-
valgsomrade. Utvalgsomriddene er si stratifisert etter kommunetype og
innbyggerantall. Byer med over 30 000 innbyggere er tatt ut som egne
strata, og utvalget i disse er trukket rent lotterisk. En oversikt over
stratifiseringen er gitt i Thomsen og Rideng (1974).

Formdlet med dette notatet er & angi en estimator for populasjons-
totalen i hele landet og & angi en estimator for variansen til denne.

I avsnittene 2 og 3 studerer vi en estimator for en populasjons-—
total ndr utvalgsplanen er en stratifisert to-trinns utvalgsplan, og det
trekkes minst to utvalgsomrdder fra hvert stratum. I Byrdets nye ut-
valgsplan trekkes imidlertid bare ett utvalgsomrade fra hvert stratum.
For dette tilfellet finnes ingen forventningsrett estimétor for variansen,
og vi har derfor i avsnitt 7 angitt en tilnazrmet forventningsrett
estimator og funnet skjevheten til denne estimatoren. Strataene som be-
star av byér med over 30 000 innbyggere krever en spesiell diskusjon som

er foretatt i avsnitt 6.

2. Spesielle definisjoner og notasjoner

Som nevnt innledningsvis betrakter vi i dette avsnittet tilfellet
ndr bestanden er stratifisert, og det trekkes minst to utvalgsomrdder fra
hvert stratum. Notasjonen i det f¢lgende er stort sett i samsvar med
Hoem (1973). Vi antar at det er Mi utvalgsomrdder i i-te stratum. Det
j—te av disse har Ni(j) trekkeenheter, og den k-te trekkeenheten har

verdien ai(j,k) péd det vi mdler. Vi lar

N, = N.(),
N

N, = I N.,

1 1

al(J) = E al(J yK),



a,(3) = a,(H/N (D),

a; =1 a. (),
i
a; = a;/M;,

og »
a= ? a; = i ? E ai(j,k).
Vi ¢nsker & estimere totalverdien a.

I stratum i trekker vi ut m. av de Mi utvalgsomrddene. La ni(j)
vare sannsynligheten for at utvalgsomrdde j i stratum i blir trukket ut, og
la ni(j,k) vere sannsynligheten for at bdde utvalgsomrdde j og k i stratum
i skal bli trukket ut.

La J J vere numrene pad de utvalgsomrddene som

i1* Jior e Jin,
blir trukket ut i stratum i og la %=(Jil,..,Jimi, J21,

pad alle de uttrukne utvalgsomriddene. Fra hvert uttrukne utvalgsomrdde

...) V&re numrene

trekkes et gitt antall trekkeenheter rent lotterisk. La n(%) og nij(g)
vere totalt antall trekkeenheter i henholdsvis hele utvalget og i utvalget
i j-te utvalgsomrdde i stratum i.

Numrene pd de enhetene som blir trukket ut fra utvalgsomrade j
K..

i stratum i, betegner vi med Ki' .., 0g vi lar

j1’ tij2’e
Xl_]S = ai(J’ KijS)’
og
Y572 P EACK

Vi innf¢rer indeksvariabelen

1 dersom utvalgsomrdde j i stratum i er i utvalget,

I.. =
1] 0 ellers,

og lar iij vere gjennomsnittet for de nij({) uttrukne trekkeenhetene i

utvalgsomrdde j 1 stratum i. Dersom Iij=0’ er nij(%)=0, og vi definerer
X..=0.
1]

3. Estimering av populasjonstotalen og variansen til estimatoren

En estimator for totalen er



a = ? § {Iij N, (D) Xij/ni(j)}

~

Sats 1: a er forventningsrett for a.

Bevis: La

iy " N. (1) XlJ
Siden E {Vijllij =1} = ai(J),
og
E {Iij 1J|Iij} = Iij a. (i),
er

E {I.. V..} = ﬂi(]) ai(J).
Herav f¢lger at

E {Iij Vij/“i(j)} = ai(j),

og satsen er dermed bevist. |[]
Sett na

Da er
a=1%2a..
.1
i
La videre
2,. 1 . - .42
1 k
o8& 2,. .
i3 N TR T N ()

\ _ _ 2 .
Dersom Iij—O, er nij(%)—o, og Tij (%) er da gdeflnert.

A

Sats 2: La a vare definert ved (3.1).

(3.1)

(3.2)

(3.3)
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~ - ﬂi(J Qk)—ﬂl(j) ﬂi(k) .
var a = ? ? i "i(j) “i(k) ai(J) ai(k)
+2{n; (D /m . (3.4)
]
hvor  n.(j) = E {N.2(§) 7..2()|L.. = 1}. (3.5)
1 1 1] v 1]

Bevis: Vi har umiddelbart fra (3.3) at
" 2

var a; = g var {Iij Vij} / . (1)
J
+ 3 —_%%3-——%E7 cov {Ii' Vi" Iik Vik}. (3.6)
J+k ﬁi J ﬂi J J

Videre er

. 2. 2.
var {Iij Vlj I Ilj =1, ;\Il = 41} = Ni (J) Tij (,l))
og
var {I.. V.. | L. =1} = E (N.2(§) ©..2@) | L., = 1}
iy ij ij i ij v ij

ni(j). (3.7)

Herav f¢lger at

var {Iij Vis l Iij} =1, n; (1)

som sammen med (3.2) gir

var (I, V.1 = m () ny(3) + a2 () 7y (D)

{1 - wi(j)}. (3.8)

Det gjenstadr & finne

cov {Iij Vi Iy V. }=E {Iij Vis Tk e

S E AL Vi BAL, Vi b

Vi har umiddelbart at

Y=1.. 1., a () a(k
EALL Vi T Vi | Tige T = Ty Ty () 2,000,

slik at

E {Iij Vij Lo Vi b = mGuk) a (3) a; (k). (3.9)



Videre er

E {Iij Vij} E {Iik vik} = “i(j) ai(j) ﬂi(k) ai(k),

som gir

= ] . .3,k
cov {Iij Vij’ Loy Vik} ai(J) al(k) {ﬂl(J, )

= m (@) m ). (3.10)

Ved et resonnement tilsvarende det i Hoem (1973, side 12) finner

vi at

cov (ai, aj) =0 for i # j. (3.11)

(3.8), (3.10) og (3.11) gir tilsammen

var a

PG ) G 8 6) ) n, (01772 )
1 1 : = s
+ jik T T® a, () a; (k) [1,(G,k) = 7, (3) 7, (]}

ﬂi(j,k)-ﬂi(j)ﬂi(k)

- j .(j) a, (k

i lg E m, () (k) a; () a; (k)
+ 2 in (D) / wi(j)]], , : (3.12)
J .

og dermed er satsenbevist. D

4. Estimering av variansen

og

Da er

og

Vi innf¢rer st¢rrelsene

I. (j)
2 _ i 3 12
Sip @ e D Mage T R -
s..2() N, (§)-n.. ()
2(gy= i A iR (4.2)
2 . . 2,.
E {Sl_] ({) l r{: '11’ Ii(']) =1} = Gi (J),

W1 I=i 1,G) =1 JPNCE



Dermed er

og

La

2,. 2 _ .
EANTG) 10D [ 1) = Ieonp ()

E NG 15500 = ) g (). (4.3)

A

Sats 3: En forventningsrett for var a er gitt ved

N m.(F,k)=m. (§)m. (k) I.. V.. I. V.
est, var a = T {z 1— .lk) e . lJ(.;J 1k (;s}
i3k "G ™ ( "
ez AG) T T (D) (4.4)
i i; i

Bevis: Av (4.3) f¢lger at

- 2. 2 . .
E XD NG 10/ (N =220, (4.5)
i3] 1]
Ved sammen med (3.8) og (3.9) & bruke at
2 - -,2
E {Iij Vi b = var {Iij Vij} {E I_Iij Vij_j}
finner vi
hEp) SR S S N EA{L.V,. I, V.}
ik m. (35k) m.(3) m (k) ij i3 "1k ik
Cos Tfi(Jak)""Ti(J) m. (k) 2 () a0
ik ﬂi(J) ﬂi(k) i i

+ Z {Tli(J) / Trl(j)} - z.: ni(J)°
J J
Ifglge (3.12) er dermed

A ~

- E est1 var a = var a,

og satsen er bevist. |]

1 dersom bide utvalgsomrddene j og k i stratum i
er i utvalget,
11k 0 ellers.



~

Ved en enkel omforming av (4.4) kan est, var a dermed skrives

1
est. var ; =3 { z Wi(J’k)_ﬂi(J) ni(k) 1 [Vi‘
1 i gk ﬂi(J,k) ijk ﬂi(J)
\
ik 2
- F;ﬁ;;] }. (4.6)

5. Selvveiende utvalg

Vi sier at utvalget er selvveiende dersom estimatoren (3.1)

kan skrives pa formen

" 1
a = Tz I..ZIX... (5.1)
b(%) i ij o ijs :
Vi lar
n = ; ; nij({) : (5.2)
1]

vere gitt. Dersom.Iij=0, er nij(%)=0' Vi oppndr at utvalget blir selv-

veiende dersom
b(J) = ﬂi(j) nij(g) / Ni(j),
b, = b /7 (),

0g

nij(g) = bi(g) Ni(J) for alle j slik at Iij=1°

Ved & bruke (5.2) finner vi

b(J) =n / L ;{Iij Ni(j) / ni(j)}. (5.3)
i]

6. Sertilfellet med kommuner som utgj¢r egne strata

Som nevnt innledningsvis er alle byer med flere enn 30 000 inn-
byggere tatt ut som egne strata. I disse strataene trekker vi ut enhetene

rent lotterisk. Anta at det er NOi trekkeenheter i1 stratum i. Den k-te

enheten i stratum i har verdien aOi(k) pd det vi mdler. Tilsvarende til

avsnittet foran innfe¢rer vi

a.. =

01 aOi(k)’

Z .
k



og
20i = %1 / Noi

Av de NOi enhetene trekkes et utvalg pa
ORIOES

trekkeenheter. De noi(g) trekkeenhetene har numrene K

La da

0i1’ Xoiz®» o

XOls = aOi(KOis)’
og
Xoi = i Xois / o1 (D)
S - 6.1
ag; = No; %01 (6.1)
blir altsd en estimator for totalen.
Tilsvarende til avsnittet foran defineres
2 1 - .2
g.." = — I {a_.(k) - a_.}",
01 NOi 1 K 01 01
og
2 1 = 2
SOi T n..-1 L {XOis XOi} :
01 s
I folge Hoem (1973, side 17) er
o 2
” 01 ,
var aj; = — NOi (N-n).
Laake (1974, side 3) har vist at
e 2 N |
est var a,. = SOi NO (H 1, (6.2)

der

N = i ? {Ii(j) Ni(j) / “i(j)}

er en forventningsrett estimator for var aOi'

En estimator for totalen i alle kommunene som utgj¢r egne strata er

A

=1 a 6.3
20 f 201 ) (6.3)

En forventningsrett estimator for totalen i hele landet blir dermed



A~ A~

=a+ a..
0

N
a

N
A ~

. . . oo,
Siden cov (a, a0)=0, er en forventningsrett estimator for var a gitt ved

A~ A

=est] var a + I est var a
i

v}
est var a .
01

A ~

der estyvar a er gitt ved (4.6) og est var a . er gitt ved (5.2).

01

7. Estimering av variansen ndr m.=1 for alle i

I den nye utvalgsplanen er antall strata sd stort at en ikke kan
trekke mer enn ett utvalgsomrdde innenfor hvert stratum. I dette til-
fellet kan vi ikke bruke (4.6) som estimator for variansen. Vi slar der-
for sammen strata slik at hvert av de nye strataene inneholder minst to
uttrukne utvalgsomrdder. Denne sammensldingen m& foretas f¢r utvalgs-—
omrédene trekkes. En slik samling av sammensldtte strata kaller vi en
gruppe. Anta at det er H grupper og at der er L
I folge (3.3) er

A~

h strata i gruppe h.

;= Jz {Iij vij / ni(j)} (7.1)

en forventningsrett estimator for totalen i stratum i. 'Som estimator
for variansen (3.4) foreslar vi nad

. g Iy Mmoo L
esp2 var a = I =1 (ai -1 i ag) . (7.2)

h=1 “n = i=1 h g=1

Estimatoren er basert pd at trekkingen pad f¢rste trinn i hver gruppe
foregar med tilbakelegging. Estimatoren er derfor ikke forventningsrett

for variansen.

A

Sats 4: Skjevheten til estimatoren est, var a er gitt ved

2
R ~ H Ly
E est, var a - var a = I I=T°
h=1 "h
L
" p o 2
5 (ai - T oa ). (7.3)
i=1 h g=1 &
Bevis: Vi definerer
L
- h .
wiz= (:ai—%— T a)’.
hg=1 &
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Denne observatoren har forventning

2 . " 1 hos b
EWi =E {(a. —Ea.) - — (¢ - I a)
t t h g=1 g g=1
L
~ 1 B 2 - ~ 2
+ (Eai - I a)} =E (ai - Eai)
h g=1 &
1 “n s 1 “n 2 ~ “n 2
+E(L—'Z "'L—‘Z a) + (Ea "L—Z ag)
h g=1 h g=1 & h g=1
\ - Ly . I
- 2E (a. - Ea.) — £ (a - & a)
S A N
L
~ 1 Lh ~ ~ 1 h .
= var a, + var (ET' T a) - 2 cov (ai, T T a)
h g=1 h g=1 &
1 Lh 2
+ (ai -1 L oa ).
h g=1 ©
I felge (3.11) er cov (ai, aj)=0 for i+j, slik at
L
2 ~ 1 D A~ .
EW. = var a. + — I wvar a - — var a.
1 1 L 2 -1 Lh 1
hg
L
1 b 2
+ (a. - T I a ).
h g=1 g
Innsatt 1 (7.2) gir dette
. H Ly Lt
"Eest,vara= I —— I (a, - — I a))
2 h=1 "t i=1 L g=1 8
H Uh .
+ I I wvar a..
h=1 i=1 t
Herav fg¢lger at
. LB L th Y 9
E est, var a - var a = I T = (a. - %—- I a) . l]
h=l "h = i=1 hog=1 8
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Vi ser altsd at skjevheten til estimatoren (7.2) er avhengig av diffe-

ransen mellom populasjonstotalen i de strataene vi slar sammen. Dersom

altsa

h 1 h
r (a. - T I a) =0 for alle h,
=1 hg=1 &

~

vil (7.2) vere forventningsrett for var a.

8. Forandringer i formlene ndr utvalget er selvveiende

Dersom utvalget er selvveiende, f¢lger det av (5.1) at

~ 1
a, = rI.. % X.,. ,
1 b(%) ; ij o ijs
slik at (7.2) reduseres til
~ 1 H Lh Lh

est2 var a = > z 1 r {z Ii' z Qs
() b=l h i=1 j s M
1 " 2

-= 3 T I. IX. 1} (8.1)

Lh g=1 k 1k r ikr

En estimator for variansen til estimatoren for totalen i hele landet er
gitt ved

o - -

a

= est var a, + est, var a,

est-var

der est var a, er gitt ved (6.2) og (6.3) og est, var a er gitt ved (8.1).
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