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Metodehefter i serien Arbeidsnotater

I tilknytning til mange prosjekter i Statistisk Sentralbyrd
utarbeides det mindre, upretensigse notater for avklaring av spgrsmil av
metodisk interesse. Det kan dreie seg om utvalgsteknikk, alternative
spgrsmalsformuleringer, presentasjonsmetoder, begrepsavklaringer, disku-
sjon av "funn” i data, systemidéer eller andre temaer. Selv om mange
slike notater bare har begrenset interesse i ettertid, vil det blant dem
ve&re noen som kunne fortjene & bli alminnelig tilgjengelig. Det kan ogsa
vere nyttig & ha dem registrert sentralt slik at det blir lettere & fa
oversikt over det stoffet som foreligger, og lettere d referere tilbake
til det. Byrdet publiserer derfor leilighetsvis et passende antall
notater av dette slaget samlet i metodehefter i serien Arbeidsnotater.

Kontorlederne bes holde gynene dpne for denne nye publiserings-
muligheten.

Forsker Jan M. Hoem er redaktgr av metodeheftene. Fullmektig
Liv Hansen er redaksjonssekretar. Medarbeidere i Byrdet som lager stoff
som kan vere aktuelt, bes sende dette til redaksjonen etter hvert som det
blir ferdig. Retningslinjer for utformingen av inserater i metodeheftene

finnes pa side 46 til side 47 i Metodehefte nr. 9 (ANO IO 73/36).



ESTIMERING AV VARIANSEN TIL ESTIMATOREN FOR
POPULASJONSVERDIEN a, FOR OSLO I BYRAETS
INTERVJUUNDERSZKELSER

Av

PETTER LAAKE

I Byrdets standard utvalgsplan er utvalgssterrelsen n fastlagt
pa forhdnd. For & oppn& at utvalget blir selvveiende, lar vi (Hoem, 1973,

side 14)
M.

1
b(;\{) = n/;gL E: f» Ni(Jir)

cg
M

_ i,
bi(g) = b(g) o
i
Altsd blir

n, () = b () NI, ),

Her er

n = E E nir (%)

Vi omtaler vanligvis b(J) som "total utvalgsbrgk". For sartilfellet Oslo
(Hoem, 1973, side 16-17) lar vi antall trekkenheter i populasjonen vere

Nj. Av disse trekkes et utvalg pa
no(g) = b(J) N,

rent lotterisk. En forventningsrett estimator for totalen a, er da

a =N 'X .
o o “o
Videre er 5
o n (j)
var (X IJ = j) = e — (1 - 0 4 )
o'v A no(%) NO ?
og dermed ) 5 ] 5
= 1 o N
E var (X_|J) = = (E = 1) = 7— (= - 1).
o'~ Ny b(g) NO n

Vi finner da at
~ o
var a_ = — N_ (N-n).
o) o)



En forventningsrett estimator for 002 er gitt ved

2 1 X - 2
S Z ——— % (X - X ).
o no(g) 1 “Tos o
Hoem (1973, side 17) foresldr som en forventningsrett estimator

for variansen:

&L 2 ., N
lstl var a_ = So ho (n 1).

Dessverre er N sjelden eller aldri eksakt kjent fra vare registre. Vi

skal derfor finne en annen estimator for var a,

Vi lar
N = § E;'E Ni(Jir)’
og setter

A
A

e 2 N _
est2 var a | = So No (n 1.

-

Denne er da forventningsrett for var ay Det vises slik:

Siden
N = a/b()),
blir
S L2 1
est2 var a_ = SO No (b(g> 1).
Dermed er
Best, vara_ = E {S_° N (s - 1)}
2 o o o b(g)
- 2 I oy - 2 .. 1
= EE {8 NO(W Dt = ¥ o L{b(%) 1}
- 2 N — wnm
= Nooo (n 1) = var a,-

Referanse:

Hoem, Jan M. (1973): "Statistisk Sentralbyrds utvalgsundersgkelser:
Elementer av det matematiske grunnlaget."” Artikler fra

Statistisk Sentralbyrd, nr. 58.
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l. Innledning

Dette notatet har som formdl & angi en estimator for et gjennom-
snitt i en endelig populasjon og & angi variansen til denne estimatoren.
For variansen til denne primare estimatoren har vi videre funnet en esti-
mator som er tilnermet forventningsrett under en gitt forutsetning. Vi
har ogsd angitt estimatorer for varianser til estimatorene for totalen i
populasjonen og for totalt antall trekkeenheter i den. Disse varians-
estimatorene er eksakt forventningsrette uansett om den nevnte forutset-
ningen er oppfylt eller ikke. I avsnittene 2 til 5 har vi tenkt oss at
de enhetene som er trukket ut (trekkeenhetene), skal vere grunnlag for
analysen. I praksis vil ofte dette vare en uheldig innskrenking. I
avsnittene 6 til 10 har vi derfor tillatt andre enheter d vare grunnlag
for analysen. Dersom det er akkurat &n analyseenhet i hver trekkeenhet,
faller trekke- og analyseenhetene sammen. Det betyr at avsnittene 2 til
5 diskuterer et spesialtilfelle av teorien i avsnittene 6 til 10. Av-
snittene 2 til 5 er likevel tatt med for & gi en enhetlig oversikt over
problemomrddet.

Framstillingen i notatet er i det vesentlige en anvendelse av
teorien hos Hoem (1973), og vi skal bruke samme symboler som ham. Dette
notatet atskiller seg likevel fra Hoem (1973) p& to punkter. Hoem (1973)
antar at totalt antall trekkeenheter i populasjonen er kjent. Dessverre
er dette antallet sjelden kjent i Byrdets undersgkelser. I dette notatet
regner vi derfor antallet som ukjent, og vi estimerer det. Vi innfgrer
videre en tilnezrmelse. For de tilfellene der tilnzrmelsen er god, har vi

angitt en tilnarmet forventningsrett estimator for variansen til estimatoren.

2. Matematisk grunnlag ndr utvalgsstegrrelsen er fastlagt

Vi antar at populasjonen er delt i strata, og at i-te stratum har
Mi utvalgsomrdder. Utvalgsomrdde j har Ni(j) trekkeenheter, og trekke-

enhet k har verdien
_"(' k
(al\]s )
pa den variable vi mdler. Totalen i populasjonen er da

1

~

a=ILIa/l(],k.
3

P& ferste trinn trekkes m, utvalgsomrdder rent lotterisk. I r-te uttrukne

utvalgsomrdde 1 stratum i trekkes nir(g) trekkeenheter rent lotterisk.



Var estimator for totalen er da

A Mn
- e 1 e
a = % - g Ni(Jir) xir. (2.1)
1
La
V. = N.(J. )X. .
ir 1 ir ir
Da er
A Mi
azyL—23V, . (2.2)

» —= IV,
img gy ir

A

I Hoem (1973) er det vist at a er forventningsrett for a. Vi lar nd

M.
- 1 ¢

b(J) = n/g n 5 Ni(Jir), {(2.3)

og
M,

bi(g) = b(J) E:' (2.4)
Videre velger vi

nir(g) = bi(g) Ni(Jir). (2.5)

og oppndr da at utvalget blir selvveiende. Da er altsd

~

a z

1
==L I I X,
() 5 . o

irs. (2.8)

Siden vi regner totalt antall trekkeenheter N i populasjonen som ukjent,

er vi ogsd interessert i & estimere N. En forventningsrett estimator er

=

o

N =3 L N.(J, ) = ——, 2.7
R HCIRES. -5 (2.7)

P?lH

3. Estimering av et gjennomsnitt i populasjonen

~ ~

I avsnitt 2 har vi angitt at a og N er forventningsrette estima-
torer for henholdsvis a og N. En naturlig estimator for gjennomsnittet
i populasjonen er da

~
—
a =

. (3.1)

=zl

Vi skal nd finne tiln@rmingsformler for forventning og varians
til denne estimatoren. Ved & bruke metoden gitt i Sverdrup (1964), side
143-144, fé&r vi at

Ea m~% = a, (3.2)



og
var @ ¥ — {var a + a° var ¥ - 2a cov {(a, N)}. (3.3)
N

Ved & bruke et resonnement tilsvarende det en kan bruke til & vise at a
er tilnarmet forventningsrett, kan vi vise at en tilnarmet forventnings-

rett estimator for var a er gitt ved

A A~ ~

est var a = %5 {est var a + 5? est var N - 2 a est cov (a,N)}.
N (3.4)

En betingelse for at tilnermelsene i (3.2) og (3.3) skal vare gode, er at
var a og var N er smd.

Det gjenstdr nd & finne estimatorer for var a, var N og cov (a,N).

Hoem (1973) har vist at

~ M12 2 2 By
var a = g P {Yi + o, (1 —-ﬁ?)}.
i i

I Byrdets utvalgsplan er ofte m, = 2 og
m,
i
T Ay 17.
1

Hvis vi benytter tilnermelsen
"y
-5 81, (3.5)
i

gker vi i sd fall faktoren med ca. 6%. Fra empiriske undersgkelser vet
vi at variansen mellom utvalgsomrddene utgjer hegyst 20% av den totale
variansen. Ved & sammenlikne feilen vi gjer ved & innfgre tilnazrmelsen
(3.5), med formelen for var ;, finner vi at vi gjer en feil som er
mindre enn 2%.

La oss derfor bruke (3.5). Hensikten med & innfgre denne til-
narmelsen er at vi gnsker & forenkle problemene som blir behandlet i
Hoem (1973), side 13.

Né&r vi anvender (3.5), blir

M 2

var a f§ L —— {y.2 + o,
i m. 1 hR
i

2.

Hoem (1973) har vist at

- ._-_ 2 -
U, = g Vi, Vi) /(mi 1)



har forventning

2
BU; = vy

Da er altsd en tilnermet forventningsrett estimator for variansen gitt ved

M 2
est var a = I <. U.Z
imi 1
2
M
i 1 - .2
:g,‘-—-——m m-lZ(V“-Vi)
R S A & B
2
M
i 1 1 - 1
=z |z xR, -=
o - 2 =
im m 1 bi(g) p & irs  m,

dersom mi > 1 for alle i.

Vi studerer s& estimatoren

N = P N.(J. ).

z z
i p 1 ir

i

Denne er av samme form som estimatoren for totalen a.

Ved & erstatte

Xirs med 1 over alt i formlene ovenfor finner vi at en tilnermet forvent-
ningsrett estimator for var N er gitt ved
2
S i 1 - 2
est vapr N = § ——- ARACH )—-——ZN(J S
i m, m.-1 p 1 m. o
i i i
Mi2 l ] 1 ]2
=3 X n. (J) - = I n, (J) (3.7)

im -l b. (g)2 uv m; g is'

dersom m, > 1 for alle 1i.

Til slutt skal vi angl en estimator for cov (

toren bygger ogsd pd tilnarmelsen (3.5).

avsnitt 6.4 hos Hoem (1973) finner vi

A A

a,N). Denne estima-

Ved en metode analog til den i

2
SN = A1 K oL 1 L y |
est cov (a,N) = E —— l_vir = é v. i_Ni(J e g N.(3, )] (8.8)
1 1 - 1 1
M 1 ; 1 1 }
= I ~ L | X - =3I IX, (J)-=—2n, (J)
. - 2 =
im m 1 bi(g) 5 s My " ivp % m, v

dersom mi > 1 for alle i.

Vi har nd funnet tilnarmet forventningsrette

var a, var N og cov (a,N). Vi setter disse inn i (3.
= 1 " - 1
est var a = Qf_zle{LZX --r-n——ZZ
1%y s i VH
{§ z nir(g)} i-1 i
= - 1 _ 2
a In, () - wy L n, (]}

estimatorer for

4) og far at

Xiv;]

(3.9)
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A

Dette er altsd en tilnermet forventningsrett estimator for var a.

4, Sartilfellet Oslo

Oslo har N, trekkeenheter, (NO antas & va&re kjent.) Av disse

trekkes et utvalg pd
no(g) = b(J)ﬁo.

Vi lar ao(k) vere verdien pd den variable vi mdler for trekkeenhet k.
En forventningsrett estimator for totalen a, er da

~
a =N .
o} oo

-~

Laake (1974) har vist at en forventningsrett estimator for var a, er gitt

ved
~ N 1 TRy
est var a, = NO (E- 1) novl g (XOS XO)
n (g) 1 - b(]) _
= -2 £ (X - X ). (4.1)

- no(g)—l b(g)Q s o8 o

5. Estimering av gjennomsnitt for hele landet

~ ~

Ved & bruke estimatorene a og a f&r vi at estimert totalverdi
for hele landet er
N ~ ~
a=a+a,
0

mens estimert antall trekkeenheter er

A

N " .
N=N+N_.
e}

Daer , . .
~ a+ao

a ==

N+ N

o

en estimator for gjennomsnittet i hele populasjonen. Ved & bruke samme

A

resonnement som i avsnitt 2, bare ved & erstatte a med a + a, °g N med

N + No’ far vi at

el

En tilnzrmet forventningsrett estimator for var a er gitt ved
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A

3= —7r—;L—~—— {est var (a + a_) + 22 est var (N + N )
o) o
{N + No}

'\I A~ A
- 2a est cov (N + No’ a+ ao)}.

Siden No er ikke-stokastisk, finner vi at

~ - ~ ﬁ‘ -
est var a = —r L {est var a + est var a_ + a2 est var N
(4N 32 ©
o
:'\: ~ ~ :
- 2a est cov (a, N)}. (5.2)

6. Trekkeenheter og analyseenheter

I de foregdende avsnittene har vi latt trekkeenhetene vare grunn-
laget for analysen. Som nevnt innledningsvis vil dette ofte vare en
uheldig innskrenking. I enkelte tilfeller vil man vare interessert i mindre
analyseenheter. Vi tenker oss da at hver trekkeenhet bestdr av én eller
flere analyseenheter. I det tilfellet at hver trekkeenhet har akkurat én
analyseenhet, gjelder teorien som er utviklet i avsnittene 2 til 5.

Vi lar vi(j,k) vere antall analyseenheter i trekkeenhet (i,j,k).
Vi lar videre ai(j,k,l) vere verdien pd det vi mdlet for analyseenhet 1 i
trekkeenhet (i,j,k). Totalen a estimeres ved
Ni(Jir)

L X

I ——=— .
p 0y (f) 5 Tirs

~

a

1]

z
i

= Bl =
B e

X,
irs

.

o
7~
o
N

X
i p

0 ™

der Xirs-ene er de totale observerte a-verdier for trekkeenhetene.
Vi har da ikke tatt hensyn til at trekkeenhet (i,j,k) bestér av flere

analyseenheter. En estimator for totalt antall analyseenheter er
A M, N.(J,
i i

=5t ir)
v=Ei m, 0. (J) L vi(Jir’ Kirs)
ifir Vir s
1

11

I zzv.(d. , K.
b(g) ipg 1 ir’ Tirs

Som tidligere er Ni(Jir) og nir(g) antall trekkeenheter henholdsvis i

populasjonen og i utvalget.

7. Estimering av gjennomsnitt pr. analyseenhet i populasjonen

Vi skal nd angi en estimator for gjennomsnittet pr. analyseenhet.

i populasjonen. Vi lar 3= a/v og

a=

<Hjp
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=]

10. Forandring i teorien ndr antagelsen om at 1 - ﬁi A 1 ikke er oppfylt
i

3

Dersom tilnzrmelsen 1 - ﬁi N 1 ikke er god nok, kan vi ikke bruke
i

variansuttrykkene som er angitt i avsnittene foran, Vi bruker da teorien

for variansestimatorene fra Hoem (1973). La

1 = .2

8;x(3) = n (L 2 X ™ Xt o
og

2 .

v gy = e ) Bilied © Rl

ir 3 nir(%) Ni(jlr)
Sett sd

2 1 2 2
67 = I 1L,

2 . . . . .
La Ui vere definert som 1 avsnitt 3. Da er en eksakt forventningsrett

estimator for var a gitt,ved
M 2 M

est var & = % 2 G.2 + I M. (—i - 1) S.Q.
. m. i . 1 m, i
i i i i

~

Tilsvarende finnmer vi en eksakt forventningsrett estimator for var v.

Ved & bruke en teori som den i avsnitt 6.4 i Hoem (1973) finner vi ogsd en
eksakt forventningsrett estimator for cov (;, ;). Vi har i avsnittene 4

og 8 funnet estimatorer for var ;o og var ;o' Disse uttrykkene setter vi
inn 1 (9.1) og far dermed et generelt uttrykk for estimatoren til variansen
til estimatoren for et gjennomsnitt.

De to variansuttrykkene vi har presentert, bgr sammenliknes nume-
risk. Byrdet har for tida et variansberegningsprogram under utarbeiding.
Det beregner begge disse estimatorene. Ved & bruke dette programmet kan
man f& vurdert forskjellene mellom de to estimatorene for noen variable i
Byrdets utvalgsundersgkelser. Vi planlegger & gjennomfgre slike beregninger

og & utgl resultatene i et senere notat.

1l. Forandring i teorien ndr '"total utvalgsbregk’ er fastlagt

Avsnittene 2 til 10 er bygd pad antagelsen om at utvalgsstgrrelsen
er fast. En del annen teori bygger pa at man fikserer "total utvalgsbrgk"

b og lar

=

b. = b —=
1 m.
1
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er tilnar-

Qo>

Da fdr vi ved et resonnement tilsvarends det i avsnitt 3 at

met forventningsrett for a, og at en tilnarmet forventningsrett estimator

for var a er gitt ved
est var a = %3 {est var a + ;2 est var v - 2a est cov (a, v)}, (7.1)
b
der est var a er gitt ved (3.6), mens
est var ; = = v I mi I {Z v.(J ) - L Lz v.(J ,» K. )}2,
b(;{)Z . m.-1 i ir’ irs m. i ivu
i7i " r s ivy
(7.2)
m
. 1 i 1 2
est cov (a,v) = T z {Z X - =X, }°X
. iv
b(;{)2 1 s TS Moy H
{2 v.(J. ) - =1 Iv.,(J. , K )}
o 1 ir? ml v U it7iv? iy
(7.3)

dersom mi > 1 for alle i.

8. Sartilfellet Oslo

Vi lar Vg Vare antall analyseenheter i uttrukken trekkeenhet s 1
Oslo og lar Xosr vere observert verdi av en variabel pd analyseenhet r i

denne trekkeenheten. Vi trekker

n (3) = BN

trekkeenheter rent lotterisk. En estimator for totalen er fortsatt

a = NX
[»} O O
1
S5 L Yos?
der
X =z

X .
os Osr
T

En estimator for totalt antall analyseenheter i Oslo er tilsvarende

oo 1 o
Vo T b(gs ; Vos

A~ ~

Da er forventningsrette estimatorer for var a, og var v_ gitt ved formel
(4.1) og

~ 1-b(J)
est var v. = ————n (Q)

o 2 (V - -‘:;_ ) 9 (8-1)
b(y)

(g) l os o
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der v = v /N . Siden
0 o' o
= v + ov v
var (aO + vo) ar a_ t var v_ 2 ¢ (ao, o),

finner vi at en forventningsrett estimator for kovariansen er
~ A l_b(g)

_ N ___J;—_. ...:_ .z
est cov (ao, vo) = b(%)Q no(g) no(i)‘l g (voS vo) (XOS XO). (8.2)

S. Estimering av et gjennomsnitt for hele landet

Vi skal til slutt finne en estimator for gjennomsnitt pr. ana-

lyseenhet for hele landet. Vi betrakter da estimatoren

~

i a + aO
a = x—=.
vV + Vv
QO A
. . . " ; . . .
Igjen finner vi at a er tilnermet forventningsrett for gjennomsnittet, og

et tiln@rmet uttrykk for variansen er gitt ved

-
~

;\: A IS ,'{"2 A
an —t {var (a + ao) + a“ var (v + vo)
(v+vo)

-~

i N - -~
-2acov(a+a,v+v)}
o o

En tilnzrmet forventningsrett estimator for var a er gitt ved
a A
v 1 . ~ AR :
est var a = ——x—— {est var a + est var ao + a est var v
(viv )
~ ~ ~
r-\:, ~ ,‘\: ~ ~ ’;\"’ A A
+ a est var v_ - 2a est cov (a, v) - 2a est cov (ao, VO) s

(9.1)

der est var a, est var ao, est var v, est var vo, est cov (a, v) og est
cov (ao, vo) er gitt ved (3.6), (4.1), (7.2), (8.1), (7.3) og (8.2).

Dersom vi antar at hver trekkeenhet har akkurat én analyseenhet,

fér vi at
~
v =N
o) o
og
A A
v = N,

der NO er ikke-stokastisk. Da vil (9.1) bli forenklet til (5.2).

Estimatorene for gjennomsnitt og variansformlene i avsnittene 2

til 5 er altsd et spesialtilfelle av uttrykkene i avsnittene 6 til 9.
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og
nir(Jir) ) bi Ni(Jir)'
(Se f.eks. Tamsfoss, 1970, og Hoem, 1973, kapittel 12.) Da blir

n =X ZIn, .
(Q) . nlr(Jlr)
ir
en stokastisk variabel. Dette fgrer til visse forandringer i teorien i
avsnittene foran. Variansformlene blir imidlertid som fer, bortsett fra

t vi S .
at vi erstatter b(J) med b, no(%) med D, og nir(g) med nir(Jir)

Referanser:

i}] Hoem, Jan M. (1973): "Statistisk Sentralbyrds utvalgsundersgkelser.
Elementer av det matematiske grunnlaget’. SSB-artikkel
nr, 58.

[:] Laake, Petter (1974): "Estimering av variansen til estimatoren for
populasjonsverdien a, for Oslo i Byrdets intervjuunder-
sgkelser'"., Side 3 -4 i dette Metodehefte.

iEﬂ Sverdrup, Erling (1964): "Lov og tilfeldighet, Bind I”., Iniversi-
tetsforlaget, Oslo etc.

I}] Tamsfoss, Steinar (1970): "Om bruk av stikkprever ved Kontoret for
intervjuundersgkelser, Statistisk Sentralbyrd”. SSB-artikkel
nr. 37.
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EN TOMMELFINGER-REGEL FOR HVOR FINT EN KAN GRUPPERE I UTVALGSUNDERS@KELSER

av

Ronny Klaboe

Motivering

I publikasjonene Kommunevalget 1371, hefte II og Folkeavstemningen
om EF, hefte II har en valgt & benytte parenteser rundt enkelte prosent-
tall. Parentesene varsler prosenttall som det knytter seg store relative
standardavvik til. F.eks. er et standardavvik p& 2 prosent lite i forhold
til et prosenttall pd 9C; men stort i forhold til et prosenttall pd 3,

Forekommer flere parenteser i tilknytning til samme prosentfor-
deling, er en i en situasjon der de observerte forskjeller og tendenser i
prosenttallene ofte kan skyldes tilfeldighetene. Dette er en ugnsket

situasjon, og en vil sgke & gruppere grovere.

Regelen

Nedenstdende tabell er produsert ved hjelp av en beregning som

viser den tilnarmet gvre grensen for antall grupper en bgr ha ved for-

skjellige linjesummer, Kriteriet som er benyttet, er at en ikke vil
ha parenteser rundt alle prosenttallene ndr like mange personer faller i

hver av gruppene.

Tabell 1

Linje-
summen
Antall
grupper £

36 72 108 144 180 216 252 288 324 360 396 432 u68 504

1]

10 11 12 18 14 15

t
N
w
=
(3]
()]
)
(0]
[{s]

Regelen kan nd formuleres:
Ansld hvor stor linjesummen vil bli og velg antall grupper mindre
enn eller lik tallet som stdr oppfert i tabellen under denne linjesummen.
Eksempelvis bgr en benytte 3 aldersklasser eller farre ndr en

forventer en linjesum pa ca. 90 personer.
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Ovenstdende tabell kan selvsagt brukes uavhengig om en nytter
parenteser eller ikke, men er beregnet pd grunnlag av en slik praksis.
Praktisk erfaring med regelen viser at den gir gode resultater i plan-

leggingsfasen.

Tabellen og regelen er basert pa et notat av Stein @sterlund
Peterssn (1972).

Referanse

Petersen, Stein @sterlund (1972): "Utvalgsundersgkelser. Tallet p&
sparte, estimerte prosenttall og ngyaktighetsgrad.'" Side 83-85 i

Statistisk Sentralbyrd (1972): "Kommunevalget 1971. Hefte II."
NOS A 503. Vedlegg 2.
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