


FORFATTERENS FORORD

Dette notatet har delvis blitt til pa deltidsengasjement ved
Statistisk Sentralbyrd. Forfatteren var inntil 1. juli 1973 ansatt
ved kontoret for intervju-unders¢kelser pa deltid. Arbeidet ble
pabegynt der sommeren 1971. Det ble da gitt hjelp og veiledning av
Ib Thomsen og Jan M. Hoem. Senere, spesielt h¢sten 1972 fikk for-
fatteren veiledning av Emil Spjetvoll. Veiledningen gitt av de tre
ovennevnte har spesielt vart til hjelp ved utarbeidelsen av kapitlene
I og IT i del 1. Notatets endelige form ble til i f¢rste halvdel av
1973, da det ble fullstendig forandret og utvidet. Notatet er for-
fatterens hovedfagsoppgave i statistikk, som her gjengis uendret,

bortsett fra at noen trykkfeil er rettet.
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Sammendrag .

Dette arbeidet omhandler forskjellige inferensproblemer i toveis
kontingenstabeller.

I del 1 behandles problemet med testing av uavhengighet i en tabell nar
antall observasjoner er stort. Man er da som regel interessert i 34 pdstd
avhengighet bare ndr -avhengigheten er betydelig., Fordi observasjonsmaterialet
er stort, vil den eksakte uavhengighetshypotesen nesten alltid forkastes.

Det er folgelig et behov for 3 definere et begrep 'mesten uavhengighet", og
utvikle tester for hypotesen "nesten uavhengighet".

I del 1-II diskuteres problemet med testing av tilnarmet eksakte, kalt
utvidete hypoteser i den multinomiske situasjon med en forsgksrekke. Deretter,
i kapittel III, betrakter vi problemet med valg av mdl for avhengighet som
basis for en hypotese om nesten uavhengighet, og anvender teorien fra
kapittel II pi testing og intervallestimering av avhengighetsmil.

Bevisene for de fleste resultater i del 1 er samlet i tre appendikser.

Det er ikke n¢dvendig & sette seg inn i bevisene for & f¢lge framstillingen
av teorien.

I del 2 angis multiple inferensmetoder ved sammenligning av flere
tabeller. Spesielt grundig behandles rangering av tabeller etter grad av
avhengighet, og sannsynligheten for feil i rangeringen. Det blir dessuten gitt
simultane konfidensintervaller for alle linezre funksjoner og produkt-potenser

av avhengighetsmil.



DEL1: TESTING AV NESTEN UAVHENGIGHET.

I. INNLEDNTING.

I.1. Byrdets formdl med en uavhengighetstest.

Ved testing av uavhengighet mellom to faktorer i en h&ppighetstabell
har det vert vanlig & bruke en kji-kvadrat-test pd hypotesen om at faktorene
er eksakt uavhengige. N& har det vist seg at ndr antall observasjoner er
stort har kji-kvadrat-testen sd stor styrke at hypotesen om eksakt uavhengig-
het nesten alltid forkastes, selv i situasjoner hvor det synes opplagt at
avhengigheten er meget liten. I Byrdet kan det vazre aktuelt & bruke uav-
hengighetstester ndr man avgj¢r hvilke tabeller som skal publiseres fra en
undersgkelse. Hvis to faktorer ikke er avhengige, er verdien av en tabell
for liten til at den b¢r publiseres, fordi man kan ngye seg med marginal-
fordelingene over hver faktors kjennetegn.. Imidlertid viser det seg at en
kji-kvadrat-test nesten alltid forkaster den eksakte uavhengighetshypotesen
ndr utvalget er pd minst 2000, og det er det ofte i Byrdets intervju-under-
sdkelser. Den er da dirlig egnet som hjelpemiddel til oppstilling av tabell-
verket. ‘

Det man egentlig ¢nsker, er & akseptere uavhengighet mellom to faktorer
ogsd nar det foreligger en liten grad av avhengighet, dvs. ndr graden av
avhengighet ikke er fagvitenskapelig betydelig. Vi sier da at faktorene er
nesten uavhengige. En ¢nsker alts§ & pdstd avhengighet bare ndr graden
av avhengighet er over en viss st¢rrelse. Dette problemet kan l¢ses ved &
utvide den "eksakte'" hypotesen til & gjelde ogsd slike situasjoner hvor graden
av avhengighet er mindre enn en slik st¢rrelse (dvs. vi lar hypotesen vare at
det foreligger nesten uavhengighet), og deretter utvikle tester for den
utvidete uavhengighetshypotesen.

La oss forst gi et eksempel som viser hvor dirlig egnet den klassiske

testen kan vare for virt formdl ndr det er mange observasjoner.

Eksempel 1, fra [16]. |
Vi skal undersgke om det var betydelig avhengighet mellom valgdeltaking og
yrke ved Stortingsvalget i 1969. Antall observasjoner (avs. antall intervju-
objekter) i Byrdets undersgkelse var n=2702, Det er atte yrkesgrupper. Med
valgdeltaking mener vi om intervjurobjektet har stemt eller ikke (ifglge’
eget utsagn) I yrkesgruppe nr. j viste det seg at le personer hadde stemt,

mens ij ikke hadde stemt. Resultatet er gitt i nedenstlende tabell.



Tabell 1.

Yrkes-

\_gruppe

Valgs 1 2 3 4 5 6 7 8 I alt
deltaking
Stemte 169 | 141 | 429 | 618 | 45 268 | 753 | 16 2439
Stemte ikke 19| 16| 43| 56| 14 36| 75| 4 263
I alt 188 | 157 | 472 | 674 | 59 | 304 | 828 | 20 2702

Kilde: [16]; tabell 17 og 19.

For hver yrkesgruppe kan vi beregne andelen som hadde stemt/ikke stemt.

Det gir f¢lgende tabell.

Tabell 2.

Yrkesgruppe Stemte Ikke stemte Antall observasjoner
1 0.90 0.10 188
2 0.90 0.10 157
3 0.91 0.09 472
4 0.92 0.08 674
5 0.76 0.24 59
6 0.88 0.12 304
7 0.91 0.09 - 828
8 0.80 0.20 _ 20

Alle yrker 0.90 0.10 2702

Kilde: [16], tabell 17.

Det synes rimelig & tro at avhengigheten mellom yrke og valgdeltaking er
meget liten. (Det er f& observasjoner fra de yrkesgruppene, nr. 5 og 8,

som viser betydelig avvik). Imidlertid blir kji-kvadrat-observatoren

2 8 X?.
z,=n{z I —=— -1} =21.862
1 . . X, X .
i=1l j=1 "i.7.]
8 ‘ 8
der X1 = I Xl' er antall personer som hadde stemt og X2 = I XZ' er antall
j:l J 2 * j=1
personer som ikke hadde stemt. X . = Xij er antall personer i yrkes-

i=1



..3_

gruppe j. Vi md forkaste den eksakte uavhengighetshypotesen for alle a priori
gitte nivder som er st¢rre enn 0.005. Kji?kvadrat-testen gir altsd et resultat
stikk i strid med hva vi finner rimelig ved inspeksjon av tabell 2 ovenfor.

(Vi skal senere se at de nye testene vi foresldr i dette notatet vil lede oss

til & akseptere uavhengighetshypotesen.)

I.2. Den multinomiske situasjon med en forsgksrekke.
I.2. (i) Generelle betingelser.

Den situasjonen som gjengis nedenfor dekker flere av de tilfeller hvor
en kji-kvadrat-test vanligvis anvendes, bl.a.

a) Testing av "goodness of fit'". Dvs. vi tester om visse variable
har en spesiell fordeling.

b) Testing av uavhengighet mellom to faktorer.

Som f¢r nevnt, er vi spesielt interessert i tilfelle b).
Fglgende situasjon betraktes: En forsgksrekke av n uavhengige forse¢k

utfgres. Ved hvert fors¢k kan ett og bare ett .av r kjennetegn

Al’AZ"°"Ar (1)
opptre med sannsynligheter P1sPys e sP. (2)
r
hvor z p; = 1 (3
i=1
La Xi vere antall ganger Ai opptrer i forsgksrekken; og la 9, = Xi/n, for

i=l,...,r.

A priori antar vi at sannsynlighetene pl,;..,pr er ukjente, og P; >0
for i=1,...,r. Vi skal teste en hypotese om at alle p; er spesifiserte
funksjoner av en ukjent parameter € = (61,...,6m) som ligger i et omrdde Q.
Den generelle hypotese er altsd

Hy ¢ p; = ¢;(8) for i=l,...r. (4)

Det antas at ¢i har kontinuerlige partielle deriverte av afnnen orden.

Antall observasjoner n antas & vare stort.

I.2. (2Z) En kort imnfering om BAN-estimatorer.

Situasjonen er den samme som i I.2 (i), og vi vil anta at (4) holder.
Neyman, [15], innf¢rte begrepet BAN-estimator hvor BAN er en forkortelse

for "best asymptotically normal",
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Definisjon 1. En funksjon ék av q = (qln""’qrn) som er uavhengig av
n kalles en BAN-estimator for parameteren Sk hvis den tilfredsstiller

fglgende fire betingelser:

A

(1) ek er en konsistent estimator for Gk, dvs. lim P(Iek—6k|<€) =1

for alle € > 0,

(ii) Den asymptotiske fordeling til /E(ek—ek) er normal med

forventning null.

A

(iii) La Oi vaere den asymptotiske variansen til /Hek

annen funksjon som tilfredsstiller (i) og (ii), med asymptotisk

s, 0og la Vv vare en

varians til vnv 1lik 02. Da vil 0 S 0.

(iv) 6k har kontinuerlige partielle deriverte m.h.p. hver CP i=l,...,r.

Neyman viser at fg¢lgende tre typer av estimatorer er BAN-estimatorer:

A. Sannsynlighetsmaksimerings (SM)-estimatoren Gk. 0= (61,...,6m)

r q;, .0
maksimerer [ T ¢i(9) | , _ : (5)
i=1
B. Kji-kvadrat-minimeringsestimatoren ék .8 = (51,...,§m)
2
r (X,-n¢.(8)) )
Q= I
=1 "9;(® '
C. Modifiserte kji-kvadrat-minimeringsestimatoren 6: . B* =
= (6?,...,6:) minimerer
2
r (X;-n¢.(8))
Q = I ' (7)
1 . X. .
i=1 i
La nd 3t vere en estimator for et, for t=1,..,m av type A, B eller C.
v
Sett 6 = (3’1,...,3111).
2
r (X,-n¢, (&)
La zZ, = z ’ (8)
i=1 o, (&)
2
r (X,-nf, (8))
og Z, = I—= (9)
. X. .
1=1 1

Neyman([15], Lemma 9, side 267) har vist at fordelingene til Z1 og 22
begge gdr mot en Xz-fordeling med r-1-m frihetsgrader under HO ndr n gir

mot uendelig. Med tilnarmet nivd € forkaster vi Hy nar



1) z; > z(r-1-m,e) (10)
eller
2) z, > z(r-1-m,€) (11)

z(r-1-m,e) er (l-e)-fraktilen i kji-kvadrat-fordelingen med r-1-m frihets-
grader.

Tilnermelsen til kji-kvadrat-fordelingen regnes vamnligvis for god nar
n¢i(3) > 5 for i=1,...,r.

I.3. Kji-kvadrat-testen anvendt pd den eksakte uavhengighetshypotesen.

I.3. (Z) Uavhengighetssituasjonen 1 toveis kontingenstabeller.

Fglgende situasjon skal behandles: To faktorer (vil ogsd bli kalt
egenskaper), A og B, kan anta henholdsvis v og w kjennetegn Al""’Av og
Bl""’Bw' I eksemplet foran var A valgdeltaking og B yrke. Ved hvert
fors¢k vil ett og bare ett av kjennetegnene Al,_...,Av inntreffe og samtidig
ett og bare ett av kjennetegnene Bl""’Bw° Ved hvert forsgk vil altsd ett
og bare ett av kjennetegnene Ai & Bj’ fori=l,...,v og j=l,...,w inntreffe.

Det betyr at vi stdr ovenfor en multinomisk forsgksrekke med v:w kjennetegn.

Det gj¢res n forsgk. Utfallene av de n fors¢k er stokastisk uav-
hengige. I hvert fors¢k er sannsynligheten for at Ai & Bj skal opptre
w

lik pij' Sannsynligheten for Ai er da p; = 'leij’Og sannsynligheten for
v . .
B. blir p . = X p... La X,. vare antall ganger A, & B. inntreffer i
] ] i=1 1] 1] 1 i .
lgpet av de n forsg¢kene. Det statistiske materiale kan stilles opp 1 en

toveis kontingenstabell:

B

A B1 32 cesssesass Bw Sum

Al Xll X12 0 8 00 00 00 Xlw Xl .

Az x21 x22 0 000 00 0 xzw xz.

Av Xv]. sz ceees s Xvw Xv.

Sum x.l x.2 S 8 0 00 000 x'w n

w , T

Her er xi. = 'Elxij og X.j = iilxij’ slik at xi. er antall ganger Ai‘
inntreffer ogJ X ; er antall ganger Bj inntreffer.
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Vi vil nd teste om '"faktorene A og B er uavhengige'. Med det menes
at vi skal undersg¢ke om begivenheten at et gitt kjennetegn for A inntreffer,
er stokastisk uavhengig av begivenheten at et gitt kjennetegn for B inn-
treffer i det enkelte fors¢k. Denne eksakte uavhengighetshypotesen forma-

liseres slik:

H: pij = pi.p.j’ for i=1,...,v 0og j=l,...w. (12)

I.3. (i7) Kji-kvadrat-testen.

Vi ser at hypotesen (12) har samme form som (4) med

6 = (Plf""PV‘lo’p-l’jf"p.w"l)xff medx?.= v+§t§. SM-estimatorer for

. 1 .
P, o©g p'j er h.h.vis o 08 - . — og —~ er BAN-estimatorer av
type A, og
X, X . 9 2
v w (X..-n —= . —JJO v w X..
2= I =Sl = n(I I - 1) (13)
i=1 j=1 n--—i—’- . "ﬁ']' ‘ i=1 j=1 “i.7.]

blir dermed tiln®rmet kji-kvadrat-fordelt med (v-1)(w-1) frihetsgrader
etter teorien i I.2 (ii). Denne kji-kvadrat-testen for H blir derfor,

ifglge (10):

Forkast H nédr Z1 > zw-1)(w=-1),e) . (14)

I.4. Statistiske hypoteser som idealisert teori om "virkeligheten'.

Som f¢r nevnt synes det, ndr det er mange observasjoner, som om
kji-kvadrat-testen nesten alltid forkaster den eksakte uavhengighets—
hypotesen. Vi vil nd diskutere nzrmere hva 8rsaken til det kan vare.

Det finnes mange situasjoner hvor nullhypotesen bare kan forventes
a vere tilnarmet sann. I slike situasjoner kan man si at den statistiske
hypotesen er en "idealisering av virkeligheten'", og vil derfor bli kalt
en idealisert hypotese. En idealisert hypotese er altsd en hypotese som
ikke kan forventes & vare eksakt sann. En slik situasjon foreligger, f.eks.,
ndr vi tester om variable er normalfordelte. Ofte vil det ogsd vare rimelig
4 tro at to faktorer kan vare nesten uavhengige, men ikke eksakt uavhengige.
Hvis det er tilfelle, kan det medvirke til at den vanlige uavhengighets-
testen forkaster den eksakte hypotesen for store n. F¢r vi ser nzrmere pa

dette, vil vi f¢rst 'betrakte f¢lgende generelle situasjon.
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La Xn vere en stokastisk variabel hvis fordeling avhenger av n og av
en parameter € som a priori ligger i et omrdde . La Wy € ( representere
den idealiserte hypotesen i betydningen beskrevet ovenfor. § er en test

for

H0 ¢ B E Wy : | (15)

med forkastningsomrade T

Definisjon 2. § er konmsistent hvis PG(Xn € Tn)n3¢ 1 for alle 8 € Q - Wy
(Sannsynligheten for & forkaste hypotesen ndr den er gal gdr mot 1 ndr n
gdr mot uendelig.) |

Kji-kvadrat-testene (10) og (11) for hypotesen (4) er begge konsistente
(vises i appendiks A). Spesielt er derfor den vanlige kji-kvadrat-testen
for den eksakte uavhengighetshypotesen konsistent. Dette medfg¢rer at i meget
store utvalg vil smd og trivielle avvik fra hypotesen (4) nesten sikkért
bli oppdaget. Hvis da hypotesen er en idealisert hypotese vil kji-kvadrat-
testen nesten alltid forkaste hypotesenvnér det er mange observasjoner.

Dette er selvfglgelig ikke et szregent trekk ved xz—testene, men vil gjelde
enhver konsistent test for en idealisert hypotese.

Ved testing av en idealisert hypotese er vi som oftest interessert i &
forkaste hypotesen bare ndr den er betydelig gal. Dette vil, som nevnt i
I.1 spesielt vere tilfelle ved testing av uavhengighet. Den vanlige uavhengig-
hetstesten vil imidlertid, som vi har sett et eksempel pi, ofte for-
kaste den eksakte hypotesen selv i situasjoner hvor det foreligger nesten uav-
hengighet. Det vil senere bli vist hwordan dette kan unngds. Fgrst vil vi
imidlertid nevne et lite "paradoks" som kji-kvadrat-testenes konsistens-
egenskap leder til, bemerket av Berkson ([1], é. 526~527):

Nir det er mange observasjoner, vil vi med et rimelig gitt nivd o forkaste
meget ofte, selv i situasjoner hvor den sanne verdi av parameteren er meget
ner det idealiserte hypoteseomrddet. Det er vel ogsd innlysende at et stort
utvalg er & foretrekke framfor et lite utvalg. Hvis vi da pd forhand vet
hvilket resultat kji-kvadrat-testen gir ved & bruke den pd et stort utvalg,
synes det & vare liten grunn til & anvende testen pd et mindre utvalg, men
siden resultatet av testen pd et stg¢rre utvalg er kjent, sd er det slett
ingen test. ‘

Hodges jr. & Lehmann, [9], mener man kan unngd denne vanskeligheten
ved & utvide hypoteseomrddet til & gjelde situasjoner nzr nok hypotesen,
slik at forskjellen ikke er fagvitenskapelig betydelig for det foreliggende

problem. La oss i denne forbindelse vende tilbake til den generelle situasjonen
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med den idealiserte hypotesen (15). Det utvidete hypoteseomrddet lar vi

vere representert ved w, 2 Wy Hvis vi vet 8 € Wy

tere den idealiserte hypotesen Ho. La nd O' vere en test for den utvidete

vil vi fremdeles aksep-

hypotesen

H, : 0 € wy (16)

Testens nivd blir max R(8) hvor B(8) er styrkefunksjonen til testen §'.
BEwWw
1

Det vi gj¢r er & kontrollere at styrken holder seg under et nivd a i de

situasjoner som ikke er betydelig forskjellig fra H,, dvs. at max B(8) < a.

?
0 0€wq
For konsistente tester vil styrken g& mot 1 i omradet Wy =wy ndr n gir mot
uendelig.

N& kan det vel innvendes at dette er intet uvanlig. Vi kan bare glemme
H0 og la Hl vare den vanlige hypotesen. Hodges jr. & Lehmann,[9], resonnerer
imidlertid pd fg¢lgende mite: "There is often a practical advantage in
keeping HO’ as it is mathematically simple and corresponds to the idea

underlying the situation to be tested. The boundaries of H1 will be less
precise in the experimenter's mind. It will usually be best to introduce
into the space of parameters a measure, say A(8), of the "distance" of 6
from H0 on a scale reflecting at least rougly the materiality of departures

from HO, and then define H, as a set of those 6 for which A(8) does not

1
exceed a specified value AO. The choice of AO will present problems similar
to those encountered in choosing the alternative at’ which specified power is

to be obtained."

I.6. Uavhengighetshypotesen.

Vi vil behandle den eksakte uavhengighetshypotesen som beskrevet ovenfor,
dvs. vi ¢nsker & utvide den eksakte uavhengighetshypotesen til & gjelde situa-
sjoner hvor det foreligger nesten uavhengighet (forkortes til n.u.). Som
Hodges jr. & Lehmann foresldr vil vi gj¢re dette ved hjelp av et mdl for
"avstanden'" til det sanne parameterpunktet fra den eksakte uavhengighets-
hypotesen. Det vil da vare et mdl for grad av avhengighet. Den utvidete
hypotesen vil vare at dette mdlet ikke overskrider en viss st¢rrelse c.
F¢lgende tre problemer md derfor diskuteres:

(a) Valg av avhengighetsmil.
Det vil vare naturlig & skille mellom flere situasjoner som kan oppstd
i en kontingenstabell. Forskjellige mdl vil vare anvendelige, alt etter

hvilken situasjon som foreligger.
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(b) Utvidelse av hypoteseomriddet.
Denne utvidelsen vil selvfglgelig vare avhengig av midlet vi-velger

i den gitte situasjonen.

(c) Utvikling av tester for den utvidete hypotesen som helst tilfredsstiller
et niva a.
Foruten & teste nesten uavhengighet vil vi konstruere konfidensinter-

valler for de forskjellige avhengighetsmdl.

I kapittel IIT vil det bli gitt en diskusjon over avhengighetsmdl, og
naturlige utvidelser til n.u. basert bé de forskjellige avhengighetsmdl.
Fgrst vil vi imidlertid, i kap. II,betrakte problem (c), for generelle ut-
videte hypoteser i en multinomisk fors¢ksrekke. Betingelsene gitt i I.2
vil vi anta holder i kap. II. Teorien utviklet i kapittel II vil anvendes
pa testing og intervallestimering av avhengighetsmal.

En tre-desisjonsprosedyre pd problemet vil ogsd bli betraktet.
Bevisene for de fleste resultater i kapittel II og III er gitt i
appendiks B og C. Grunnen til det er at utviklingen av teorien da vil bli
enklere og mer oversiktlig & f¢lge. Dessuten vil dermed teorien vare lettere

"tilgjengelig for lesere som ikke har interesse av bevisene.
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II. TESTING AV UTVIDETE HYPOTESER
I DEN MULTINOMISKE SITUASJON MED EN FORSPKSREKKE.

II.1. En fjerde type av BAN-estimatorer.

F¢r vi utleder teorien for testing av utvidete hypoteser, skal vi
forst innfgre en fjerde type, D, av BAN-estimatorer (se [15], Teorem 5
og 6, s. 251 og s. 257). Vi tenker oss da fglgende situasjon. Betrakt
en multinomisk forsgksrekke med r klasser, som i I.2(i). La

p' = (pl,...,pr_l). Vi vil anta at det er_u restriksjoner pd sannsynlig-

r-1
hetene PyseeesP g idet vi lar P, = 1 - .Z p;!
i=1
Ft(p') =_Ft(p1,...,pr_1) =0 for t=1,2,..,u (u<r-1) (17)
r (Xi-np.)2
La Q = I =" . (18)
. X,
i=1 i

Her er Xi antall observasjoner i i'te klasse for i=l,...,r. n er antall
forsgk. Ft antas 4 ha kontinuerlige partielle deriverte av annen orden.
Fra I.2 (ii) vet vi at minimering av Q1 under (17) leder til BAN-estimatorer

for p;~ene av type C (forutsatt at p' tilfredsstiller (17)).

oF v
La e i3 =-§3—§5— for t=1,...,H, 1=1,...,r-1,
21 i7] pv=ep'+(1-§)q; j=l,.e.,r-1.

' = ' =
Her p (pl"°°’pr—1) °g q_ (qln""’qr—l,n)’ og |8] <1,

oF
La videre b, , = —= Ved Taylor's utvikling:
t,1 op, 1ot
i|p'=q' .
n
' x 1 r-1 r-1 .
Ft(p ).— Ft(P !qn) + E"g -§ Ct,i,j(pi_qin)(pj an) vor
i=1 j=1
* r-1
vty o ' -
F (p'yq)) =F (q)) + iilbt’i(pi q; ) (19)

Neyman, [15], viser at minimering av Q1 under de lineare bibetingelsene
Fr(p',q') = 0 (20)
t'" ’ n

leder til BAN-estimator P; for P; ndr p' tilfredsstiller (17), for i=1,...,r-1.
o A r-1

La sa P = 1 - i§1p0'

er da lik p = (pl,,..,pr).

Fjerde type, D, av BAN-estimatorer for p = (pl,...,pr)
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ITI.2. Tester for utvidete hypoteser.

II.2. (Z) Generell situasgjon.

Situasjonen som betraktes er en multinomisk forsgksrekke med r klasser,
beskrevet i I.2 (i). n forsgk utfores.

Siden iglpi = 1, sd ligger punktet p = (pl""’pr) pd et hyperplan i
det r-dimensjonale euklidske rom. Den vanlige hypotesen for p vil vere:

H : p ligger pd en spesifisert flate T . (21)

(Som regel vil dette vare en idealisert hypotese i betydningen fra I.4.)
Det enkleste tilfelle er en helt spesifisert hypotese: p = p0 = (p?,...,pg)g
L bestdr da av det ene punktet po.

Istedenfor & teste H, vil vi nd vere interessert i & teste en utvidet
hypotese om at p ligger i et omrdde s& nar  slik at "I nesten er sann'.

La nd d(p) vare en ikke-negativ funksjon av p, betraktet som et mal
for avstanden til ¢ fra punktet p.

I uavhengighets-situasjonen vil d(p) vare et avhengighetsmdl. En
naturlig fordsetning pd d vil vare at: d(p) = 0 = p € . Imidlertid vil
dette ikke holde for en rekke mdl for avhengighet. Derimot vil vi alltid
ha oppfylt fglgende: p € £ = d(p) = 0, hvor nd 7 betegner den eksakte uav-
hengighets-hypotesen.

Funksjonen d vil antas & ha kontinuerlige partielle deriverte. Den

utvidete hypotesen kan nd formuleres slik:
g d(p) < c mot d(p) >c . ‘ (22)

. *
Her er c bestemt slik at "H nesten er sann' under H .

La oss f¢rst betrakte randhypotesen
H' : d(p) = ¢ .

Under visse betingelser kan vi anvende teorien fra [15], kap. 4 pa H'.
Det vi trenger er fglgende:

La oss anta at avstandsmdlet d er bestemt. For & anvende Neymans teori
er det tilstrekkelig (vet ikke om det er n¢dvendig) & vise at det eksisterer

@1,3.,,6 2 og funksjoner fl,...,fr qlik at

p; = fi(d,el,...,er_z) og fi har kontinuerlige partielle deriverte év
annen orden for i=1,2,...,r. (23)
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Hodges jr. & Lehmann har, ser det ut til, ikke vart klar over dette
problemet (se [9]). En av de situasjoner hvor forutsetningen (23) er oppfylt
er nd { bestdr av et enkelt punkt po og {d(p}% er den euklidske avstand
fra po til p. Resultatet kan uttrykkes slik:
r

LEMMA 1. La d(p) = I (Pi‘Pg>2- Da eksisterer (polarkoordinater)
i=1

61,...,6r_2 og funksjoner fl""’fr slik at (23) holder.

Beviset bestdr i & uttrykke punktet p-p0 = (pl-pg,...,pr-pg) pa

polarkoordinatform.

I uavhengighets-situasjonen har det ikke lykkes for vire valg av d &
=2 slik at (23) holder. Vi vil derfor f¢rst behandle det

generelle tilfelle at (23) ikke n¢dvendigvis holder. La oss nd definere en

finne 61,...,9
rekke begreper og notasjoner vi vil benytte oss av:

Definisjon 3. La X,Xn , n=1,2,... vare stokastiske variable med fordelings-
funksjoner lik F,F o’ definert ved F(x) = P(X<x) og F (x) =P(X <x) for

n=1,2,... . X konvergerer i fordeling mot X, notaSJon X P X, hvis

lim Fn(x) = F(x) for alle kontinuitetspunkter til F.

n>o
Definisjon 4. Notasjonen X v N(u,0) betyr at X er normalfordelt med for-
ventning U og varians 02. La x(p) betegne (1l-p)- fraktilen i N(O, 1), og
la ¢ betegne fordelingsfunksjonen til X ~ N(0,1). Notasjonen Z v Xk
betyr at Z er kji~kvadrat-fordelt med k frihetsgrader. La z(k,p) vare
(1-p)-fraktilen 1 xi.

D
Definisjon 5. Dersom X + X og X v N(0,1) skriver v1 ofte bare X + N(0,1).
D D
Likeledes vil X + XN Xk ofte uttrykkes ved X - Xk

p
Definisgon 6. Xn konvergerer i sannsynlighet mot X, Xn + X, hvis
lim P(IX -X] < g) =1 for alle € > 0.
n s
n>oo
La nd d vere en funksjon i r variable med kontinuerlige partielle deriverte,
ikke ngdvendigvis ikke-negativ. .

La videre

AN

-2
g, = 'Z Pi(ai'a) (24)
i=1
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hvor
od .
ai(p) = 537 for i=1,...,r
i

og ) .

a(p) = ‘Z a;p; -

i=1

Konsistente estimatorer (betegnes med K-estimatorene) for d(p) og oﬁ
er gitt ved henholdsvis

i -a@) og 2= 7a, (a2 (25)

n n d . in" i
i=1

A aa : - r ~

hvor a, = ai(qn) = YR og a = a(qn) = .2 aq. -
in i=1

Her er A, = Xi/n og q_ = (qln,...,qrn) som i I.2 (i).
Det fundamentale resultat for vdrt problem er fgplgende:
TEOREM 1. Anta det eksisterer 1 slik at

od ) Tad -

£— ¢ I p. = (a.$a) (26)

I, j=1 3 3pj i ,
Da vil

/a(d_-d) p /a(d_-d) p
e ma— +’N(0,1) .

1) m————— > N(0,1) og 2)
Od Sd
Det er klart at dersom d € [Ml’M2] kan ikke konvergensen i teorem 1 holde
hvis d(p)=M1 eller d(p)=M2. For la d(p)=M1. Da er de variable i 1) og 2)
ikke-negative for alle n. Tilsvarende vil de variable vare ikke-positive

hvis d=M,. La oss vise at betingelsen (26) faktisk medf¢rer at d € (Ml’M£>‘

Vi lar ¢ vere en funksjoni r-1 variable slik at

r-1
¢(Y1!""yr_1) = d(yll""yr_l!l_iEIYi)
r-1
] = = '- - < .
for y (yl,..,yr_l) €S {(Vl""'vr—l)lvi >0 ?or i=1l,...,r~1 og iilvi _'1}
La tilsvarende
¢n = ¢(q1n""’qr-l,n) = dn '
. . 1 - agl [ - 1 > =
Videre lar vi bi(p ) 8y.b=p' for i=l,...,r-1. Siden P; 0 for i=l,...,r

sd er p' et indre punkt it's og dermed has at bi =a; - a. Anta det eksisterer
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Ml’MZ’ endelige tall, slik at d € [Ml,Mz] for alle mulige positive verdier

av klassesannsynlighetene PysecesP Lad=¢ =M ellerd=¢ =M Siden

1 2°

p' er et indre punkt i S vil det medfgre at

0 = bi(p ) = ai(p) - ar(p) for i=l,...,r-1,

hvilket gir a;, = a, for i=1,..,r. Dermed er det vist at (26) medf¢rer
d(p) € <M1’Mé)' Spesielt hvis d er en ikke-negativ funksjon vil (26)
medf¢re at d(p) > O.
Q1 definert ved (18) kan uttrykkes slik:
2
; (q; -p.)

Q =n
1 . .

i=1 %Un

La oss anta at d har kontinuerlige partielle deriverte av annen orden,
slik at ¢ ogsd har kontinuerlige partielle deriverte av annen orden.
BAN-estimatorer under H' for p = (pl""’pr) av type D fés ved & minimere

Q1 under bibetingelsene

~ r-1
' - - =
¢, * Zb;(a(p;mq; ) —c=0.
i=1
r-1
Pr=1".ZPi . _ (27)
i=1
Hvis 4, > 0 for i=l,...,r, noe som md vare oppfylt,dersom Q1 skal vare
veldefinert, vil q; vere et indre punkt i S og dermed vil bi(q;) = gi - ;r’
slik at betingelsene (27) er ekvivalent med:
~ r .
dn * .Z ai(pi—qin) "e=0.
1=1
r-1
p.=1- 2p., - (28)
1=1
TEOREM 2. La p = (pl,...,pr) vere BAN-estimator for p under H':
d(p) = ¢, av type D. Da er
~ 2 ~ 2
r (q, -p.) (d_-c)
. in “i n
Z1 = min Ql =n YL —~—————>=n 5 . (29)
(27) i=1 in 5% :

D
Korollar 1. Under H'og (26) sq vil z, > xf

Dette viser at selv om (23) ikke holder, sd vil Z1 vere asymp-—
totisk kjrkvadrat-fordelt med en frihetsgrad under H', safremt d har kon-

tinuerlige partielle deriverte av annen orden. (For det tilfelle at (23)
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holder kan Lemma 12, s. 268 i [15] anvendes).
En test for den utvidete hypotesen H* er nd gitt ved:
Forkast H' n&r
/r_f(an-c)
—— > x() . (30)
q .
La oss kalle denne testen for normaltesten (N-testen) for utvidete
hypoteser i den multinomiske situasjon.
La Bn(p) vere styrkefunksjonen for testen, dvs.

/E(S -c)

n
B,(») = B (—g—

3 > x(a)).
d

Styrkefunksjonen har fg¢lgende asymptotiske egenskap (sdfremt forutset-

ningen 1 teorem 1 er oppfylt).

TEOREM 3.
) 0 ford(p) <c
Limg (p) = qa ford(p) = c (31)
> 1 for d(p) > c

N-testen (30) er altsd konsistent, og vil for store n ha tilnzrmet niva
lik a.

II.2. (217) En spesiell situasjon med anvendelse av Neymans teort.

La oss nd betrakte den spesielle situasjon at (23) holder.
(Det er dette tilfelle som Hodges jr. & Lehmann betrakter, se [9]) Mer

presist vil vi anta at

p. = fi(d,e,...,er_

i fOl‘ i=1,000’r’

2)
hvor fi har kontinuerlige partielle deriverte av annen orden. Vi betrakter

f¢rst randhypotesen

La 3 = (%1,...,Br) vare BAN-estimatorer for p = (pl,...,pr) under H' av
type A,B, € eller D. I denne situasjonen vil BAN-estimatorene av type A, B
og C vare fglgende: (Se I.2 (ii)):
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f\, A A A A A
A. p =p, hvor p; = £, (c,Ol,...,e ) for i=1,...,r. ei er
SM-estimator for e , i= 1,...,r~2qunder H'. Dvs. 6 = (61,..,6 2)
maksimerer [ W f. (c, R TS B
. 1 r-2
i=]
N - - - - o, - - -
-B: p = p,hvor pi_ = fi(c’el,.."er—z) for 131,c-o,r0 9 = (61,...,er_2)

r (q;,f; (c,0))°
minimerer Q = n I . .
i=1 fiﬁc'a)

n * .
C. p=p, hvor p: = f.(c 6:,...,6:_2) for i=l,...,xr. 6 = (61,. r_2)

r (q; -f;(c,0)?
minimerer Q1 = X 3 .
i=1 in

I tilfelle B og C vil minimeringen vare ekvivalent med
2

r (q; -p;)
1) Minimere n I ———2— under bibetingelsen d(p) = c .

i=1 Pj

r (q; -p;)
2) Minimere n I .
i=1 qin

under bibetingelsen d(p) = c .

Fra [15], Lemma 12, s. 268, har vi f¢lgende resultat.

LEMMA 2. La %i vere en BAN-estimator for p; under H', av type A, B, C
‘eller D for i=l,...,r . Da vil under H',
N2
r (q, -p.)
2 in “1i
NP L

i=1 p;

og . % 2

D
Spesielt vil, hvis ;i er BAN-estimator av type D, iﬁ = Z1 - x% som f¢r mevnt.
Hodges jr. & Lehmann ([9], s. 267) foresldr folgende tester for den utvidete
hypotesen H*, (som nd kan anvendes siden (23) holder):

TEST 1I1:

Forkast Irl“i hvis

d > ¢ (328)

n s
& (2 .
r (qin Pi)
0g n I —r————=> z(1,20) . (32b)
i.l ., ) '
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TEST II:

» .
Forkast H hvis

d >c (33a)
) .
r (qin pi)
og nZ > z(1,20). (33b)
i=1 Yn

Det viser seg at asymptotisk er testene I og II i en bestemt betydning
ekvivalente. For & presisere hva denne asymptotiske ekvivalensen bestar
i, betrakt den generelle situasjon hvor Xn er en stokastisk variabel hvis
fordeling avhenger av n, og av en parameterle som a priori ligger i et

omrade (. Vi er interessert i & teste hypotesen

H: o Eub mot 0 EQ - W (34)

La ¢T

betingede sannsynlighet for & forkaste H gitt at Xn=x er observert.

n . . ) n .
. ¢2 vere to ikke-randomiserte tester for H. ¢i(x) angir den

Definisjon 7. ¢? og ¢2 kalles asymptotisk ekvivalente (a.e.), hvis for
for enhver ® € Q, sannsynligheten for at ¢? og ¢g skal motsi hverandre

konvergerer mot null, ndr n ¢ker mot uendelig. Dvs. at for alle 8 € Q, sa vil

lim P(¢‘1‘=1n¢§=0/e) + lim p(¢‘1‘=on¢§=1/e) =0 . (35)

n>oo n->o ,

Fplgende lemma vil vare nyttig for & vise ekvivalensen av testene i I og II.

LEMMA 3. Anta ¢?, ¢g er a.e. tester for hypotesen (34), likesd ¢2, ¢§.
Da vil ¢?, ¢; vere asymptotisk ekvivalente.

Korollar 2. 20-nivd testene i (32b) og (33b) for H' : d = ¢ er (parvis)
asymptotisk ekvivalente.

Dette resultat fglger direkte fra [15], teorem 7 og lemma 3 ovenfor.
La nd ¢? og ¢2 vere to av testene i (32b) og (33b), vilkdrlig valgte.

De to tilsvarende tester for H betegnes med w? og wg. dvs.:

w? = 1 hvis og bare hvis ﬁn >c og ¢? =1 (36)

Herav fg¢lger at
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lim Py = 1nw§=0/p) + lim P(Y] = ONY5=1/p)
n->o >

= lim P(d >c ¢"=1n¢" = 0/p) + lim P(d_>cnp™ = ong™ =1/p)
oo n 1 2 - n 1 2

n>o —-00

< lim P(¢T = 1n¢2 =0/p) + lim P(¢™ = 0ng" = 1/p) = 0 for alle p
1 2 . 1 2

fra korollar 2.

Dermed er ekvivalensen mellom testene i I og II for H vist:

LEMMA 4. Testene 7 I og II for B er asymptotisk ekvivalente.

Siden z(1,2q) = xz(a) ser vi at N-testen faller sammen med test II nir
ﬁi er av type D. Dermed er N-testen asymptotisk ekvivalent med de 7 andre
testene i I og II sdfremt (23) holder.

Egentlig bestdr test I og II hver av fire forskjellige tester. La nd
Bk,n(p)’ for k=1,...,8, vare styrkefunksjonene for disse dtte testene.

De vil ha samme asymptotiske egenskap som styrkefunksjonen for N-testen gitt
ved (30), dvs.

TEOREM 4. Anta (28) holder. Da vil

0 for d(p) < c
for k=1,...,8: 1lim Bk n(p) = o for d(p) = ¢ (37)
n>ce ’ 1 for d(p) > ¢

II.2. (i71) Kommentarer og et eksempel.

Som f¢f nevnt, har vi ikke kunnet vise at (23) er oppfylt ved vare valg
av avhengighetsmdl i kontingenstabeller. Vi vil derfor anvende N-testen i
den situasjonen. Det er verdt & merke seg at for & anvende Neymans teori ma
vi kreve at avstandsmdlet d har kontinuerlige partielle deriverte av annen
orden. Derimot er det tilstrekkelig at d bare har kontinuerlige partielle
deriverte for & anvende N-testen. La oss gi et eksempel pd valg av d for

en helspesifisert hypotese og anvendelse av N-testen (tatt fra [9]).

Eksempel. La den idealiserte hypotesen vare:
H:p =p = =p =-]-'- (38)
1 S T :
r
1.2
og velg d = I (Pi— ;0 .
i=1

Som man ser, har vi her et spesialtilfelle av situasjonen i lemma 1, slik
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at ved dette valg av d er (23) oppfylt.
Flaten C bestdr av punktet: po = (%3...,%).

Den utvidete hypotesen:

r
~ 1.2
dn - .Z (qin r)
1=1
A T
~ - 2 1
a4 = 2(qin o oas 2.2 9n ~ 2: T
i=1
T T
2 2 .2
og S;=42gq. (q. -2 q.)
d j=1 In in . 7in
x .
N-testen for H blir:
Forkast H* hvis:
r 1.2
iil(qin ';') - c
Vo > x(a).
r r 2 2}3
2{ 2 q, (q. - % q°)
j=1 In tin j=1xJn

II.3. En tre-desisjons—prosedyre.

Det kan oppstd situasjoner hvor man vil vare interessert i & trekke

en av tre mulige slutninger av typen:

1) Pastd d <c eller 2) Pastd d > ¢

>
1 (c2 cl) eller

2

3) unnlate & pdstd noe; (dvs. i realiteten & akseptere d € [cl,cz].)

En tre-desisjons prosedyre for dettg problemet er folgende:

d -c

1) Pastdd<c, his /@ L —x(a) (39)
d
dn.c2

2) Pastd d > cy hvis Vo ———— > x(a) (40)
d

3) Dersom verken (39) eller (40) gjelder, unnlate & pdstd noe.

La oss kalle denne prosedyre for N3-metoden.

N3~metoden har f¢lgende asymptotiske egenskap dersom forutsetningene i

teorem 1 er oppfylt.
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TEOREM 5. lim P(minst en gal pdstand)= {%‘ fifz’ d=cy eller d=c,
n>o eLLers

I uavhengighets—-situasjonen vil dette bety at man enten pdstdr nesten

uavhengighet (d<c1) eller pdstdr sterk avhengighet (d>c2)_e11er ingenting.

Dvs. ciaC, er valgt s.a. d < cq betyr n.u. og d > cy betyr sterk avhengighet.
Den vanlige n.u. hypotesen:d < c,er passende ndr man fg¢rst og fremst

er interessert i eventuelt & fastsld om det foreligger avhengighet. I de

tilfeller hvor man er mer interessert i & fastsld enten n.u. eller sterk

avhengighet kan en tre-desisjons prosedyre som N, vare anvendelig.

3

II.4. Konfidensintervaller for avstandsmdl.

For & konstruere et konfidensintervall for et valgt mdl d(p) med asymp-
totisk konfidensgrad 1lik 1 - a, vil vi anvende teorem 1. d vil som i II.2 (i),
antas & ha kontinuerlige partielle deriverte. Anta videre at M. < d(p) < M

, 1
og at det eksisterer i slik at a; + a. Teorem 1 og setn. H i appendiks B

2

gir da at

d_-d)
lim P(/ﬁ’-—-—%«-——

n>oo d

<y) = ¢(y) for alle y.

Dette medf¢rer

(d _-d) .
lim P(-x(9‘2-) < Vg =B < x&)=1-a (41)
o ) 2

(41) er ekvivalent med:
S S
. A d o - d o
- -) <4 < e = - Q.
Un Pld, =g x@ < dyrm=@) =t oo

Siden M1 < d(p) < M2, sd vil fplgende ekvivalens gjelde

S S
~ _ d -q: A d 'g—‘
dn /n X(z) <d < dn * /n X(Z)
]

<=>

S S
q -4 g ; 3 a
max (Ml’dn ey x(z» <d < min (MZ’dn + 7% x(2» .
Herav:

1lim P{ M 3 - Sd (Q)) <d < min (M 3 + Sd x(gﬁ)} = i'— o
im Plmax (My,d - —m=x > min 2d 7 X .

n>roe

Et konfidensintervall for d(p) med tiln®rmet konfidensgrad lik 1 - a for

store n er dermed gitt ved:
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S

s
d X(%)) , min (M,,d_ + 75.‘1 x(%))). (42)

d(p) € <max (Ml,an - o

I neste kapittel vil vi behandle uavhengighets-situasjonen i toveis

kontingenstabeller. Vanligvis vil M, vere lik 0, men det vil ogsd opptre

1
situasjoner hvor det er naturlig & skille mellom retninger av avhengighet,

slik at mdlene i de situasjonene kan vare negative. De vil variere i inter-—

vallet {-1,1), slik at M2 =M = 1.

Ensidige konfidens-intervaller for positive d(p) (M1=0) féas av f¢lgende:

(d -d)
lim P(/7 ( ’;

n>oo d

<x(a)) =1 - w.

Herav: Et ensidig konfidens-intervall for d(p) er gitt ved

Sd
X

d(p) € <max (o,ﬁn - (), M> (43)

S
hvis d(p) < M. La k(qn) = dn - 75 x(a) = og anta k(qn) > 0.

Vi ser at for alle c < k(qn) sd vil
*
H :d(p) <c

forkastes ved N-testen:

Sd A Sd /Elq(an—c)
C<k(qn)¢'=' 0<dn-c—71?x(a)<=* dn—C>an(OL)“ 5

> x(a).

M.a.o. mengden {dfk(qn)} er det maksimale utvidete hypoteseomrddet som blir
forkastet nar q, er observert. ‘

Dersom k(qn) er tilstrekkelig liten vil vi akseptere at den eksakte
hypotesen: d(p) = 0, er tilnzrmet sann.

Hvis k(qn) < 0 ser man at alle hypoteser H: d(p) < ¢, ¢ > O aksepteres

(ved nivéd a).
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ITI. TESTING AV NESTEN UAVHENGIGHET.
EN OVERSIKT OVER AVHENGIGHETSMAL I KONTINGENSTABELLER.

III.1. Forutsetninger og notasjoner.

Problemene som skal betraktes refererer seg til situasjonen i toveis
kontingenstabeller, beskrevet i I.3. (i).

La Y, Z vare to stokastiske variable definert ved

Y =1 hvis Ai inntreffer for i=1,...,v.

‘ (44)
Z = j hvis Bj inntreffer for j=1,...,w.
At A og B er eksakt uavhengige betyr da pr. definisjon at Y og Z er
stokastisk uavhengige.
Den eksakte uavhengighets-hypotesen kan uttrykkes slik:
H: pij'= pi'p;j for i=1,...,v 0og j=l,...,w (45)

hvor pij = P(Y=1i N z=j), p, = P(Y=1i) og p 3 = P(Z=j).
La qij = Xij/n’ hvor n er antall uavhengige fors¢k som utfgres (dvs. det

tas n observasjoner (ypozq)eeees(y 52 ) av (Y,2)), og X;, er antall

ganger Ai & Bj inEtreffer i 1¢petvav de n fors¢k. n antas & vare stor.
La videre q; = jélqij og q_j = iilqij, slik at Xifnqi., X.j = nq.j.
Sett q = (qlf""qvw) ogp = (Pll""’va)' Ved konstruksjonen av de
fgrsk%ellige mdlene, legges ingen restriksjoner pé'pij—ene (annet enn at
iEl jélpijzl)' Ved testing og estimering (dvs. ved bruk av asymptotisk
fordelingsteori) vil vi derimot anta at pij >0 for i=l,...,v og j=l,...,w.
For ethvert valg av avhengighetsmdl d antas dessuten at fglgende betingelser

er oppfylt.*)

(a) d har kontinuerlige partielle deriverte.

(b) Det eksisterer (r,s) slik at | (46)
dd ;:’ ;’ dd
55~ 1 .2 ZPiip
rs i=1l j=1 1]

Fglgende notasjoner for et gitt avhengighetsmil d benyttes (hvis ikke noe

annet presiseres):
v w

2 _ %2

o,= L L Pij(dij d)

(47)
d a1 5e1

*)

Tre mdl foresldtt av Goodman & Kruskal, [6], som vil bli diskutert
senere, oppfyller ikke (a). Det er imidlertid utviklet en til-
svarende teori for disse mdl i [8]. ‘
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hvor
od . .
i3 = 35;; for i=l,...,v o0g j=l,...,w
°8 " v oW
d = Zd..P.- .
i=1 j=1 Y Y
Videre:
d =4d(q) , d er K-estimatoren for d. (48)
K-estimatoren for 03 er gitt ved:
v oow v oW
AN /\* A e
si= I 1 ay5(d; - Y= 3 % qi.di. - a* (49)
i=1 j=1 ! i=1 j=1 4 H
hvor
i = od
B OPyylpag
& = T zd.q.. .
i=1 j=1 * N

Fra teorem 1 ser man at /E(a—d) 3 N(0,0d). 02

d kalles derfor den asymptotiske

variansen til vnd .

Teorem 1 gir ogsd at

d-d) D
Rt N S (C D (50)
d
Denne asymptotiske egenskapen vil bli anvendt til testing og intervall-

estimering av de avhengighetsmdl som vi skal diskutere.

III.2. En innledende diskusjon om avhengighetsmdl.

Begrepet avhengighet mellom to faktorer vil ofte vare vagt og
upresist. Som regel er det, imidlertid, spesielle trekk ved avhengigheten
som vi er interessert i & mdle i en gitt situasjon. Disse relevante avhengig-
hetstrekk vil ofte kunne spesifiseres som en del av formdlet ved en under-
sgpkelse. Et avhengighetsmdl b¢r derfor konstrueres ut fra en relevant modell
for den gitte situasjonen, slik at det gir mest mulig informasjon om de .
interessante avhengighetstrekkene, i den grad disse er tilstede. Dvs. for
en gitt situasjon vil vi at avhengighetsmdlet er slik at det miler de av-
hengighetstrekk som er interessante i denne situasjonen. Vi skjefber altsd

definisjonen av avhengighet ved konstruksjon av relevante passende mil,
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Dersom flere mil er konstruert for en gitt situasjon, bgr man velge det

mdl som man mener gir klarest uttrykk for de relevante avhengighetstrekk.
Dessuten b¢r mdlene ha én enkel operasjonell (sannsynlighetsteoretisk)

tolkning, slik at det bl.a. er meningsfylt & sammenligne verdiene av et mil

for flere tabeller.

Ved valg av avhengighetsmdl har vi funnet det naturlig & skille mellom
folgende fem situasjoner.

1) Ordnet situasjon.

Det eksisterer for hver faktor en underliggende ordning mellom
kjennetegnene. Dvs.

Y og Z.

at vi har en ordiual skala for de variable

La f.eks. faktor A vzre utdanningsnivd og B inntektsniva.

2) Uordnet symmetrisk situasjon.

Det foreligger ingen naturlig eller relevant ordning mellom
kjennetegnene. Y og Z-verdiene brukes bare for & identifisere
kjennetegnene; dvs. det er en nominal skala. Dessuten opptrer
faktorene symmetrisk; de er begge av like stor interesse.

3) Uordnet asymmetrisk situasjon.
Denne situasjonen forekommer ndr en av faktorene, la oss si B,
er av primer interesse i forhold til den andre, og vi har en
nominal skala for Y og Z. Det kan f.eks. vare at faktoren A
"gdr foran" B kronologisk eller'érsaksmessig. Et eksempel kan
vere A: utdanning og B: yrke, eller A: inntekt, B: stillingétagen
til et bestemt problem.

4) Palitelighets—situasjonen.

Denne situasjonen opptrer ndr v=w, og A og B antar samme kjennetegn,
men refererer seg til forskjellige metoder. La f.eks. A og B vare

to psykologiske tester som klassifiserer mentalt syke individer etter
hvilken sykdom de lider av.

5) Blandet situasjon.

Den ene faktors kjennetegn innehar en naturlig, relevant ordning, >
den andre ikke. ' Dvs. en av de variable (Y,Z) har nominalniva,
den andre ordinalnivd. Et eksempel pad denne situasjonen kan vare

A: inntektsnivd og B: kommuneinndeling.
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Utenom disse fem situasjonene vil vi behandle 2 X 2-tabellen for seg.
De fleste mdlene som blir diskutert i forbindelse med situasjonene
1) til og med 4) finner man i [6] og [7].

Tilfellene 1) og 2) blir behandlet grundigere enn de andre, siden
det vel er disse som forekommer hyppigst. Spesielt vil den ordnete
situasjonen opptre ofte. M3lene som blir diskutert der vil alle variere
i intervallet [-1,1]. Som mdl for grad av avhengighet i den ordnete
situasjonen, kan man bruke kvadratet av disse midlene.

I alle situasjoner, unntatt 4) og 5) vises det hvordan n.u. hypoteéen
kan bestemmes ut fra de forskjellige foresldtte avhengighetsmdl. For hvert
valg av mdl utledes estimatoren SZ. N-testen for n.u. hypotesen f¢lger da
fra II.2. (i), og fra II.4 kan man angi de tosidige og ensidige konfidens-

intervallene (42) og (43). Anvendelse av N3—prosedyren i II.3 felger

ogsd direkte nir 83

er kjent.

IITI.3. Ordnet situasjon.

IIT.3. (7) Tre ordinalinvariante mal.

Situasjonen er at det foreligger en relevant ordning mellom kjennetegnene

innen begge faktorer. La oss fe¢rst gi en definisjon av ordinalinvariante mal.

Definisjon 8. Et mdl g kalles ordinalinvariant hvis det er uforandret under
like typer av monotone transformasjoner av Y og Z, og hvis det forandrer
fortegn ndr transformasjonene er av ulike typer. Dvs. at g(¥,Z) = g(£(Y),h(Z)),
hvis f og h begge er strengt ¢kende, eller begge er strengt avtagende funksjoner,
og g(Y,2) = -g(£(Y),h(Z)) hvis den ene funksjonen er strengt avtagende, og den
andre er strengt ¢kende.

Siden Y og Z miles pd ordinalskala, slik at rekkefg¢lgen av deres verdier,
men ikke avstanden mellom verdiene, har mening, vil vi kreve at et mdl for denne

situasjonen er ordinalinvariant. Dessuten b¢r mdlet g tilfredsstille to krav:

(i) -1<gcsl

(ii) A,B eksakt uavhengige ™ g = 0,

Hvis g € [-M,M], vil g/M € [-1,1], slik at hvis variasjonsomrddet til g er
begrenset, symmetrisk om origo, kan vi alltid f& (i) oppfylt ved & normere
milet. #

Vi vil beskrivé tre slike ordinalinvariante mdl som alle er modifikasjoner

av en grunnleggende st¢rrelse. De betegnes med
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1) v ,'foreslétt av Goodman & Kruskal ([6], s. 748).

2) Ty Kendalls rangkorrelasjons-koeffisient modifisert til

kontingenstabeller.

3) T, foresldtt av Stuart, [20].

Milet Y er ogsd diskutert i [11]. Vi vil senere begrunme hvorfor Yy er det
mest passende mdl av de tre. Asymptotiske egenskaper ved fordelingen til K-
estimatoren ; for v er gitt i [8]. Senere vil vi se at ?'s asymptotiske
egenskaper - fglger fra teorem 1. K-estimatoren % for T, er diskutert av

N b b
Kendall, [10]. T, er et spesialtilfelle av en generell empirisk korrelasjons-—
koeffisient for (Y,Z) (se [10], s. 19). |
Alle milene, men spesielt 7Y, kan gis en enkel sannsynlighetsteoretisk

tolkning. La oss f¢fst betrakte Y.

IIT.3. (i1) Komstruksjon av et naturlig mdl, Y.

La (Yl’zl) og (Y2,22) vere to stokastisk uavhengige variable med samme
fordeling som (Y,Z). Vi sier (Yl’zl) og (YZ’ZZ) er overensstemmende

(eng.: concordant) hvis Y, og Y

1 2
hvis (Yl-Yz)(Zl—Zz) > 0. Tilsvarende sier vi at de variable er uoverens-—

avviker med samme fortegn som Z1 og 22, dvs.

stemmende (eng.: discordant) hvis Y-ene og Z-ene avviker med forskjellig for-
tegn; dvs. hyis (YI—YZ)(ZI—ZZ).< 0.

Y er definert ved:

y = P{(Yl-Yz)(Zl—Zz).> 0|Y1=|=Y2 n zl+22}

- P{(Y,-Y,)(2-2,) < 0|Y1+Y2 n zl+zz}.

Det ses umiddelbart at Y er ordinalinvariant.

La ﬂt = P(Y1=Y2 v Zl=22).

P{(Yl—Yz)(Zl—Zz) > 0}.

m
S

m

4 P{(Yl—Yz)(Zl-Zz) < 0}.

Dvs. at T, oer sannsynligheten for at de variable er overensstemmende, 0g L

er sannsynligheten for at de er uoverensstemmende.
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I denne situasjonen finner vi det naturlig & utvide definisjonen av

eksakt uavhengighet mellom faktorene til:

Definisjon 9. To faktorer A og B sies & vere ordnings-uavhengige

(o.u.) hvis Ty = Ty

Det sees at Y kan uttrykkes pd fe¢lgende form:

L = (51)
t .
Dessuten, siden ﬂc+ﬂs+ﬂd =1:y =fns-ﬁﬂ/bs+ﬂg'
Herav sees at Y € [-1,1], slik at (ii) er tilfredsstilt,
Man finner at

: v w v w
T = I p? + Zp .- Z I p?..

Eog=1t =13 gel ge1 M
v-1 w-1 ’ ’
M= 2 izl jilpij{i'zi j'Ejp..j.}. (52)
v-1 w
m=2 I I p..{ I Z P.ysrls

i=1 j=2 M it>i grey td

Videre kan det vises at A, B eksakt uavhengige medfgrer at vs ='Wd, slik at
definisjonen 9 faktisk er en utvidelse av eksakt uavhengighet.

Fra (51) has at: Y = 0 e=> A,B o,u., slik at Yy dermed tilfredsstiller
(i) og (ii). Dessuten has (se [6]) at y har f¢lgende egenskaper:

(iii) A, B eksakt uavhengige = Y = 0, men det omvendte beh¢ver

ikke holde, unntagen i 2x2-tilfellet.

(iv) Y er veldefinert sdfremt ikke alle positive cellesannsynlig-

heter er konsentrert i en enkel rad eller kolonne.

I denne situasjonen vil vi med nesten uavhengighet mene at faktorene
A og B er nesten ordnings-uavhengige, i den betydning at T, 08 Ty er til-
nermet like,

I 2x2-tabellen reduserer mdlet seg til

_ P11P227P12P21 A1

- - (53)
P11Pgp*PygPyy O+
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P,4P
hvor A =.;ll;§§ er kryssprodukt-forholdet.Avhengighetsmdl i 2X2-tabellen
kommer vi 12 thilbake til i III.S8.

III.3. (227) To alternative mil, T, 09 T-
La oss f¢rst betrakte fg¢lgende situasjon. )
La U,V vare kontinuerlige stokastiske variable. Kendalls rang-

korrelasjons-koeffisient T for (U,V) er definert ved:
T = PL(U;-U,) (V,=V,) > 0} - P{(U;-U,)(V,-V,) < 0} ‘(“54)

hvor (Ul’vl) og (U2,V2) er to stokastisk uavhengige variable med samme
fordeling som (U,V) ([11, s. 822). T kan betraktes som korrelasjons-
koeffisienten mellom fortegnene til Ul-U2 og Vl-Vz.

La (ul,vl),...,(un,vn) vezre n observasjoner av (U,V). Vi sier at
det er ingen sammenfallende verdier hvis uy + uj og v. + vy for i+j,
i=l,...,n og j=1,...,n. Det engelske uttrykket for sammenfallende
verdierer "ties" som vi vil anvende heretter. I en kontingenstabell vil
det altsd foreligge ties hvis minst to observasjoner faller i samme rad
eller kolonne, noe som alltid vil skje dersom n > min (V,w).

I tilfellet med ingen ties ser man at Yy reduseres til T. M.a.o. Y
er en modifikasjon av T til situasjonen med ties. N&
vil vi betrakte to andre modifikasjoner av T til tilfellet med tiés.k

La situasjonen vare som i III.3. (ii). '

Kendalls rangkorrelasjonskoeffisient for kontingenstabeller er

definert ved (vdr definisjon):

T =T
- s d
Y% T A Y (55)
1172 1'72
(Legg merke til at vy = (ﬂs-ﬂd)/P(Y1+anzl+Z2).)
La T = P(Y1+Y2) og m, = P(Zl+22).
v
T =1-= I pg
Y i=1 '
(56)
w .

=i
]

._J
1

™
o
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I 2x2-tilfellet er

_ P11P57P1Py
b VP Py PP,

(57)
Ty tilfredsstiller (i) og (ii) i III.3. (i), siden Tb=0 - T

Dessuten har T, folgende egenskaper:

(iii) T, er veldefinert, sdfremt ikke alle positive celle-
sannsynligheter er konsentrert i en enkel rad eller kolonne.

(iv) Tb er ordinalinvariant.

Angdende (i) bg¢r nevnes at grensene *1 aldri kan oppnds, unntagen i en

v

vXv-tabell hvor I p.,. = 1. Det er ogsd verdt a mer&e seg at Ti kan be-
i=1 12 (P11Pop~P1gPo1) " .. O

P1,P2.P,1P,2

ordnet situasjon, mens det tradisjonelle kji-kvadratmilet

traktes som en generalisering av B =

, v ow (o p )Y
¢ = Z 2 J L] IJ
i=1 j=1 Pi.P.j

(58)

er en generalisering av B til situasjonen med ingen relevant ordning

For andre tradisjonelle mdl i denne situasjonen henviser vi til III.4. (v).
Det tredje mal T, er definert ved:

™ =T

s d

¢ @-1)/m (59)

hvor m = min (v,w).
Normeringsfaktorenm/(m—i)er en fglge av lemma 5.
m-1 m-1 o
LEMMA 6. = =—==<m_ =T, < == Grensene oppnds dersom alle celle-
sannsynlighetene er 1ik 0 utenfor en lengste diagonal i tabellen, og

14k % i diagonalen.

Lemma 5 gir at (i) er oppfylt, hvor nd grensene -1 og +1 ogsad kan oppnis
nar v*w. Egenskap (ii) holder ogsia, og T, er dessuten ordinalinvariant og
alltid veldefinert. I 2x2-tilfellet er T, = 4(p11p22-p12p21).

A
K~estimatoren Ty for Ty er gitt ved:

£ a0 (60)

hvor
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v
P =1- % q?
y i=1 1.
w
Pz =1- I q2.
j=1
v-1 w1 - (61)

Ty kan betraktes som et spesialtilfelle av en generalisert empirisk
korrelasjons koeffisient (se [10], s. 19). Vi vil kort gjengi beék;iyglsen her.
(yi’zl)""’(yh’zn) er de n uavhengige observasjoner som tas. Til

hvert par {(yi,zi), (jj,zj)} tildeles en Y-score aij slik at aij=-a

ji’
og en Z-score b,. s.a. b,.=-b.. (* a..=b..=0). Den generaliserte
ij ij  T3i ii “ii
empiriske korrelasjonskoeffisienten er definert ved:
n n
I I aijb1J
I = i=1 j=1 - (62)
nomo, mooao o,
/z La‘- % Ib
i=1 j=1 Ji=1 i=1 1]
F.eks. fas den vanlige empiriske (produkt)korrelasjonskoeffisienten
i
-2 - 2"
Ay E(zm2)
ved a sette aij=yj-yi og bij = Zj-zi-
Folgende resultat viser hvordan T, er et spesialtilfelle av T.
LEMMA 6. La Y-scorene a;; og Z—-scorene bij vere gitt ved:
) < + A , <
+1  hvis v; <Yy 1 hvis 25 < 2
aiJ =4 0 hvis y; = yj s bij =<4 0 his z, = zj .
-1 hwis y. > y. -1 Wwis z, > =z,
1 b 1 J

Da er I = Tb¢ :

I tilfellet med ingen ties vil vi alltid ha aij’ bij 1lik +1 eller -1

A

for i*j, og helt tilsvarende vil da I = T hvor T er K-estimatoren for T, define

ved (54). Dvs. at ?b er den naturlige modifikasjon . av T basert pa I.
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ITI.3. (Zv)  En vurdering av mdlene YTy 09 T .

Det f¢rste vi noterer oss er at alle tre midlene er en modifikasjon
av differensen Ty til tilfellet med ties. Den naturligste modifika-
sjon er opplagt Y, hvor man ser pd de betingede sannsynligheter gitt ingen
ties. Bade T, ©8 T synes & vare noe kunstige modifikasjoner, da kanskje
serlig T, som bare er en normering av m Ty
Det andre man bgr merke seg (angdende Tb)Aer at opprinnelig var det

A

den empiriske rangkorrelasjons-koeffisienten T som ble modifisert til Ty
med utgangspunkt i den generaliserte empiriske korrelasjonskoeffisienten T
gitt ved (62) (se [10] og [20]). Definisjonen (55) er vi kommet fram til
ved & innsette sannsynlighetene pij istedenfor q; i %b' (Tb er ikke nevnt
i noen av de artiklene som vi gir referanser til.) Vi har dermed at mens

A
Y er den naturlige modifikasjon av T basert pa ™My sd er T, den naturlige

modifikasjon av % basert pd I'. Det man er interessert i er erameteren.

Det korrekte md derfor vare & modifisere parameteren, og deretter se pa
problemet med estimering, ikke & g4 den omvendte veien som Kendall gjorde med T,
Konklusjonen md8 derfor bli at Yy er det mest naturlige og passende mal i

den ordnete situasjonen. Testing av n.u. bgr derfor baseres pa y2. En n.u.
hypotese basert pa Y2 bestemmes senere. (Som f¢r nevnt anvendes yz som médl

for grad av avhengighet ved valg av Y som avhengighetsmdl.) Som nevnt i

ITI.1 antas at pij > 0 for i=l,...,v og j=l,...,w ved testing og estimering.

Det vil da, som vist i II.2 (i), medfgre (under 46b) at mdlene varierer

i det 8pne intervallet {1,1).

III.3. (v) Intervall-estimering av 7.

Vi f¢lger nd notasjonen i Goodman & Kruskal ([8],s. 322) ved & la PS

og P, vere estimatorene for ﬂs og T, gitt ved (6l). La videre Pt vare

d d
tilsvarende estimator for ﬂt, slik at vi dermed har:

2 v-1 w-1
P == I zxi.{ T zxi,..}
n” i=1 j=1 2 i'>i j'>j

2 v-l w ( ) ‘ .
P === % IX..{ I IX.,., (63)
d - p? jap jez Hgnsg iyt

v w v W v 2 Y vV W
Pt=Zq§+Zq2.-Z zq?.=~%[zxi+zx2.-z zxij

i=1 0 3=1 '3 q=1 j=1 3 p% ie1 =1 01 i1 =1
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. * 2 * 2 * 2
L d P = = = .
a videre P_ = n Ps’ Pd n Pd og Pt n Pt
Anta at (Yl,Zl), (Y2,Zz) og (Y3,Z3) er tre stokastiske uavhengige variable

med samme fordeling som (Y,Z). Definer f¢lgende sannsynligheter:

= - - - - >
L P{(Yl Y,)(Z,72,)) > 0N (Y~Y,)(Z)~Zy) 0}
LI P{(Yl-Yz)(Zl—ZZ) >0nN (Yl-Y3)(Zl-23) < 0} (64)
= - - - - < .
Tid P{(Yl ¥,)(2,-2,) <0 n. (Y,-Y,)(2,-2,) 0}
La Pss’ Psd’ Pdd vaere fglgende konsistente estimatorer for disse sann- -~
synlighetene:
P ¢ = z Eq;.{ z Z Quysy + 2 X q }2 =
S i J' 1J i|>]'_ j'>j 1 J 1 <1 JI<J J
=-—§-zz {0 Ex,+ T IR, -
ij ij i'>i j'>j ’ i'<i‘j'<j J
P =12 3%q..{ 2 L g.y.y + L L Q.y.tx
sd ij iv>i J'>j 1 i'<i j'<j 1]
{ z L q.y., + > % Quyaq}
il>1 Jl<j J 1‘<l J'>J J
=—-§zzx..{ IOEX,. 4+ I DX, )x (65) "
n” i j 1] i'>1i j'>j i'<i j'<j J
{ = ZX,y.y + I D G
it>i J'<j it<i J'>J 1]
2
Pdd=ZZq..{ z 2 Quy.y * I Zqi,..} =
ij it>i j'<j it<i j'>j J

2
=-—§z I, 0 I DX+ I DX, M.
ij e R N §'<i 1] 1'<i j'>j

. * 3 * 3 _ .3
La videre PSS cs PSd =n s og Pdd =n Pdd' ﬂSS’ ﬂsd

uttrykkes pd tilsvarende form i pij istedenfor qij' K-estimatoren Y

]
=]
a-}

og de kan

for ¥ blir dermed:

(66)
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Den asymptotiske varians 03 og dens K-estimator Si er gitt 1 fglgende

setning.
LEMMA 7.
2 16 2 _ 2
GY = 7 {m Tad 2wswdwsd + dess} (67)
(1-m.)

K-estimatoren kan uttrykkes pd felgende alternative former:

2 16 2 _ 2
1) SY = 7 {PsPdd 2P PP .+ PdPSS} (68)
(1-2))
2 _ n-l6 LR S I R *2 *
2) S, 5% A{P:%dd 2P PP g * Py Pt (69)
(n"-P)
t.
Fra teorem 1 og lemma 7 f&s na:
* 2
- (Y‘Y)(n -P) D
/”Y Y. L= , > N(0,1). (70)
S 4/@*2P —2p*p*p* +p*%p *
Y dd 2P PaPsa’a F

Goodman & Kruskal ([8], s. 361) viser (70) ved & se direkte pd ;.
Ved & anvende teorem 1 er det imidlertid tilstrekkelig & finne SY, gitt
ved formel (49), slik at det blir atskillig lettere & nd fram til
resultatet (70). '

Et konfidensintervall for Yy med asymptotisk konfidensgrad lik 1 -o er

nd gitt ved:
Y € <max (-1,y - 7% x(-z-)), min (1,y + 7% x(-z'))> . (71)

Dersom Q-l eller -1 vil Si = 0. Goodman &AKruskal foreslar da det
degenererte intervallet Y = 1 (-1 dersom Y=-1) ndr n er stor.

Siden vy € (:1,1>'vi1 %Eg P(§=i1) = 0. Dermed vil sannsynligheten for &
f4 et degenerert konfidensintervall vare meget liten for store n.

For naermere diskusjon se [8], s. 324.

III. 3. (vi) Valg av n.u. hypotese basert pd y. Estimering av Yz.

Ved testing av n.u. vil hypotesen vare at graden av avhengighet er
mindre enn en viss ¢vre skranke, slik at "retningen' av avhengigheten er
uvesentlig, Vi vil da som f¢r nevnt. bruke YZ som md81 for grad av avhengighet.
Et kriterium forvn.u.\er gitt ved:

-e <y < e | (72)
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Valg av € md n¢dvendigvis bli noe vilkdrlig, siden begrepet nesten
uavhengighet vanskelig kan gis en realistisk presis definisjon. N& er,
imidlertid, Yy en differens mellom to (betingede) sannsynligheter. Et '
rimelig valg av € vil derfor vare av st¢rrelsesorden 0.01-0.10. Det b¢r
ogsd bemerkes at c-valget kan bero pd den gitte situasjonen som foreligger.
Dersom man erfaringsmessig vet at faktorene "har'" en viss grad av avhengighet,
b¢r muligens € velges noe st¢rre enn hvis man a priori‘vet at faktorene kan
vere omtrent uavhengige. v

Hypotesen om n.u. kan dermed formuleres slik:
H : vy <c¢ (73)

hvor ¢ er av st¢rrelsesorden 0.0001-0.01.

Uten videre ser man at den asymptotiske varians t112Y er lik 4Y2~G$,
og dens K-estimator er lik 4§ZSY Dette f¢lger av at gx——- . g%zg
Herav:
——-—L-Y—l ® ne0,1) (eller: ‘P(Y*Y)(Y . 3 N(0,1)).
2|Y|5 ZIYIS
* * .
N-testen for H : Forkast H hvis
/ai2-e?) Vayre) (y-e) |
BEYZE) s x(o) (ellers TRZELLNT x(@)) . (74)

e

2|¥]s s,
[y v 2|y|

Et tosidig konfidensintervall for yz (fra (42)):

N~ 2]Y]s 2|¥]s

v € Gax (0,77 - —m—L x(®), min (1,7 + 5=—L =By (75)

Fra (43) har vi et ensidig intervall for Yzz

gy N 20vls :
Y© € <max 0,y" - —“7;rl'x(a)), 1> . (76%
N 2lyls

Som nevnt i II 4 vil vy ——7Fw—-x(a) vare den maksimale c¢ slik at ,

hypotesen: Y < ¢ blir forkastet. Intervallet (76) gler derfor noe mer

enn resultatet av testen (74) om hvor sterk graden av avhengighet er.
Ved beregning av testobservatoren i (74) er det vel enklest & bruke

formel (69) for Si. I [8] blir det vist at

02 <£(—L-1—-)- . an
y = 1-T
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"2
Ved & bruke estimatoren 2(1—P ) for ¢vre grense i (77), istedenfor Ss
t

i (74) far man en enkel utregning for testobservatoren. Til gjengjeld
vil testen bli mer konservativ, dvs. det asymptotiske nivad vil bli < a.
Ved & bruke 2S%E%El istedenfor Si i (75) og (76) vil tilsvarende den
asymptotiske konfidensgrad bli > 1-a. .

Goodman & Kruskal, [8], behandler nzrmere bruken av (77) til kon-
struksjon av konfidensintervall for Y. (Legg merke til at ved & ta utgangs-
punkt i (71) kan vi konstruere et annet intervall for Yz. Hvis grensene i (71)
har forskjellig fortegn vil dette intervallet bli st@rre enn (75)).

ITI. 3, (vit) Konfidensintervalle} for T, 99 T,

K-estimatorene Sg og Si for de asymptotiske variansene Oi og Oi
til henholdsvis /BTb og /RTC er gitt i nedenstdende resultat.
LEMMA 8. v
2 1 2.2 2,.2 3
SC = ———— {4P°P5(P +P_  -2P )+(P -P.)°(P° I q +
b (P P )3 y z  ss “dd sd s d z ;g 1
z'y , :
) Vo4 vV W
+ P° I q7.+2P Pz I I q;:4; 4 L) o+
y j=1 +J y i=1 j=1 J . 'J (78)
v oW n A
+ 4P P (P-P)(P I ZIq..q. (a,.-B..) +
yz s d Z i j=1 i3, 1] 1]
vV oW n A 2 2}
+P I Xq..q .(0,.-B..)) = (P -P ) (P +P )"’,
Y i=1 j=1 13%.31° 13 1] s 'd y z
hvor
oo = T T Qerer * % T Qires
1] i'>1i §'>j 1] i'<i j'<j J
B..= I T qiyer * I T Quyer s
1] i1 j'<j 1] i'<i j'>j 1]
s? = -‘-’-’-‘f-— {p_+p -2P -(P -P )%} (79)
c (m—1)2 ss dd “sd Vs d° '

Konfidensintervaller med asymptotisk konfidensgrad lik 1-a er dermed gitt ved:
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T € {(max (--1,1'b - 7% x(%)), min (1,Tb + 7% x(%))>‘ (80)
2 Sc ol - S a
T, € {max (-1,T_ - 7% x(3), min (1,T_ + o= x(3))). (81)

Kruskal, [11], nevner et fjerde mil ps,for avhengighet i denne situa-
sjonen. Det har imidlertid den uheldige egenskap at eksakt uavhengighet
mellom A og B ikke ngdvendigvis medf¢rer at Py = 0. Ved en forandring
av definisjonen av mdlet f&r det, imidlertid denne egenskapen. Vi skal
ikke beskrive 8ette ?alet, men det er klart at ved & anvende teorem 1

far vi at VF‘——€§-—ﬁ~ vil vere asymptotlsk N(0,1), hvis betingelsen
(46b) er oppfylt? ((46a) holder). Her er ps K-estimator for Py 08 Sg

K-estimator for den asymptotiske varians til /“p

Ingen av de foreslatte md8l i den ordnete situasjonen er invariante
under permutasjon av rader eller kolonner (av celle-sannsynligheter) i
tabellen, naturlig nok. I den neste situasjonen vi skal betrakte vil

mdlene vare invariante under slike permutasjoner.

III.4. Uordnet symmetrisk situasjon.

To avhengighetsmdl, X og n, foresldtt av Goodman & Kruskal, [6] og [7],
vil bli behandlet. Dessuten vil vi liste opp noen tradisjonelle avhengig-
hetsmal, som imidlertid, ikke kan gis noen operasjomell tolkning. Til slutt

i dette kapltlet angis konfidensintervaller for stgrrelsene ma? Ip -p P Jl

.

og max [E~l -p

i,] 1. *J

ITI. 4. (7) En symmetrisk prediksjonsmodell.

Mdlene A og n vil vare enkle funksjoner av feilsannsynligheter innen en
viss prediksjonsmodell, som vil bli beskrevet. For at prediksjonsmodellen sjon
skal ha mening, vil det antas at celle-sannsynlighetene pijer kjente ved konstruk-
av mdlene X og mNn. De to milene er samme funksjon av sannsynligheter for
feilprediksjoner, basert pd to forskjellige prediksjonsmetoder. Den symmetriske

prediksjonsmodell milene er konstruert ut fra er fg¢lgende (se [6], s. 743):

I et gitt forsgk skal med sannsynlighet 0.5 B's kjemnetegn predikeres,
og med sannsynlighet 0.5 A's kjennetegn predikeres. (Dvs. enten A eller B's
kjennetegn skal forutsies, hver faktor med sannsynlighet lik 0.5 for 4 bli
trukket ut til prediksjon). Dersom B blir trukket ut, skal prediksjonen foretas
pd grunnlag av
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(1)  Ingen informasjon, og

(2) Gitt kjenmnetegn til A.

Tilsvarende dersom A skal predikeres.

IIT. 4. (i1) Mdlene ) og n basert pd henmholdsvis optimal og proporsjonal

prediksjon.
Goodman & Kruskal foresldr to alternative prediksjonsmetoder.
a) Optimal prediksjon.

Dersom B blir trukket ut: Predikerer i tilfelle (1) den Bj med
P ; = max p v og 1 tilfelle (2) gitt Ai: Predikerer den Bj med

pij = max pij' . Tilsvarende dersom A blir trukket ut. La nd

Q1 = P(Riktig optimal prediksjon i tilfelle (1))
og Q, = P(Riktig optimal prediksjon i tilfelle (2)).

b) Proporsjonal prediksjon.

Dersom B blir trukket ut. Predikerer i tilfelle (1) Bj med sannsynlighet
p.j, for j=1,...,w, og i tilfelle (2) gitt Ai: Predikerer Bj med sannsynlig-
het pij/pi. for j=l1,...,w. Tilsvarende hvis A blir trukket ut til predik-
sjon. La
"1
P

= P (Riktig proporsjonal prediksjon i tilfelle (1))
og 9 = P (Riktig proporsjonal prediksjon i tilfelle (2)).

M3lene A og n defineres nd slik:

(1-0)-(1-0Q,)  Q,~Q;

A 1'Q1 = l_Ql . (82)
(1-p,)-(1-p,) P_-P
1 2 _ "2 1

n = 1__P1 - l_Pl . (83)

Man ser at A og N begge er relativ minsking i sannsynlighet for feil-
prediksjon fra ukjent til kjent kjennetegn for den faktor som ikke predikeres.

N& er Qi ='%{P (Riktig optimal prediksjon av B's kjennetegn i '
tilfelle (1)),

+ P (Riktig optimal prediksjon @av A's kjennetegn i tilfelle (i)},

og tilsvarende for Pi. Vi finner fg¢lgende uttrykk for Qi og_Pi, A og n.

Q = ;(v.m * pm.) ) (84)
1,V '
- = ). 8
Q, z(iilpim J.?;flpnu) (85)
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hvor = ] = = = .
Pm T TEX P 5 Py T mAX By, Py, mAX Pyjr OF Py T WX Py
A% w
iilpim+.£1pm3-p. m. .
A = 23 (86)
=P _-P
.M "m,
v w .
P=3(Ipl+2 0t . (87)
i=1 ' j=1 *J
v oow .
P, = %- 51 pi.(—l v =), ~(88)
i=1 j=1 " Pj, P

Det sees lett at n kan uttrykkes pa f¢1gende form:
v
Pox (p; ;7PiLP, ) (——~ + ———O

P
n = i=1 j=1 Pi. .3 (89)

Noen egenskaper ved A:
(i) A er veldefinert,unntagen hvis en pij =1,
(ii) 0<Ax <1 .
(iii) A, B eksakt uavhengige = A =0.
(iv) A er invariant ved permutasjon av rader og kolonner (av

cellesannsynlighetene) i kontingenstabellen.

Noen egenskaper ved nf
(i) n er veldefinert, unntagen hvis en pij =1.
(ii) 0<n<1.
(iii) A, B eksakt uavhengige <> n = 0.

(iv) n er invariant ved permutasjon av rader og kolonner.

I 2x2-tilfellet er n 1lik B. Dvs. at n er lik kji-kvadratmilet
2

¢~ og Ti i 2x2-tabellen. ‘ _

Hvilket av milene som passer best i en gitt situasjon vil bero pa
hvilken prediksjonsmetode som er den relevante 1 denne situasjonen.
Vanligvis er det vel mest interessant & forutsi den mest sannsynlige Y
elle;‘z—verdi, dvs. at\optimal prediksjon er den mest relevante som regel.
Man bgr imidlertid merke seg at A er et noe ''grovere" mdl enn n. Med det
menes at dersom avhengigheten mellom A og B forandres lite, vil ikke n¢d-

vendigvis A avslgre det. En ulempe ved A er ogsd at A = 0 ikke ng¢dvendigvis
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medfgrer eksakt uavhengighet. Spesielt ved valg av n.u. hypotese er dette

en uheldig egenskap. Det ser derfor ut til at N er & foretrekke som basis

for en n.u. hypotese.

III. 4. (2i7) Intervallestimering av A og n.

Siden pij > 0, pr. antagelse, vil A og n vare veldéfinerte. Det sees
lett at A ikke harkontinuerlige partielle deriverte m.h.p. pij-ene. Derimot
har A selvfglgelig kontinuerlige partielle betraktet som funksjon av
P;» P i’ Pono8 P for i=1,...,v og j=l,ﬂ..,w. Dette kan utnyttes pd til-
svarende mate. Goodman & Kruskal, [8], viser fg¢lgende resultat:

LEMMA 9. v w v w
L q. +Z q -q =-q : X, +ZX .- X X
A i1 Ym -1 .M “m. o1 im oy m) o .em o
La A = = i =2 y
2_q.m-qm. 2n-X.m—Xm.
fwor Uim T P 93500 Gy TPH Gpey o G TG G, T IR G
Xim = ng; . XmJ = nqu, X.m =nq ., Xm. = nq_. Da vil dersom pmj’pim’p
og p . er entydlg definert og A € {0,1>:
B0 By, 50)
k .
Her er estimatoren Si for den asymptotiske varians til /o gitt ved:
2 - -—w-—-{(z ~U,) (2-Up) (U * +4-2d y=2(2-U.)2(1-2%q, )-2(2-U.)*(1-q )}
A z * 0 im b *x
(2-u )
hvor
UO = q.m + qml
v W
U.= Zq._ + I
z je1 im j=1qm3
* ey v - -
Zqim = ? ?qij over alle (i,j) slik at qij =9, qmj

+Zq.+q*m+qm*.

il q betegner summen over q for de verdier av i slik at 9n €T i samme
. sl a . er 1 samme rad
kolonne som q . Z qm er summen over de qu slik at qu

J
somq . q, er den %o med q; =9, ©°8 9, er den qmj med CULL

(91)
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Ved & anvende teorem 1 vil et tilsvarende resultat holde for K-estima-

toren n for n.

LEMMA 10.
~ v w N v oow
Pl =‘%( ) qi + q2.) og P2 = % D) qi.(~—— + —l—)
i=1 =1 *J i=1 j=1 4 4 .j
P_-P
n = 2 Al .
l—P1
Da vil ~ -
- D
@.ﬁ.;l.nl—» N(O,l) ‘ (92)
n
hvor
vV oW
2 1 1 1 3
S, =——>—{ % Iq..[2q..(—— +—)(1-P,) -
BERICE SAEE R R S
- 3..(1-B.) - 2(q. +q .)(1-P.)1% - 4B, -2p +P P 1%}. (93)
i3 1,749,377 27F 17172
w qg v q2.
Hey ex Y.. = L =&+ 3 =L,
1] 2 2
s=1 95 r=1 q ;

Tosidige konfidensintervaller for A og n er gitt ved:

. s s

)€ (max (0,A - 7% x(%)), min (1,A + 7% x(%))) : (94)
~ Sn o o Sn O,

n e (max (0,n - VHX(-E))’ min (1,n + 7;"-'('2")»‘ (95)

Ensidige konfidensintervaller:

S

X € {max (O,X - 7%:{(&)), 1. (96)
. S
n € {max (0,n - VL-lx(oc)), 1. (97)

ITI. 4. (7iv) Valg av n.u. hypotese basert pd n.
Hypotesene som betraktes er
A< g (98)

n<e ‘ (99)

Fra lemma 9 og lemma 10 fglger:
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*
Forkast H., hvis: /E~———~l- > x(a) .
1 SA
(n cs)
Forkast Hz hvis: Vo =——— 2 > x(a).
n

La oss anta at vi har valgt n som mil for grad av avhengighet. Vi ¢nsker
4 bestemme c, i (99) slik at H2 blir en n.u. hypotese. Vi ¢nsker dessuten
at c, er uavhengig av dimensjonen vXw i tabellen. La oss derfor velge ¢

2
i 2%X2-tabellen. Da er som f¢r nevnt n = Ti . Et n.u. kriterium basert pa

Ty e gitt ved:

-§d<T1 <8, ' (100)

Herav bestemmes c2 = 62.

For valg av § kommer vi opp i tilsvarende problemer som i III.3 (vi),

men som for € i (72), synes det naturlig & velge en verdi av § i st¢rrelsesorden
0.01 til 0.10. '

IIT. 4. (v) Tradisjonelle avhengighetsmdl.

De vanligste tradisjonelle mdl for grad av avhengighet er basert pa

det allerede nevnte kji~kvadrat-malet:

2 2
v B . ."P. R ..
RIS i PN LA S
i=1 71 Pi.P.j i=1 j=1Pi.P.;

(ogsd kalt "mean square contingency'" i litteraturen).

Tre variasjoner av dette milet er nevnt i [6], s. 739, 740.

2
b) K= 5 (foresldtt av K. Pearson).
1+¢
c) T = (foresldtt av Tschuprow).
v-1) (w-
d) C-= ¢2/min (v=1,w-1) (foresldtt av Cramér).

Man ser at K, ¥, C € [0,1] og at: A og B eksakt uavhengige = ¢2 =K=T=C¢C=0,
Det er vanskelig & gi en sannsynlighetsteoretisk tolkning av disse mdlene.
M&l basert pad ¢2 er m.a.o. ikke s@rlig meningsfylte. Goodman & Kruskgl, (6],
glr en mer utfyllende diskusjon om slike mdl uten tolkning. Ved a4 anvende
(42) pd ¢ , kan vi angi konfidensintervalller for alle mdlene i a)-d). La nd
ap VW (557 q ) x2,

v
¢ = L I =31 I i—-%}— -1, (101)
i=1 j=1 qi.q.j i=1 j=1 .3
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og la videre 0; vere den asymptotiske varians til /E¢2. S; er K-estimatoren
2
for o.
¢
Da gjelder:
LEMMA 11,
2 v w ~ A ~ 2 { v w A ~ ~ )}2 )
S, =% L&«(2..~u.-B.)" " -{Z I q..(20..-1.-B. (102
¢ im1 j=q’J i3 "1 7] =1 j=1 213 LTS
hvor
o} = ..7q. .
1] q; q . (qu ql.q.J)
" w (q..-q, q .)
0. = 1 v iy i.7.]
1 2 o1 q .
qi. J o]
N o v(e,.mq, q )
og B.=;Zlil"3
] q . i=1 9,
«J
Et konfidensintervall for ¢2 er nd gitt ved:
S S,
2 ~2 [0} ~2 a
¢° € (max (0,¢ -7§X(§>)’ o) +7%x('2")> (103)

S S
° _ ~2 72 a _ N2 72 1 . .
la na Ll max (0,9 = x(2)) og L2 = ¢ + = x(z). Konfidensintervaller
for madlene K, T, C er dermed f¢lgende:
1 1

L - L -
1,2 2 12
K € <{T:II} , {1+L2} >

. 1 1
L = L =
1 2 . 2 2
T € <{ IS }2, min(1,{ ST )) (104)

L L,

min (v-1, w-1)’ min (1, min (v-1,w-

ce { A
Tilslutt vil vi nevne et mdl foreslatt av J. F. Steffensen 1 1933

(nevnt i [7], s. 140).

v ow  (peimp. p )2
2 Pii7Pi.P.;

o= ¥ Iop.. - -
i=1 j=1 1 ¢y (=p; Jp (-p o)

Noen egenskaper:

. 2 ‘
(a): wz = 0 e A og B er eksakt uavhengige og (b): 0 <y~ < 1.

wz er et veiet gjennomsnitt (med p;; som vekter) av alle 2x2 'mean square
contingencies'", dannet fra hver av de vw cellene og deres komplement.

. . . . ~2 .
wz har opplagt kontinuerlige partielle deriverte. La Y~ vare K-estimatoren for

wzs @2 = wz

. D 1
p=q a vil
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/H-£Y§1231 8 neo,1) .
w2
Herav kan vi konstruere konfidensintervaller og teste hypoteser om wz.
For andre avhengighetsmdl henviser vi til [7].
I neste avsnitt skal vi betrakte intervall-estimering av to stg¢rrelser
som ikke er sarlig gode avhengighetsmdl, (de er alt for grove) men som er

greie & behandle, siden deres verdier er lette & tolke.

.

p..
III. 4. (vi) Konfidensintervaller for max P;;7P; P J.| og max|—il - P

i, i,j “i.

K, =max |p.. - p. p .|-
1 .. i 1. o
i,j i
K, er ikke deriverbar og vi kan derfor ikke anvende teorem 1 til & konsti-

tuere konfidensintervall for 3K Betrakt isteden

D(p) =

<

. 2
L (Pi'_Pi.P.j) .

i=1 j=1 *J

D har opplagt kontinuerlige partielle deriverte.

Vi vil anta at (46b) holder. Et konfidensintervall for D er dermed gitt ved:

L SD d A sD o
D € {max (0,D -~ == x($), D + = xG) (105)

hvor D = D(q) og Sg er K-estimatoren for den asymptotiske varians til
YoD, gitt nedenfor.

LEMMA 12.
2 M s A2
So=4{ % Iq..(q..-q. q .~E.-Vv.)" -
D iml jml 1] 713 *i.%3 "1 ]
v W A ]2 )
-2 Zq,.(q..=q. q .=£.=V.) (106
jul jmp A3 CRLTTL
hvor X w
8= T a,0e5,79 ) for i=l,...,v
k=1 .
~ v
°g i T rilqr.(qrj-qr.q.j) for 3=lyee.,u.

» -
Konfidensintervallet (105) for D kan nd anvendes til & konstruere et

intervall for Ky La C1 = Cl(q) og C2 = Cz(q) vare henholdsvis nedre og

¢vre grense i (105). Da vil fglgende resultat holde.



_44_

LEMMA 13.
= _ . 1 1 )
a) vV=wz=2 gir: c1<D<c2=>—2-/c_1‘<»<1<~2—/'é"2
b) v =2,w>2 (eller w=2, v>2) gir: C, <D <C =-{~l < K <-¢-2
’ J gere Y 27w T M1t Y2

c) v>2,w>2girs C,<D<C =-¥—l <Kk, <vVC, .
1 2 W .

Konfidensintervaller for Ky i de tre forskjellige situasjonene i lemma 13

er dermed lik (siden k, € [0,1]):

1

a) v=w=2

1 1
N S ) PN S 5
ki, € <{max (O,Ki - Z%H x@%))}z, min (1,{K§ + Z%g X@%)}2)> (107)

Asymptotisk konfidensgrad er lik 1l-a.

~2 ) 2
hvor Ky = (47795579 ,9y)

b) wv=2, w>2, eller v>2, w=2

1 1
~ s = R =
<, € {max (0,22 - =B x}?, min (1,30 + 9= xPI*). (108)

Asymptotisk konfidensgrad er > l-a.

c) v>2, w2

1 1 :
~ S -— . S —
D D Oyy2 . 2 D _ 0.2
K, € {{max 0,5 - o7 XCE)} , min (1,{D + —= X(z)} % (109)
Asymptotisk konfidensgrad er > l-a. c. L
1.2

Man ser at i alle tre tilfellene sd er nedre grense lik (;;) .

¢vre grense derimot blir, hvis den er mindre enn 1, i tilfelle a) lik

1 1 1
€13 €, 3 7

(—V-i-;) ib) lik (—-ﬁ-)2 og i ¢) 1ik C

2 .
*
Ved konstruksjon av konfidensintervall for )
P,
K, = maxl-——l -p .|
. . .
i,j “i.

Vi er ikke istand til 3 konstruere

1

. . N Qs .

intervall for K, basert direkte pa Ky = maﬁ |a+¢ -q jl’ pa grunnlag av
1, 1. . .

teorien utviklet i kapittel II. Derfor vil vi f¢rst konstruere et asymp-

st¢ter vi pd samme problem som ved K

totisk (1-a)-konfidensintervall for

*)

K, er et mil som egentlig passer best i en asymmetrisk situasjon
(med B som den primere faktoren).



vV w Pi' 2
E(p) = L I (==-p.)
i=1 j=1 Pi, -]

Dette intervallet er gitt ved (se II.4, (42))
4 SE [} N SE [}
E € {max (0,E - 7;)(-(‘2')), E + VI?X'(-E» ; (110)

hvor E = E(q) og Sé er K-estimatoren for den asymptotigke varians til

A
VOE gitt i neste lemma.

LEMMA 14,
VoW L9 9. A A
s2=4{f Iq.Stedl_F -F)%-
E S | 2 i j
i=1l j=1 q.
1‘
v w q..7q9. q . ~ ~
~lL Igq. (el o -F)1%) (111)
. . 1] 2 1 ]
i=1 j=1 q.
1.
hvor X v
B, = a7 L (q579; 9,095, for i=1,...,v
k=1
og
~ vq.q q.
F. = 2 ——I;J-——E—.-——‘-l fOI’ jzl,...,w‘
J r=1 9.

La nedre og ¢vre grense i (110) betegnes med K1 = Kl(q) og K, = Kz(q).

2
LEMMA 16.
1) ) K2
w=2 giy: K1 < E< K2 »’l/-v-v; < Ky <-/-5
K

e 1’_&
2) w2gir:: K1 < EX< K2 adl < K, < /E; .

Konfidensintervaller for K, med asymptotiske konfidensgrader > l-o i

de to tilfellene blir dermed (siden KZ’E lo,1.).

—

-]-'-)——Y-?—%- A S -!'. A S —
¢, € {max (0,5 - —E=x @))%, min (1,13 + gz @1H) A12)

1
LA S -y
, min (L{E + Bx > (13)

A

1
Ky € {{ max (0,%; = ;;%-x (%-))}2
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K, er vel et mer anskuelig- gj¢rende mdl enn Kk, (bl.a. fordi man vanligvis

1
tabellerer qij/qi og betrakter differensen qij/qi -q 3 ved vurdering av

avhengighet i tabellen).

La oss nd betrakte situasjonen hvor en faktor er av primer interesse.

II1.5. Uordnet asymmetrisk situasgjon.

III.5. (Z) En asymmetrisk prediksjonsmodell.

La oss anta at faktoren B er av primzr interesse. To mil, Xb og nb,
foreslatt av Goodman & Kruskal, [6], skal betraktes. Milene Xb og nb svarer
til A og n i III.4, med den forskjell at de er konstruert ut fra en
asymmetrisk prediksjonsmodell. For at prediksjonsmodellen skal ha mening,
vil det, som i III.4 (i) antas at pij—ene er kjente ved konstruksjon av
mélene Xb og Ny - Den asymmetriske modellen, gitt i [6], s. 741,
er f¢lgende:

I et gitt forsgk skal B's kjemnetegn predikeres, gitt

1) Ingen informasjon, og
2) Gitt A's kjennetegn.

Siden B er av primer interesse er de relevante avhengighetstrekk essensielt
av typen: "Forskjellen'" mellom riktig B-prediksjon gitt A og riktig B-
prediksjon gitt ingen informasjon. Altsd er den asymmetriske prediksjons—

modell beskrevet ovenfor en relevant modell & konstruere mdlene ut fra.

ITI.5. (27) Mdlene Ab og Ny basert pd henholdsvis optimal og proporsgjonal

prediksjon.

Optimal og proporsjonal prediksjon for B er helt analogt med defini-
sjonene a) og b) i IITI.4 (ii). Dvs.
a) Optimalprediksjon betyr at man predikerer det mest sannsynlige

kjennetegn til B i tilfellene (1) ingen informasjon og (2) gitt Ai'

b) Proporsjonal prediksjon betyr at man i tilfellet (1) predikerer Bj
med sannsynlighet p j for j=1,...,w, og i tilfelle (2) gitt Ai predikeres Bj

med sannsynlighet pij/pi for j=1l,...,w.

Definisjonen av A, og nb er helt tilsvarende med definisjonene (82) og

b
(83) av madlene ) og M.
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La Q? = P (Riktig optimal prediksjon av B i tilfelle (i))for i=1,2,
’og P? = P (Riktig proporsjonal prediksjon av B i tilfelle (i)) for i=1,2.
Da er:
b b b b
(1-Q))-(1-Q,) Q.-Q
Np— 2. .21 114
b= = = = (114)
1-Q; 1-Q;
(1-p%)-(1-P%)  pP-pP
= 1 27271
l—P1 I—PI

Xb og N er relativ nedgang i sannsynligheten for feilprediksjon fra ukjent
til kjent A ved henholdsvis optimal og proporsjonal prediksjon. Malene

kan uttrykkes pd f¢lgende form:

v
iilpimfp.m
oI 2
vV W W v w(p,.7p. P :)
T pi./p. -3 p? R i ek TS
i=1 j=1 23 1 4o i=1 j=1 Pi,
n . (117)
b Vo, v,
1- 2 p~. 1- X p~.
j=1 * j=1 *J
Noen egenskaper ved Ab:
(i) Xb er ubestemt hvis og bare hvis en p j=1.
ii < <1,
(ii) 0 < Ab <1
(iii) A,B eksakt uavhengige = Ab = 0.
(iv) Ab er invariant under permutasjon av rader og kolonner.
Egenskapene (i), (ii) og (iv) holder ogsd for Ny» dessuten gjelder:
(iii)': A,B eksakt uavhengige «= ny = 0.
Dersom A er den primere faktoren vil vi f& helt tilsvarende mdl:
w .
.Elpmj_pm.
P . (118)
a 1-p
m.
v w v »
I I p?./p ) p?
j=1 =1 23 " J jap ¢
n = . (119)
a Vo,
=29,
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Ved vurdering av hvilket mal Xb eller n, (eventuelt Aa eller na) som

b
er mest anvendelig i en gitt situasjon, vil de samme argumenter gjelde som
ved vurderingen av A og n i III.4 (ii). Vi foretrekker altsd n, som basis

b
for en n.u. hypotese.

ITI.5, (Zi7) Intervallestimering av lb og N Valg av n.u. hypotese

b
basert pd Ny
Siden alle cellesannsynlighetene antas positive, vil Ab og nb vaere
veldefinerte. Som for A ser man at kb ikke har kontinuerlige partielle
deriverte m.h.p. pij-ene. Imidlertid has fra [8] fg¢lgende resultat

(for definisjoner henvises til lemma 9).

LEMMA 16.

La A == ==l

Da vil dersom, pim og p _ er entydig definert og A, € {0,1):

(X -))
/a bsb 2 %o,1) (120)
b )
v v ) .
hvor 2 (l—izlqim)(.ilqim*'q.m‘zZ qim)
Sb = 1 3 =
(1-q.m)
v v .
(n- X X.m)( z X.m+X m'ZZ Xim)
_ =1’ i=1; i . (121)
(n-X m)
Ved & anvende teorem 1 fir vi et tilsvarende resultat for estimatoren
nb for Ny
LEMMA 17. ] . ., ﬁb_ﬁb
La -z zaqlley, 09 = rq, n -
i=1 j=1 Y3 j=1 *J 1-P;
Da wil .
(n,-n.)
5 20 2 oo, (122)
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2 ~b
SL = {1 q [2——-1(1 -p? 1) -2q 5(1-Py) -
b - Pb)4 q; 2
_~ . 5biq2 _ 1ab_,5b . ababs2
p, (1 Pl)] [P2 2P1+P1P2] J (123)

~ 2
Her er pi = Z.(qij/qi.) .

(NB! Goodman & Kruskal, [8] s. 354, har fatt et annet resultat for Séb’ noe
som md komme av at en faktor er uteglemt ved derivasjonen).
Lemma 16 og 17 gir oss nd fglgende konfidensintervaller
< Sb a | N Sb a
- X (= i el
A, € {max (0,h = -2 X(3)), min (LA, + -2 x(3))). (124)
Ob o o
A, € <max (0, n - 7%(3)), min (1, n 7-,-x<-2-))). (125)
Tester for hypotesene
* .
Hy ¢ Ab < ey (126)
B in <c | (127)
4Ny S, -
er gitt ved: R
(A, -¢.)
Forkast H* hvis: /H-—%E—;i— > x(a).
3 Sb
(n,-¢,)
Forkast HZ hvis: vn b _4& > x(a).
S
0b
Valg av <, slik at (127) er en n.u. hypotese f¢1ger fra n.u. kriteriet
(100) siden nb = T% i 2X2-tabellen, dvs. c4 = = 6

III.6. Pdlitelighets—situasjonen.

III.6. (Z) Det uordnete symmetrigke tilfelle.

Situasjonen er beskrevet i III.2 (se ogsd [6], s. 756). Det spesielle
i dette tilfellet er at A, = B, for i=1,...,v. I denne situasjonen er man
ofte interessert i graden av enighet mellom to metoder som A og B vanligvis
refererer seg til, For situasjonen hvor kjennetegneﬂe ikke innehar en
relevant ordning, konstruerer Goodman & Kruskal, [6], et mdl ut fra den
symmetriske predlkSJonsmodell gitt i III.4 (i). Prediksjonsmetoden e€r som
folger:
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I ti . - .
tilfelle (1) predikeres den Bi med pi.+p ; pM.+p'Mfm§X (Pi:+P 2D

1' . .1

.

Tilsvarende dersom A blir trukket.
I tilfelle (2) gitt Ai predikeres Bi' Tilsvarende dersom A predikeres.
La Ai = P (Riktig prediksjon i tilfelle (i)) for i=1,2.

Malet som foreslds er definert helt analogt med K,n,kb 0g My :

) (1*A1)'(1-A2) A2—A1

A - . ' (128)
r 1-A l-A1 fray
1
Man finner at:
=L
A= 5(ey *P )
v
A= I p..
2 i=1 }1
slik at: v 1
2 Pii” 2B P ) |
AL = L . (129)

1
1= S(py_+P y)
Noen egenskaper:

i) -1 <A <1,
- "y =

ii) Ar antar ingen spesiell verdi ndr A og B er eksakt
uavhengige, men som Goodman & Kruskal argumenterer, s vil et midl som
Ar bare bli brukt ndr det er kjent at det er sammenheng mellom metodene
A og B, slik at denne ug¢nskede egenskapen ikke er s& viktig. I [8] blir

det vist at, hvis Xr er veldefinert, Ar £ 1 og By tPy ©f entydig, sa vil

Xr_A D R
Vo S L 5 N(0,1) ‘ (130)

vy

v 1
R Tl A AR
hvor A= 3 Q. *q ,, = max (q; *q ;)

1 . L]
- — . 1
1= =(ay *q 3

2 1 -2 v v 1

og s_ = [1- E(qM.+q.M)] {(l—iilqii)[izlqii+z(qM'+q'M)X
s 3,1 N
(l'iflqn‘(qm.*au” ) qm('z"'fiilqii‘ﬁqM.*“q;M)]} (131?

Qpy er den 9, hvor qi-+q.i = qM +q g

(130) kan utnyttes til & teste hypoteser og konstruere konfidensinterya}ler

for X .
T
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IIT.6. (721) Det ordnete tilfelle.

I denne situasjonen har det vart vanlig & bruke mdl av typen M = z pij
v .
. -il<
for en valgt k. F.eks. er v0(=,21pii) sannsynligheten for at Il Jl—k
1=
metodene "er enige" (dvs. gir samme resultat).
I dette tilfellet kan vi bruke eksakt fordelingsteori ved testing og
v
estimering. La = L, X.., spesielt sd er X, = L X... Da ser man
BT g aCis P i

0 1=] 11
umiddelbart at Xk er binomisk (wk,n) dvs. at ’
n,.x n-
P(Xk=x) = (X)Wk(l—ﬂk) X , for x=0,1,..,n.

Det fe¢lger da enkelt hvordan testing og estimering av T kan foretas ved
optimale metoder.

Teorem 1 reduseres i dette tilfellet til det vanlige sentralgrense-

teorem for uavhengige identisk fordelte variable (Se setn. C i appendiks B).

III.7. Blandet situasjon.

Et tilfelle som ikke er behandlet i noen av de artiklene som det refereres
til, er den situasjonen hvor vi har nominalnivd for den ene av de
variable (Y,Z) og ordinalnivd for den andre. Her vil vi
nd diskutere denne situasjonen, og fremme enkelte forslag p& avhengighetsmal.
La oss for enkelthets skyld anta at Y har ordinalnivd.Hva slags mdl man b¢r
velge vil bero pa hvilke trekk ved avhengighet man primert er interessert i.

Det synes naturlig & skille mellom f¢lgende tre situasjoner.

a) Asymmetrisk situasjon. B er av prim®r interesse.
b) Asymmetrisk situasjon. A er av primer interesse.

c¢) Symmetrisk situasjon.

a) B har primer interesse.

Siden det ikke foreligger noen interessant ordning mellom kjennetegnene
til B, synes det rimelig at en asymmetrisk prediksjonsmodell som i III.5 (i)'
er relevant her. Fe¢lgelig be¢r mialet vare konstruert ut fra denne modellen.
Ab og n, er derfor passende mil. ~ ’

b) A har primer interesse.

Siden kjennetegnene for den primere faktor innehar en relevant ordning vil det
vere rimelig 8 kreve at milet iallfall ikke er invariant under permutasjon av
rader i kontingenstabellen. Dermed er alle mil i den uordnete situa-

sjonen ute av betraktning.
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Et passende mdl synes da & vare et som er konstruert for den ordnete
situasjonen, dvs. Y , siden vi fant at dette er det naturligste av de tre

som ble vurdert 1 III.3.

e) Symmetrisk situasjon.

Denne situasjonen opptrer som f¢r nevnt ndr det er ingen grunn til 5‘
gi den ene faktor prioritet framfor den andre. Intuitivt synes det rimelig
at et avhengighetsmdl i en slik situasjon er en funksjon av to mal Dl’ D2,
hvor D1 er et mal i den ordnete situasjonen (-1 < D, < 1), og D2 et mal
konstruert for den uordnete 31tuaSJonen (0<D <1)

En slik funksjon h(Dl,D ) burde da 1deallst1sk sett ha fg¢lgende egenskaper:

1) Invariant under permutasjon av kolonner.

2) 1Ikke invariant under permutasjon av rader.

Dette synes imidlertid & vare en altfor ambisigs forutsetning. En mer upresis

betingelse er:

h bg¢r utnytte informasjonen fra D, og D, i "like stor grad".

1 2

Dessuten kan det vare ¢nskelig at

h(Dl,Dz) = 0 <= D, = Dz =0 . (132)

Eksempler pd slike mdl er:
i) h(Dl’Dz) = a(|D1|+D2)

ii) h(Dl’Dz) = b(Df+D ; a og b er konstanter.

2)
M&8lene i) og ii) vil vare ikke-negative. Dersom man synes at betingelsen
(132) er uvesentlig, kan andre mdl av formen c(D1+D2) og d(Dl-Dz) komme pa

tale, hvor c, d er konstanter.

Tilslutt skal vi spesielt betrakte 2x2-tilfellet.

III.8., 2x2-tabellen.
III.8. (2) Utledning av et avhengighetsmal.

2x2-kontingenstabellen kan settes opp slik:

B B
A P11 Pip (133)
A Pn Poo
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A og B er de to egenskapene vi skal mile avhengigheten mellom. A og B er

deres negasjoner (komplementer). Cellesannsynlighetene kan uttrykkes pa

felgende form:

LEMMA 18.
Pyp = Py,Pp * (A~1)py,py
Pip =Py ,P o~ (&=1Dpy,py,
Py; = Py P~ (A-Dpyopy,
Pyy = Py P o * (&=L)py,py,
P11Py)
hvor A = —=—=  er kryssprodukt-forholdet.
PPy

Den eksakte uavhengighetshypotesen kan formuleres slik

H : (=4=1) . (134)

P11P22 T P12Py
Det er visse rimelige forutsetninger et avhengighetsmidl for (A,B) ber
tilfredsstille i en 2x2-tabell (se [2] og [14], s.4). I de fleste til-
feller vil fglgende tre krav vare rimelige:

1) Malet md vare en funksjon av den betingede sannsynlighet for B gitt A,
plll[p11+Plﬂ , og den betingede sannsynlighet for B gitt A, p21/ &21+P2g
eller alternativt av den betingede sannsynlighet for A gitt B, pll/[p11+p24
og den betingede sannsynlighet for A gitt B, plz/(p12+p2J

2) De alternative m3l i 1) skal vare like.

3) Milet b¢r forandre seg monotont for et gitt sett av marginaler P,

°g P 1» ndr avhengigheten blir sterkere.

Kravene 1), 2) og 3) leder til at avhengighetsmilet ma vare en en—entydig
funksjon H av kryssproduktforholdet A. (iflg. Edwards, [2].)
H(A) vil vare invariant under multiplikasjon av rader og/eller kolonner,

dvs. H(A) gir samme verdi til tabellen (133) og tabellen:

B B
A r,c.p r.c,p ’
1°1P11 1°2P12 (135)
A | Ty¢1Py T)CPo)

for alle ikke-negative £15T55C13C0s slik at rlc1p11+r1c2p12+r2c1p21+r202p22=1.
Det er dermed vist at det naturlige valg av avhengighetsmdl i 2x2-tabellen

essensielt er kryssprodukt-forholdet A.
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Her vil vi nd nevne fire md1 som er en-entydige funksjoner av A.

Yules "coefficient of association':
_PuiParPioPor A1 2 (136)
1 PPyt pPy  A%1 A+l
(d1 er det ordinalinvariante mdlet Y i 2x2-tilfellet).
Yules 'coefficient of colligation'":
_ YP11Pyy T VP1oPy) /B2 (137)
2 VpyiPyy * e, VB /i1
p=1n A ‘ (138)

og selvfglgelig A selv.

Yules to mdl er strengt ¢kende ndr A gker.

La oss nd definere hva vi mener med positiv og negativ avhengighet
mellom A og B i 2X2-tabellen (133). ‘

Definisjon 10. Dersom A >1(p11p ) sier vi det er positiv avhengighet

>
22 7 P12P21
(p.a.) mellom A og B. Dersom A < 1 er A og B negativt avhengige (n.a.).

Noen egenskaper ved Yules to mdl:

(1) -1¢< d; <1, og di'> 0 hvis p.a., d, < 0 hvis n.a. for i=1,2.

(ii) di 0 <« A og B er eksakt uavhengige.
(ii1) di antar verdien -1 nar p11=0 eller‘p22=0, for i=1,2.

di antar verdien +1 nar p12=0 eller p21=0, for i=1,2,.

Dersom vi ikke er interessert i hvilken retning avhengigheten gdr, men bare

i graden av avhengighet, vil et av mdlene di, dg eller p2 vare passende.

For testing av n.u. vil det vare likegyldig hvilket vi velger, siden en
hypotese om et md8l vil vere ekvivalent med hypoteser om de andre médlene.
For testing av di 5
eksisterer en overalt sterkeste styrkerett o-nivd test for n.u. basert pa p°.

henviser vi til III.3 (vi). Senere blir det vist at det

La oss derfor vise hva n.u. hypotesen blir basert pd d=p2, og angi N-testen
for den nevnte hypotesen. Som nevnt i III.1 vil vi fra nd av anta at ingen

p.. er lik null,
1]
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IIT.8. (i2) Valg av n.u. hypotese, og dens normal-test.
N.u. hypotesen basert pad d kan formuleres slik:
B : (ln 8)% < c (139)

Som basis for valg av c benytter vi n.u. kriteriet (72), som i
2x2-tilfellet blir: '

A-1
-€ < =T < e (140)
Folgende ekvivalenser gjelder:
A-1 2 2
- 21 - - =L - < <
CimTieT el ogmiesm eyt
2 2 1-€ 1+
—_— < L. —< A< =
= TR C b+lc e © T+e = A< 1-e °
Dvs. at A og B er n.u. hvis og bare hvis
1-¢ 1+€
—— < &
e SA< T - (141)

Det er klart at A og A~1 svarer til samme grad av avhengighet, i motsatte
1-€ 1+€] }_‘_’E _l-t@_]
T+e’ 1-¢ 1+e’ 1-¢°°
slik at (141) er et rimelig n.u. kriterium. Videre er (141) ekvivalent med:

retninger. Vi ser at A € [ hvis og bare hvis ALl

1-¢ l+e l+e l+e
[ e - e < < —
In e S In A< In s In = _'ln A< 1In 1=

= (n 1% < (0 $H%

Herav bestemmes ¢ = (ln %;%)2, og n.u. hypotesen (139) blir dermed 1lik:
B (o 0% < (£, (142)

hvor € er bestemt ved (72). Nedenfor gis en tabell over c-verdier for noen

valgte €-verdier.

€ 0.01 0.05 0.10

c 0.0004 | 0.01 0.04
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N q,,9 X..X
i - (n L2202 0 X11x22)2 (143)
912921 12521

K-estimatoren Sg for den asymptotiske variansen til vnd er gitt i fglgende

lemma.
LEMMA 19, 210 A i=j, i=1,2.
4 =24 _| Pii
15 - Zan A i45.
P
& =0
si = 4dns? (144)
2 -1 -1 -1 -1
hvor §” = X11 + x22 + x12 + x21 . (145)

(ved bruk av (l44) antas at ingen Xij er Lik 0).

Fra lemma 19 has at N-testen for H er gitt ved:

*
Forkast H hvis

A

d=c 5 %) . (146)
s/

2

-] . . o 2
Angdende betingelse 46b) reduserer den seg til & anta A % 1 dvs. d = p° > 0.

III.8. (iiZ) En overalt sterkeste styrkerett test for n.u. .

Definisjon 11. La X vare en stokastisk variabel hvis fordeling avhenger av
en parameter ® som a priori ligger i et omrdde 2. La ¢ vere en test for
hypotesen H: 8 € W mot 8 € Q - Wy

La videre B¢ vere styrkefunksjonen til ¢. ¢ kalles en styrkerett
a-nivd test hvis

B¢(G) <a for & €Euw og B¢(9) >o for 8 €EQ - w,. (147)

0 0

Definisjon 12. La situasjonen vare som i definisjon 11, og la
Ma = {¢l¢ eren styrkerett o-nivd test for H}.

¢0 er en overalt sterkeste styrkerett (0SS) o-nivd test for H, dersom ¢0 € Ma

og B¢0(9) > B¢(6) for alle ¢ € M& og 6 €N - Wy
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Det vil nd bli utledet en 0SS-g-niva-test for H*: (1n A)2 <c

eller ekvivalent for

HY i -k <Ind <k (148)

hvor k = 1n lii .
1-¢€

La oss kalle denne testen for 60. Da vil 60 vere en 0SS-o-nivatest
for en n.u. hypotese basert p& ethvert midl som er en en-entydig funksjon
av A, og hvor n.u. pr. definisjon er gitt ved (141). Spesielt er 60 en

0SS-a-nivatest for

1

A-
H .—Efmfg.

La-X = (Xll’X12’X21’X22)' Vi vil bruke samme notasjon som 1

Sverdrup, [21].

. L : . o =p =p =p = &
La P0 vare sannsynlighetsfordelingen for X i punktet: P117P1,7P51=Pyy Z"

X har da sannsynlighetsfordeling P gitt ved:

TyXq, FToX 17P%

dP = (4p,,)"e dpy (se [21], s. 40-41) (149)
T.X, +T,X ,+0X
(betyr: P(XEA) = P(A) = /}4p22)ne .21 11dP0).
A
Her er 7. = 1In Elg og T. = 1n Ezl X, =X . +X 0og X ,=X,.+X
1 Py, B2 Py, * L 11712 & X 17*11 e

La x = (Xll’X12’x ’X22)' Fra Lehmann ([12], ch. 4.4) har vi at en 0SS-o-

nividtest 60 for H  er gitt ved:

r 7 >
1 hvis x11<Cl(x1.,x.l) eller X1, CZ(Xl.’X.l)

= 4 1 = = .
éo(x) Yi(xl.,x 1) hvis X1 Ci(xl.’x.l) for i=1,2 (150)

0 hvis Ci(xy »x 3) < xpy < Cylxy % o)
hvor Cl’ C2, Yl’ YZ er bestemt ved:
= E =a . 151
B [8o@I%) »X ;1 = B [8,(0[x) X )] =a (151)

For & bestemme Ci’ \f i=1,2, trenger vi den betingede fordeling for X gitt

marginalene. Det sees lett at:



—58—
PRy p=xq 1Xy =5 X y=yp) 08T X%,
P(X:x'xl.=x1nx.1=y1) = og X11+X21=y1 -

0 ellers

Den betingede fordeling for X,. gitt marginalene er uttrykt ved sannsynlig-

11
hetene 1 lemma 20.

LEMMA 20. ,
X X PEq
(" )C_. e
, 11 Y11 : 18
P(Xll_xlllxl.‘xlnx.l_yl) " min (X,,y,) X, Dn-x - fp(xlllxl’yl) (152)
1’71 1 1, pz
z (, ) ( -,
z=0 71

Cl,Cz,’Yl,Y2 er dermed bestemt ved fglgende to likninger:

c,-1
1 n
r f + =
X =0 k(xll’xl’yl) x EC +1fk(xllle’y1)+Y1fk(C1’X1’y1)+ysz(czlx1’yl) =0
11 117¢2
c,-1 .
Z -
=Of—k("11|"1’y1)+ A G R D e L Y AP LI G I
X1 xll—C2+1

for alle x

4 slik at 0 < Xty < n.

II1.8. (7v) Konfidensintervaller for kryssprodukt-forholdet.

Fisher, [3], foreslo en metode for & oppnad et konfidensintervall for A
som krevde lg¢sning av en kvadratisk likning. Goodman, [5], utviklet en
enklere metode til & konstruere konfidensintervall for A med asymptotisk
konfidensgrad lik l1-a. Her vil vi nd vise hvordan vi ved & anvende teorem 1
kommer fram til samme konfidensintervall for A som det Goodman angir. VA&r
metode er imidlertid enklere enn den Goodman foresldr. Ved anvendelse av

teorien i dette avsnittet antas at ingen Xij er lik null.

. x 2 2
La A =5(_‘3___f_5.2_2. ’ A.. = gA og A* = Z 2 pi.Ai--
1821 1 Pij i=1 j=1 3 1J

Da gjelder fg¢lgende resultat:
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LEMMA 21.
p p
P1oPoq P1oPyy Pi) Py
A* =0
2 A2 2
SA = nA" .S

o
wor S° er definert i lemma 19.

Fra teorem 1 og lemma 21:

>

A8 B weo,1) . (153)

>>
wn

En tilstrekkelig betingelse for at a) og b) i III.1 er tilfredsstilt i
dette tilfelle er at pij > 0 for i=1,2 og j=1,2.
Et konfidensintervall for A med tiln@zrmet konfidensgrad 1lik 1-a er

nd gitt ved:
b € fmax (0,A(1-x(5)+8)),A(1+x(5) -5 (154)

som er det samme intervall som Goodman kommer fram til([5], s. 90).

Fra teorem 1 har vi ogsa at

A- D
/E‘v/;T _IA e - N(O, 1)
AVP11*P %P5 ¥Ry,

. P /-1 -1 -1-1 . .
og siden vnS > /gr +p12+p21p22 y Vil ogsa

11

>

_AE
+S

N(O,1) . (155)

>

Felgende relasjoner holder:

A=A
A

{'X(%) © %S

< x@} =b(1-x(3S) < A < 81+x()S

- (—E— < p < b1a-x3 .9 = {4(0-x(5)8) < b < bO+x(HS)}
1+x(%)s

Her er funksjonen I definert ved:
1/x  hvis x > 0

I(x) = .
oo hvis x < 0
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Ovenstdende gir et konfidensintervall for A med asymptotisk konfidensgrad
lik 1-a,

b€ {(—E— B1a-sxEn). (156)
1+8x (%)
2
Det sees lett at L(154) < L(156), ogsd nar 1—Sx(%)> 0, hvor L(154) er
lengden til intervallet gitt ved (154) og L(156) tilsvarende.

(154) kan anvendes til & konstruere konfidensintervaller for enhver
en-entydig funksjon H(A):

B1-xGP< & < b(1+xD)s)
g

H(K-gx(%ﬁs) < H(A) < H(3+2x(%08) hvis H er strengt voksende i A.

H(3+£x(%)8) < H(A) < H(g—gx(%)s) hvis H er strengt avtagende i A.

F.eks. vil et intervall for vy = A 1 basert pd (154) vare:
B(1—xc§)5)~1 K(1+xc%)s)-1

Yy € (max (-1, - = )y = > . (157)
A(l-x(i)s)+1 A(1+x(5)3)+1

Intervallet (157) kan ogsd uttrykkes slik:

o
X11X22(1 x(-—-)S)—XIZX21 (1+x (% )S) X12X21

)
12%01 %11%22

Y € énax (-1, 11 22

11 22(1 x(= )S)+X (l+x( )S)+X12x21

I 2x2-tilfellet finner en at Si kan uttrykkes slik:

LEMMA 22.

2 4h? 2

S = — 7 nS
Y (a+1)

Konfidensintervallet (71) for Yy blir dermed i denne situasjon lik:

N a N o
N 208% (=) A 288x (%)
A-1 2 A-1 2
Y € (max (-1, T - m—, min (1, o1 + (‘£+1)2 )). (158)

Hvis S-x(%)g 1, sd er intervallgrensene i (158) lik henholdsvis

~ Asx (2 A N
A-1 2ASx§2) A-1 2ASX(2)
Z+1 (E+1)2 £+1 (2\&+1)2

La nd Ll‘vere lengden til intervallet (157) og L, lengden til intervallet (158).
Da gjelder f¢lgende resultat.
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LEMMA 23.
. o .
a) Hvis S-x(i) <1, sd er L2 < Ll.
b) Hvzs S'x(%) > 1 + max (A-I,A),s& er L2 > Ll'
c) P(L, <L;) > L. ‘ (159)

n->ee

Asymptotisk er altsd intervallet (158) bedre enn (157).

Et konfidensintervall for p=1n A, basert pd (154), er gitt ved:

p € (B+in (1-5x(3), p+ 1n (1+sx(P)> (160)
Her er 5 = 1ln 8.

Et konfidensintervall for pz er gitt ved (fra lemma 19)):

p? € {max (0,5” - 2|5|sx($), 0° + 2[o|sx(). (161)

III.8. (v) Konfidensintervaller for et alternativt avhengighetsmdl.

Det kan selvfglgelig forekomme situasjoner hvor andre mdl enn de basert

pé& A kan vare anvendelige. Her vil vi nevne ett, nemlig T, (se III.3 (iii))

b

gitt ved (57), eller B=T2 hvis vi bare er interessert i graden av avhengighet.

b
(For andre mdl,se [2] og [7]). TFor testing av n.u. basert pd B viser vi
til III.4(iv),og milet n. J2x2-tilfellet finner man at Sé (her kalt Sé) kan

uttrykkes pa fglgende form:

LEMMA 24. X

Sé - ﬁ_4"3‘2{“11"32"‘122‘%1““‘12"31’“‘1211’52'(‘1111"22“122"11"112"21"1211’12>2}'
hvor

E T 91,9.919,

8 = 41199579599
g by = a;,9 {05 9, 5(2may ma 5) - ay50a; *a 572q; q P

3 A S /. S
Konfidensintervallet for B:B € <max (0,B- -7% x(%)), min (1,B+ 7?1\ X(%)»,

hvor



max (O,Cl) < B < min (1,C2)

= - min (1,/6;) < T < min (1,/5;).

Dette gir et intervall for T, med konfidensgrad P > l-a:

b

T € {-min (1,/65), min (1,/82> . (162)

Fra III.3 (vii) har vi gitt konfidensintervall for T, med asymptotisk

b
konfidensgrad lik 1-o.. Vi finner lett at her er

bt Pij Pij

Herav fglger at intervallet (80) for Ty, kan uttrykkes slik:

S S
~ B o . A g a
T € {max (-1,T, - ———— x(%)), min (1,T,_ + ——— x(3))) (163)
» € 0 e > oafr R
. s A s
La K, =1 B x(%) og K, =7 B x(%). La videre

A 20 gt |

LT = 2/53, dvs. lengden til intervallet Qw@;, VCZ),,og tilsvarende
L§ = K2 - Kl. Fplgende lemma gir oss endel resultater om forholdet mellom
* %,
L1 og LZ'
LEMMA 265, N
L\? WtiE i
1 b b
(a) (—;) = [ + 1]
L S.x(3) S x(%)
2 B™ 2 g™ 2
* 2 _*
(b) C1 > 0"L2 <-2-L1
* ~2
b -
() 5> 1= — > === (=0.207)
L2 SBX('E)
. *
(@) lim P(1) < LD = 1.
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ITI.9. Avsluttende kommentarer om avhengighetsmdl.

Som vi har sett, vil de fleste mdl som er konstruert ut fra en gitt
modell,ha den egenskapen at de er null hvis det foreligger ingen avhengighet
relativt til de relevante avhengighetstrekk mdlet er konstruert for, selv
om andre typer av avhengighet muligens er tilstede. Dette md vi vente
siden vi skjerper "definisjonen" av avhengighet i de forskjellige situasjonmene.
Merk at for alle situasjoner, unntagen III.6, vil eksakf uavhengighet mellom
A og B medf¢re at mdlet er lik null., Tilslutt vil vi igjen som i II.2,
presisere at ved valg av avhengighetsmil for en gitt kontingenstabell, b¢r
man velge det mdl som gir best informésjon om de avhengighetstrekk som er av
interesse.

Som avslutning pad kapittel III vil vi gi tre eksempler (fra [16]).

I hvert eksempel vil de mdl som vi mener kan vare passende anvendes. Konfi-
densintervaller angis, og testing av n.u. foretas. (NB! Tallene er ikke

kontrollert, slik at det tas forbehold for riktigheten av beregningene).

ITI1.10. 3 eksempler.

For ethvert mdl d for grad av avhengighet som betraktes vil n.u. hypotesen

i eksemplene velges 1lik:
H : d < 0.0025 .
F.eks. dersom d = Yz, velges €=0.05 i n.u. kriteriet (72).

Eksempel 1. La oss f¢rst vende tilbake til eksempel 1 fra I.1l. Vi lar

faktor A vere yrke. De atte yrkesgruppene i tabellen er:

Selvstendige i jordbruk, skogbruk og fiske.
Andre selvstendige.
Ansatte i industri, bygg, anlegg og gruvedrift.

: Andre ansatte.

L
(O A S

.o

Skoleelever.

: Pensjonister.

)

¢ Husm¢dre.

B> > >

¢ Andre.

(o IR N



- 64 -

Det ble vist at med kji-kvadrat-testen vil vi pdstd avhengighet mellom yrke
og valgdeltaking (faktor B). Ved testing av n.u. vil vi komme til & aksep-
tere uavhengighet mellom faktorene for de valg av passende avhengighetsmil
som betraktes. Vanligvis vil man si at det er ingen relevant ordning mellom
yrkesgruppene Al""’AS’ slik at Y har nominalnivd. N&r det gjelder kjenne-
tegnene stemte og ikke-stemte vil det avhenge av problemstillingen om man
skal betrakte disse som ordnet eller ikke. Hvis valgdeltaking f.eks., brukes
som indikator pd interessen for valget kan det vare meningsfylt & tale om en
relevant ordning mellom kjennetegnene. Det vil da foreligge en blandet situa-
sjon. Siden B rimeligvis er den primzre faktor, vil, ut fra betraktningene
i III.7, vy (definert ved (51)) vare et anvendelig mdl i dette tilfellet.
Mdlet for grad av avhengighet blir altsd YZ, og n.u. hypotesen er:

H) :y* < 0.0025 .
Vi finner vy = 0.0146 og v = 0.0002.
Siden ?2 < 0.0025 ser vi at n.u. hypotesen aksepteres. Dvs. vi aksepterer
at faktorene er tilnarmet uavhengige. (Uttrykket: "akseptere'" betyr i denne

forbindelse: "unnlate & forkaste'.) Estimatoren for den asymptotiske variansen
til vay blir:
2
S = 5.577 .
Y
Konfidensintervallet for Yy med asymptotisk konfidenégrad 1ik 0.95 blir:
- 0.0744 <y < 0.1036.
A S 2 :
Vi ser at 2]|Y| 7% = 0.00133, slik at et 95%-intervall for Y* (75) blir:

0 < Y2 < 0.0028.

Det ensidige konfidensintervallet (76) med l1-o 1lik 0.95 far nedre grense

lik null, slik at alle utvidete hypoteser, Y2 < ¢ aksepteres ved nivad 0=0.05.
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La oss betrakte den situasjonen som oppstdr hvis vi mener at det ikke
er noenrelevant ordning mellom stemte og ikke-stemte.

Fremdeles anses B & vare den primazre faktor. I dette tilfellet has en
uordnet asymmetrisk situasjon. Malet bg¢r derfor vaere konstruert ut fra en
asymmetrisk prediksjonsmodell. Anvendelige madl er derfor Ab eller Ny
Vi finner ib = 0 s.a. alle utvidete hypoteser basert pa Ab aksepteres.
N.u. hypotesen basert pa Ny

Hy © 7, < 0.0025 .

~

Resultater: nb = (0.0072.

Estimert asymptotisk varians: Séb = 0.0525.
N-testen med n;va a=0.05: /E(ab-0.00ZS)
Forkast H, hvis > 1.645.
2 SOb

Vi finner

(ﬁb—o.0025)

-v*~7;-—-~ =1.07 .

0b

*
9"
Konfidensintervallet for Ny med «=0.05 er gitt ved

Konklusjon: Vi aksepterer H

Det ensidige intervaliet har nedre grense lik null, slik at faktisk alle

" ¢, aksepteres ved nivd lik 0.05.

utvidete hypoteser, b S

Til slutt gis konfidensintervallene for Kl = max Ipij—pi P jI og
i,] t
P.. .
K2 = max ]*il - p .0, utledet 1 III.4.

Resultater: D= T (q{j—qi q j)2 = 0.000068

3

1s]

S- = 0.000006 .
957%-intervall for k. :

0 < Ky < 0.009
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~ 82 g, 2
E= 2 3 (=l-g )7 = 0.061790

95%-intervall for K2:

0 < Ko < 0.2776 .

Det er verdt & merke seg at i dette eksempel, er ikke valg av n.u.
hypotese noe problem, fordi enhver utvidet hypotese aksepteres uansett hvilket
av mdlene Y, Ab eller nb som foretrekkes.

Eksempel 2. I dette eksemplet skal sammenhengen mellom faktorene inntekt
og valgdeltaking undersgkes. Vi lar faktor A vare (drs)-inntekt og faktor B
valgdeltaking. Antall observasjoner i undersgkelsen var n=2702.

Resultatet av unders¢kelsen, stilt opp i en toveis kontingenstabell, ble:
Tabell 3. :

Valg-

deltaking B1 B2
Inntekt stemte ikke stemte I alt
A Un&er kr. 10.000 400 84 484
A2: kr. 10.000-19.900 517 64 581
A3: kr. 20.000-29.900 785 68 853
A,: kr. 30.000-39.900 398 32 430
AS: kr. 40.000-49.900 194 9 203
A6: kr. 50.000 og over 145 6 151
I alt 2439 263 2702

Kilde: [16], tabell 11,

For hver inntektsgruppe kan vi beregne andelen som hadde stemt/ikke stemt

Det gir f¢lgende tabell:
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Tabell 4.
Inntektsgruppe Stemte ikke stemte
Al 0.83 0.17
A2 0.89 0.11
A3 0.92 0.08
A4 0.93 0.07
A5 0.96 0.04
Ag 0.96 0.04
Alle inntektsgrupper 0.90 0.10

Kilde: [16], tabell 11.

Andelen som stemte stiger med gkende inntekt. Det synes som det er en

viss grad av avhengighet tilstede. Vi skal undersgke om graden av avhengighet

i tabellen er betydelig. Dvs. om vi kan fastsld betydelig avhengighet, i den -

forstand at vi forkaster n.u. hypotesen.

Den vanlige kji-kvadrat-testen i

I.3 (ii) forkaster den eksakte uavhengighetshypotesen pd alle nivder <0.001.

Vi vil anta at det er en relevant ordning mellom B's kjennetegn.

Inntekt etablerer opplagt en ordning, slik at det foreligger en ordmet situa-

sjon (se III.3). Y2 er dermed et passende madl for grad av avhengighet,

N.u. hypotesen blir dermed 1lik H*

1
H) : % < 0.0025.
Vi finner:
¥ = - 0.3080, 3% = 0.0949.
Med 0=0.05 forkastes HT hvis
Va(v2-0.0025)
: > 1.645.

ZIYISY

2

i eksempel 1:

; S
Man far: S0 =5.329, 5 /Y4 = 0.0444 og 2|Y| -k = 0.0274.

Det gir:

2
/Eiling%QZQl - 3.37 .
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Konklusjon: Avhengighet mellom inntekt og valgdeltaking.
957%-konfidensintervaller for 7y og yz, (71) og (75):

- 0.3950 < y < - 0.2210
0.0412 < y% < 0.1486 .

Det ensidige konfidensintervallet (76) for Yz med o=0.05 blir:

Y2 > 0.0498.

Dvs. at alle hypoteser: Y2 < c; c < 0.0498 blir forkastet ved nivd 0.05 (tiln.)

Som i eksempel 1 skal vi angi 95%7-konfidensintervaller for K. og K

1 2°

Resultater:

D = 0.000529, sg = 0.000095.

Intervall for Kl: 0.0037 < Kl < 0.0212 .

E = 0.025870 , Sé = 0.1698 .

Intervall for Kyt 0.0293 < K, < 0.1439.

Eksempel 3. Sammenhengen mellom utdanning og partisympati skal undersgkes.
La faktoren A vare utdanning og B partisympati. Utgangspunktet er fra [16],
tabell 27, men vi har ikke tatt med de 26 som stemte, men ikke oppga hvilket
parti de stemte pd. Dessuten er stemmene til SF og K sldtt sammen. Resul-

tatet av undersgkelsen, uttrykt ved cellehyppighetene Xij’ ble:

Tabell 5.
Parti

SF/K | A v Sp | Kr.F. H | Ialt
Utdanning
A1: Folkeskole 35 748 72 | 152 107 101 1215
Azz Ungdoms-skole 11 322 71 | 103 71 171 749
A3: Gymnas 8 93 44 39 26 97 307
A4: Universitet & Hggskole 8 16 21 11 21 65 142
I alt 62 1179 |208 | 305 225 | 434 n=2413

!

" Kilde: [16], tabell 27.
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P4 hvert utdanningsnivd beregner vi andelen som hadde stemt pad de forskjellige

partiene. Det gir f¢lgende tabell:

Tabell 6.

Utdanningsniva SF/K A \Y Sp Kr.F. H
Folkeskole 0.03 0.62]|0.06 | 0,12} 0.09 0.08
Ungdoms-skole 0.01 0.43]0.095 0.14| 0.095| 0.23
Gymnas 0.03 0.30/0.14 | 0.13] 0.08 0.31

Universitet & He¢gskole | 0.06 | 0.11]0.15 0.08| 0.15 0.46

Alle utdanningsnivier 0.03 | 0.49]0.09 | 0.13] 0.09 0.18

Det kan ikke vare noen tvil om at det er klar sammenheng mellom utdannings-— .
niva og partisympati. Kji-kvadrat-testen forkaster den eksakte uavhengig-
hetshypotesen ved alle vanlige nivéer.

Det synes & vare flere alternative miler & tolke situasjonen pd i dette
eksemplet. Det er klart at det vanligvis er en relevant ordning mellom ut-
danningsnivdene. Dersom partisympati indikerer politisk retning pd skalaen:
ventreorientert-h¢yreorientert, er det ogsd meningsfylt & si at det er en
ordning mellom partiene i den foran nevnte betydning. I tabellene 5 og 6 er
partlene ordnet (subjektivt etter 1969 nivd) pd en Sllk skala., Aktuelle,
relevante avhengighetsmdl er ordnaluvarlante mal, og Y velges dermed som mil
for grad av avhenglghet. N.u. hypotesen er:

H) : y> < 0.0025 .

Vi finner

Y = 0.3720 , 3% = 0.1384
) - 2|¥]s
s = 1.260 , s,//7 = 0.0229 , —m— = 0.0170.

W X —0 0025)

ZIYIS

Konklusjon: Utdanning og partisympati er avhengige.

957-konfidensintervaller for Yy og YZ’ (71) og (75):

0.3271 < y < 0.4169
0.1051 < v’< 0.1717 .

Det enéidige 95%-intervallet (76) blir:
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Yz > 0.1104 .

Dvs. at alle hypoteser Y2 < ¢ hvor c¢ < 0.1104 forkastes ved niva lik 0.05.

Det er klart at ovenst8ende tolkning av situasjonen ikke n¢dvendigvis
alltid er den mest relevante. Dersom det ut fra den gitte problemstilling
er ¢gnskelig 4 betrakte partiene uten ordning, men utdanningsnivdene ordnet,
vil situasjonen vare blandet. Det synes rimelig & betrakte situasjonen
asymmetrisk med B som den primzre faktor, slik at Xb eller Ny vil vere

naturlige valg. La oss velge 7. som mal for grad av avhengighet. N.u.

b
hypotesen er:
o < 0.0025
2 . nb = . .
Resultater: nb = 0.0513 , 82b = 0.0763 .
N~testen med nivd a=0.05 for H2: Forkast Hz hvis
/r?(ﬁb—o.oozs)
S >1.645 .
~ 0b
/E(nb-o.oozs)
Vi far: S = 8.71 .
Ob

Konklusjon: Vi forkaster Hﬁ(ved nivider forsvinnende sma: < 0.00001).
Videre finner man:
kb = 0.0430 .

Estimert asymptotisk varians for /Eib: S§ = 0.4030.

Herav fds tosidige 95%-konfidensintervaller for n, °g A

b

0.0403 < ng < 0.0623
0.0177 < Xb < 0.0683 .
Ensidige 957-intervaller for n, °g Ab blir

nb > 0.0421

Ab > 0.0218 .

Dette gir at alle hypoteser, n c ; c < 0.0821 forkastes, og tilsvarende

<
b -
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vil alle hypoteser, Xb <c, c <0.0218 bli forkastet.

Vi vil som en tredje alternativ tolkning betrakte situasjonen som uordnet

og symmetrisk. Anvendelige avhengighetsmdl vil da veare A og n.

Resultater:
n = 0.0517
X = 0.0506
2
S,= 0.0742
2
sy= 0.2101 .

Ensidige 95%-konfidensintervaller for n og A er gitt ved:

n > 0.0425
A > 0.0353

Tosidige 95%-konfidensintervaller for n og A blir:

0.0407 < n < 0.0627
0.0324 < A < 0.0688 .

Tilslutt angis 95%7-intervaller for K, 08 Kyt

0.0167 < Ky < 0.1059

0.1012 < Ky < 0.6236 .
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APPENDIKS A

La oss betrakte den multinomiske situasjonen fra I.2., Fglgende hypotese

skal testes:

HO: P, = ¢i(61,...,6m) for i=l,..4,1

hvor ¢i har kontinuerlige partielle deriverte av annen orden.

Kji-kvadrat-testene for Ho (s.5.(10) og (11) er gitt ved:

r (X.—n¢i(9)2
Test 1: Forkast H niar 2 = 7 L o >sZz{r-1-#,c) = 2,
o In . o
i=1 n¢i(6)
- a2
r (X,-ng.(6))
Test 2: Forkast H,L ndr Z, = T >2z (r-1-m,e) =z
0 2n io1 Xi- 0

Her er O = (61,...,5m), hvor gi er BAN-estimator av type A, B eller C.
Konsistensegenskapen for testene 1 og 2 f¢lger nd fra Neyman (fﬁﬂ; (171),
$.268). N& er H; av en annen form enn hypotesen testet av Neyman (se[lS],
§.259). men detﬂvil ikke spille noen rolle for beviset av (171). La oss
imidertid gjennomf¢re et enklere bevis for konsistensegenskapen til

testene 1 og 2, Fg¢rst. trenger vi to kjente resultater.

Setn., A

(a) X £ a, a reelt tall <=> X_ 2.

(b) (Slutskys setning). La g vare en kontinuerlig funksjon i k
variable, og anta Xin’ n=1,2,... og Xi er tilfeldige variable slik at

P . .
Xin > Xi for 1=1,ao.,k. Da Vll g(xln,-o.,xkn) 2 g(Xl,...,X.k)-

Setn. 1. Kji~kvadrat-testene 1 og 2 for H, er konsistente.
Bevig: Det md vises at for enhver p inkonsistent med Ho sd vil

1 > = 1 > = R
lim Pp(ZLn zo) lim PP(Z2n zo) 1

n->o n-ree

La p° vare et vilkirlig punkt slik at Hb ikke gjelder,

Vi ser at
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Zln =0t Vl(qn> g ZZn(qn) = n'Vz(qn)

hvor
~ 2
r (q. -¢.(8))
Vi(q) = I L
Toi=1 ¢.(8)
1
og
~ 2
T (q, ~=9.(8))
V2(q ) - Z in 1
R e 90

~

La oss f¢rst betrakte 2 Siden Gt er BAN-estimator for Gt has at

In*
etg Gt)for t=1,...,m.
og dermed : ¢i(6) 2 ¢i(e) fra setn. A (b).

Herav f¢lger, siden qinR pio for i=l,...,r at

- ®;-0, (00
V.(q ) > L
1 n i=1 ¢i(e)

fordi V1 er en kontinuerlig funkéjon i 9,

Siden Ho ikke er sann, eksisterer k slik at ﬁ;' # ¢k(6), hvilket
gir a > 0., Det f¢lger nd at

Vl(qn) - a 5 0 og dermed vil

-a®
Vl(qn) a =+ 90, dvs.

. _ 0 for x <0
Illig P (Vl(qn)—a éx) B {1 for x > 0
Dette er igjen ekvivalent med
. N 1l for x <0
lim P (Vl(qn)—a g X)'_'{O for x > 0
n-—>oo

La 0<e < a,
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Da has at:

- > - => > - <=» > - = s >
Vl(qn) a e < € Zln n (a-€) nc; c

Herav:

im P(7. > = 1i - - =
1%m ( 1n ne) lﬁm P(Vl(qn) a> £) 1

Siden ¢ > 0 eksisterer N slik at for n > N sa vil nc > z

Dette gir:

> : > > > f
For n 2 N : P(Z zo) -P(Zln ne)

In

. S . S _
og dermed lim P(Zln zo) > lim P(Z1n nc) 1
n—> —>00

o 2 .
Altsa er X -testene 1 konsistente,

For Xz-testene 2 gdr beviset helt analogt, siden

2
r (p. =0, (8))
1 1 _
Vz(qn) L3 'Z =b >0

i=1 pi0

Dermed fg¢lger at for 0 < € < b, sa vil

lim P(Z > n(b=-€g)) =1
2n

n—-o

Dette medfg¢rer, som ovenfor at

. S _
1lim P(Z2n zo) 1

n—>c

Q.E.D.
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APPENDIKS B

I dette asppendikset gis beviser for teoremer og lemmaer i kapitel II,

som ikke er bevist for.

o

La oss for ordens skyld gjengi betingelsen (23) som er tilstrekkelig for
anvende teorien fra Neyman ([15], kap.4): ‘

Det eksisterer el,...,e _, og funksjoner f

r-2 1**°
fi(d’el”"’er-Z) og f; har kontinuerlige partielle deriverte av annen

.,fr slik at p; =

orden for i = 1,..,.r. Her er d avstandsmilet fra punktet p til den

idealiserte hypotesen (betegnet med T i II.1)

LEMMA 1. (s,12)

r 2
La pO vere et fast kjent parameterpunkt, og anta d(p)= L (pi~pi0)
iz 1
Da eksisterer (polarkoordinater) 61,...,6r_2 og funksjoner fi,...,f;'slik

at (23) holder.

9 T
u. og X Y, =0
i .
1 i=

M

Bevis: La My = pi-pg for i=l,..4,r. Da er d =
i

Hpseess Ho kan uttrukkes pad polarkoordinat form:

My = Yd sin 60

= ‘ *
My /d cos 6, sin 6, , (%)
Mg = Yd cos 60 cos 61.... cos Br_3 sin Or_z

W, = yd cos 9, cos 8;..0. cos B, cos 6,

hvor - - < 8 < I s1ik at cos 6 > 0.
2 - -2 o -

0

Definer a(® er_2)= sin el + cosel‘rsine2 +e0et cos@l....coser_3 siner_2

1,..'
+ cos 91.... cos Gr_z og la 6 = (91....,9“’_2[. Anta f¢rst at

a(B) # 0 og d > 0.
Av (%) fdr vi fg¢lgende resultat:
-sin 6 r
0

cos O = ———— ; siden X u, = 0.
PV () i=1 *
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Dette gir: 1-c0528
cos 60 = 5 2 og dermed
a (8)
COSze = '-——2——-——
1+a (6)
Herav fas, siden cos 60 >0
1 *
cos 6 = ( )
©  S+aZ(o) *
Videre fglger at: sin 8 = - cos 6 .,a(f) = ;;:;%rzwza . (*)
© ° 1+a“(0) x
Anta nd at a(8)' = 0. Fremdeles vil sin@0 = - cos@oa(e)
slik at sin 8 = 0=-3£§2w--—
© /1+a® (8)
cos 6 =1 = 1
° ;l+a2(6) .
*
Dvs.(:) og(*) holder for alle verdier av a(f) og d > 0.
*
La nd fl""’fr vere funksjoner av (d,0)) gitt ved:
/E'a(ej
£(d,0. 400,06 _.) = p, - et
1 1 r~2 1 ﬁ+a2(8)
o) d
£,(dy0,00y 6,.9) = p, + - sin 61
2 r 2 1+32(6) A
f 1(d 0 6. ) =p° +‘/—~£L-—- cosf cos ©
— H LA ] - - 4 "o o
r 1 -2 r-1 1+a2(6) 1 -2
r-1
fr (d,el,..,erﬁz) = l "'iil fi(d’el’...’ervz)

Det sees lett at alle fi har kontinuerlige partielle deriverte av annen orden

(¢]
og P; = P,

; + u; = fi(d?e) for i=1,..r.

Hvis d=0 sd& vil Pi=pio og siden fi=pio for i=1,..,r i dette tilfelle, har vi

folgende:

p. = £.(d,6) for i=1l,.r for alle verdier av 6 og d > 0
Si i ’ -

QeE.Ds
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Det fundamentale resultat i kapitel II er teorem 1 om grensefordelingen
(dn—d (dn—d)
[}

til yn ‘
d d

Beviset krever utstrakt kjennskap til teorien om grensesetninger,
Foruten setn, A, vil fglgende kjente grensesetninger (B-F) bli brukt
(se f.eks. [17], 2c).

Setn, B, La f vare en kontinuerlig funksjon i to variable., Anta {X1} og
L

{Yn} er to f¢lger av tilfeldige variable, og X er tilfeldig variabel,

Anta Xn R X og YnR c, hvor ¢ er reelt tall, Da vil

£(X,Y ) .9 £(X, )

For bevis refereres til Torgersens notat fra S 70, vdren 1971: Cramér's Rules.)

Herav fds spesielt Cramér's regler:
@) x3x, 75 0=-xv 20
n ~'n n n
(b) X R,x, Y 2 c =>X + Y‘R X+c¢c, XY R cX, X,/Y'2 x/c for ¢# Q,
n n n—"n - n n nn
(c) X 'i-izKO&Y Ry a=>xRy.
n h n n

Setn. C. Lindberg-Levy's sentral-grense teorem. la X,,X,,.... vare

19
en fglge av uavhengige og identisk fordelte (forkortes til :uif.) tilfeldige

variable med EXn = U og var Xn = 02 for alle n, Da vil

X_~u
Y, —— /& ® N0,

n

- 1 B
hvor X == I X
n

n . i’
i=1

Setn. D, Fn 3 F, F kontinuerlig => Fn(x) + F(x) uniformt i x. (dvs. sgpan(x)
-F(x) |+ 0)
Setn, E, Multivariabelt sentral-grense teorem.

La F vare simultan fordelingsfunksjon til den k-dimensjonale vagiabel

(1)

(Xn ,....,Xn(k)) for n=1,2,,.., og la F vare simultan fordelingsfunksjon

1) (k)

. 1 k
til X( ),...,X( ). Dvs, Fn(xl,...,xk) = P(Xn( S Xpsenes Xn < xk) og
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- (1) k . .
F(Xl"“’xn) = P(X f_xl,...,X( )i Xk) . La F}\n vaere fordelingsfunksjonen

k . .
til T X, (1) ] { : A! ' = ‘ vt =
i I Xn (pd matriseform : X Xn hvor A (kl,.-.,lk) og Xn

(x (L) (k)
n

,...,Xn )), Ai er reelle tall, for i=1,...,k. Tilsvarende er FA

k
fordelingsfunksjonen til I XiX
o i=1

(1)

. Da vil

D - D 1w Doy
Fn+ F <=> FAn Fk (dvs. A Xn A'R)

for alle vektorer \' = (Xl,...,kk) € iRk.

(R* er det k-dimensjonale euklidske rommet : RE= {(Xl""xk) |x, er reell}

Setn., F,

Anta Un = (U‘n""’Ukn) for n=1,2,... er uif. k-dimensjonale tilfeldige
ES " ,
variable, og at f¢rste og annen-ordens momenter eksisterer, La p = EUn’ U=

).

. o . ~ ol = oyl ';
(UD"uk) og I er covariansmatrisen til Un' Sett Un (Uln""’Lkn

Ui.
1, 1

gl
W~y

for n=1,2,..., hvor U, =

Da vil
/R (@ - B U N (0,5)

hvor Nk(O,Z) er den k-dimensjonale multinormale fordeling med forventning

0 og covariansmatrise I,
Vi trenger noen enkle anvendelser av disse setningene,

Korollar A. La Y vere en tilfeldig variabel med fordelingsfunksjon F
for n=1,2,..... Anta at Yn 3 N(Q,1). og 1la {Xn} vaere en fglge av reelle
tall., Da vil

Fn(xn)— (Ii(xn)n:;°° 0

Bevis: ¢ er kontinuerlig., Fra setn, D vil sgp [an(xI = &(x) ln:w Q

La € > 0 vare gitt, Da eksisterer N, slik at for n > N, sd vil

| Fn(x) - d(x) I < € for alle x.
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Spesielt vil dette holde'for X € {XN' XN+1,..-,} dys.

l Fn(xn)— Q(xn) | <€ forn>N Q.5.D.

Korollar B, Lla xl;xz

hvor EXn = | og var Xn = 0" eksisterer. For tilstrekkelig store n kan

s+« vere en fgplge av uif, tilfeldige variable

fordelingen for ‘# approksimeres med normalfordelingen med forventning
. 02
W og varians —.

Bevis: F¢lger fra setn.C og setn,D. La € > Q vare gitt., Da eksisterer
X -
n

= vn < x)= 0(x) | < g€ for alle x,

N, slik at for n > N si vil [ P ¢
La Yn vere en tilfeldig variabel og N(u, %EO med fordelingsfunksjon

Gn(y)= @(Zéﬂ yn) og la Fn vere fordelingsfunksjonen til in'
Da vil for n >N

% -y | i .
| F -6 (x) | = | PR < ";_“ /)~ @(3‘-&-“- /o)| < e for alle x

QOE.D

Resultatet som gj¢r at vi er istand til & bevise teorem 1, er
hovedsakelig setn, (ii) i Rao, [17] , 6a.2, 8,321, Rao bruker imidlertid
begrepet "totally differentiable'" som ikke er alment kjent, Setningen
vil derfor her bli vist i en noe annen versjon, som allikevel er

tilstrekkelig for vArt problem.

Setn. G, Lla T vere en k-dimensjonal observator (tilfeldig variabel)

(Tln,...,Tkn) slik at
-8) = - - R
Sy (T,-8) = /(T -6,),...,/8(T, -6, )} % N, (Q,I)
hvor L er en kovariansmatrise med elementer cij(ez for i=1,..,k og

j=l,+.4,k, La videre g veere en funksjon i k variable med kontinuerlige

partielle deriverte, Da vil

) /AU =R [ ) 8®] * N, NN
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safremt v(0) # 0, hvor

k
] (8) 98, 98

| 5o i 90, 6,

v(B) =

M=

i
2) Hvis Gi' er en kontinuerlig funksjon av O for i=l,...,k og j=l,...,k
og V(B) # 0 sa vil
Yo U
Ty 5 N0, 1)
n
Bevis: ,
(i) Fra setn., E(Multivariabelt sentral-grense teorem):

- g 1 = 3 =
/R(Tin Bi) N(O’Oii) for i=1,...,k. Dette ses ved a sette.)\i 1, og

kj=0 for j#i i setn.E,

(ii) Ved Taylor's rekkeutvikling finner vi

k k
Y = j — va—'&— -—
g(Tln""’Tkn) g(el,...,ek) + E (T, -8.) +'z (Tin ei)Eni hvor

i=1 i i=1
g , = (ggw -8 ) er en tilfeldig variabel
Rl Xy - pg 4+ (1-M)T 0% lx = 8
" "n og |A] < 1.

Siden de partielle deriverte er kontinuerlige si vil

€ .,>0ndr T, - 6, for i=1,...,k.
ni in i

Dvs.: La e > 0, da eksisterer § > 0 slik at

| T, -6, | <8%|e. | <e, for i=1,...,k.
in i ni
(iii) T 5 8,, for i=1 k
/ in ]‘_’ 90 ey 3
/n|g, -0.| ~
. P in 1 ne
. . - < = <
Bevis for (iii): La € > 0: P(]Tin eil ;_e) P( — __G‘.)
ii ii
Fra korollar A og (i) ser vi at
yn(T, -0.) p ‘
in i vYne yne
erre— < — )= + w———) > 0
B( o,. ‘—10'.. ) d)(_ Cf‘..)l'l"‘=°
11 11

/e /1

° . ne
Na vil @(Ezz)n:w 1 og & (- ETT)HI“ 0. og dette medfg¢rer at
ii
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/a|T, -0, |
P( Oln = <f€)—> 1~0 = 1.
ii ii

§iden € > o vilkérlig si vil P(|Tin-6,[<§) 3 1 for alle § > 0.

(iv) P(‘enil <e)> P(ITin'ei‘<5) fra (ii). Den siste sannsynligheten

har grense 1. Siden e > 0 er vilkarlig valgt, vil €t Yo for i=1l,...,k.

(v)  Fra (i) og (iv) har vi at /A(T, -6,) 3 ¥,W(0,0,.) og € " £o.

Ved & anvende setn.B, Cramér's regél (a) fas dermed at /F(Tin—ei)eni 13 0, for

i=1,...,k. Slutskys setning gir oss at

K
L /R(T, -6.) €. > 0.
. in 1 nl
1=1
k 5
(vi) (ii) og (v) = > /AU - I /a(Tin-0,) <&~ % 0
noL . i 391

Vi ser at siste leddet er en linear kombinasjon av,73(Tin—6i) for i=1,...,k

k
og setn.E gir oss at I JR(Tin—ei) %%“ 2 N(0,v(0)) sdfremt V(6) # 0 hvor
=] i

i=
S 5% 9 3
v<e>-< >z<~§z E% oo,,(0) 2B . 28 (—§->-<—5-....,-ﬁ~)
06 =1 ij 90, 00, 86 06
=1 j=1 i ]
(vii)
Fra setn., B(c) og (vi) f¢lger nd atAVHUn 2 X v N(O,Q(@i). Hermed er
(1) bevist,
(viii) Hvis dij er en kontinuerlig funksjon.for i=1,,..,k
og j=1,...,k sf vil v ogsd vare en kontinuerlig funksjon i k variable,
. . 4 :
Slutgkys setning gir dermed at v(Tln,...Tkn) v(el,...,en) siden

Tin > ei, for i=1,...,k fra (iii) ovenfor.

Ved & anvende setn,B fir vi derfor fg¢lgende:

/au_ . ‘.
mg m’\; N (0,1) . QQE-D

Setn, G setter oss nd istand til & bevise teorem 1.
La p = (pl,...,pr). Videre la d vere en funksjon i r variable med
kontinuerlige partielle deriverte, d er ikke ng¢dvendigvis ikke-negativ.,

Situasjonen er ellers den samme som i TI.2,

TEOREM "1, (8,13), Anta det zksisterer i slik at a; ¢ a. Da vil
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/a(d_=d(p))

1) = 2 N(0,1)
d
og
il(d ~d()
2) = > N(0,1)
54

Beviss

Vi definerer fgplgende r-dimensjonale tilfeldige variabel:

= I LI ) T (e
Un (lln, ’lrn) hvor

1 hvis i.te kjennetegn opptrer i n'te forse¢k.

in
0 ellers

EU. = P., var Uin = Gii\p) = pj(l—pi) og cov(U. ,U

in in jn) - Oij(p) T 7 PyPye

]
Dvs. Ul’ UZ"" er uif, tilfeldige variable med forventning p

og kovariansmatrise & = { Oij(p)}'

. . = 1
Videre ser vi at U, = =
in n

™M
—
=
I
i
[l
£

k

]
—

og dermed Un = (Uln""’Urn) = (qln""’qrn) =q,

Un tilfredsstiller betingelsene i setn.F. Det medfgrer at
=N o 7 oY = (o - v - N3
/B _-p) = /o(q ") = (/A(qq =pp)s-.-/m(q =P N7 N _(0,5).

Betingelsene i setn.G er dermed oppfylt med Tn=qn+ B =0p

og g = d. Dessuten er

b r r
4 ad. 2
\)(p) = x ¥ G--(p) %(}.—- . T—?-Sl—-:: bX p,(l'—p;) a, = L P.pP.a.a.
i:l j:]_ 1] Pi ‘ apj i 1 - 1

Enkel utregning gir

2

v(p) = pi(ai-é)2 =0 " (iflg. (24) i 11.2.(1).)

W~

i=1

Siden minst en ai#g, sd& vil v(p) > 0. Dermed har vi fra setn.,G-1) at
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3.‘d(P)
D /A2 RN,
%4

Dessuten sd er Oij en kontinuerlig funksjon av p for i=1,...,r og

j=l,..4,r, slik at setn, G-2) kan anvendes, noe som gir at

d ~d d -d
2) /o2 = /R-EEE-Q N(0,1) Q.E.D.
Vv(qn) d ’

Neste resultat som skal bevises er teorem 2, hvor vi eksplisitt finner

BAN-estimatorene for (pl,.pr) av type D under H':d(p) = c.

~ A ~ A

TEOREM 2(s,14).La p é(pl,...pr), p; er BAN-estimatoren for p; under

H':d(p) = ¢, av type D.

~ A 2
r (g "p;) (d_-c)
Daer Z, =min Q, =n I = N ————
L-@ent i=1  %4n Sd )
: | - r (ay,7py)
Bevis: 1 fe¢lge betraktningene pad s.l4 skal Q1 =nl
c ' i=1  %in

minimeres under bibetingelsene

a;(pj=q;) = ¢
r

(2) I p,=1

Vi anvender Lagrange multiplikator-regel, .dvs. f¢rst minimerer vi

uttrykket
T ~ r s
F(p) =Q, + A, (I p,~1) +A,(d_+ I a,(p,~q..) = c)
1 1 i=1 i 2 n j=1 101 Tim
A [

Det gir: P; = pi(kl,kz) for i=1,...,r. Deretter bestemmer vi
Al' %2 slik at betingelsene (1) og (2) blir tilfredsstilt.
Likningene til & bestemme pi(Al, Az) er:
aF A~ ., _2n A ~
Q ™ emm— " - . E = = 8
] e p T g (P H A % Aga; = 0 for i1,

Disse kan uttrykkes pa formen:

"~ 1 ' A
4n T P37 T P9yt Ao29y)



Herav fis

pi = qin(

N3 er

slik at

“32p

1 p,)
"1

|

O F
BpkBpl
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A

). a.q.
1 2 1'1in .
1 EH) o ) for i=1,...,r,
2n/qin for i=j
0 for i#j
5°F 3°F

2

i (Zn)k
\\ [« PN ] «g
N ) In . Kn
NOF
_ 7
(op, )

> 0 for k=1,..

Annen derivert-testen for funksjoner i r variable (se [22], s.217)

gir dermed at (pl,...pr) virkelig er et minimumspunkt for F.

Betingelsen (2) gir at
L M Ay
Z YnTn T " T
i=1 1.
‘1 £ = -~ -
slik at Al AZ a , og
p 7
(1) <=> 52 L (89,4
i=1
= r
=> kl a + XZ'Z 4y
i=1
Vi setter inn Al == A, ;, og
r ~
Az(.f 9n 84 7
i=1

og dermed:

Ay

p1I>

B

oL
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2n(d_-c = ~
i W S 1 a-c]-
2 S2 1 2 n
d Sa
Dette gir f¢lgende uttrykk for 9, 7P;¢
i .
~ A : ~
~ d -c ~ a,~a)(d _-c
9, " P = C )(- - B
in i SZ in in 1 2
d -S4
Av dette fplger nd at
r g 2(a.-a)z(d -c)2 n(d -c)® T A~ R
L — * — 1 1 n n -2
Z, =min Q, = n X = L q. (a.-a)
1 1 i=1 : 4 ( 4 i=1 *In 1
(1) og (23 ~ 9n Sq 54 ‘
~
@ -c)*
Altsd: Z_ = n ——— .
1 g2 Q.E.D
d

For & bevise korollar 1, trenger vi foruten teorem 1 og 2, f¢lgende resultat.

Setn. H. La Xn 3 X. X har kontinuerlig fordelingsfunksjon F. Da vil
P(Xn<x)n_-too F(x) = P(X<x).

Bevis:

. . . < _ <
La {xk} vere en f¢lge slik at xk¢x. Da vil iiz P(Xn < xk) P(Xn X)
for alle n.‘Fra setn. D:

Gitt € > 0, 3N slik at for n > N vil ]Fn(x) - F(x) ] < g for alle x.
= <
Her er Fn(x) P(Xn < x).

Spesielt vil |Fn(xk) - F(xk) I < € for alle k, som medfgrer at

]

lim 1Fn(xk) - F(x,) |

IP(Xn<x) - F(x)| < €, siden F er kontinuerlig.
ko0

Dvs. at for gitt € > 0, 3N s.a. for n > N gjelder

[P(x_ < x) -Fx)| <e Q.E. D,
o D 2
~ Korollar 1. Under H' sd vil Z, = X;.
Bevis: (dn_c) )
LaY = /@ ———— , Fra teorem 2 har vi at Y = Z_.
n Sd n 1

og fra teorem 1: P(Yn <y) =~ o(y). Fra setn. H vil dermed
n>o
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P(Yn <y) = ®(y) for alle y. Dette gir:

n->o

P(Z, 2 2) = P(Yi <z2) =P(-VZ <Y < Vz) = P(Y < Vz) - P(Y_ < - VZ)
> P(X<VzZ) -P(X<- V2) =P(-VZ<X<V2) = P(x2 < z), hvor XwW(0,1.
n—-

og dermed X2 yv X%. &.E.D.
Styrkefunksjonen til normal-testen har symptotiske egenskaper som er

gitt i neste resultat,

TEOREM 3., (s.15) /3(3 —e)
— 1 n ~, Y
La Bn(P) = Pp (—-'—'S~d—P'*— /X(OL)). Da vil
0 for d(p) < c
1lim Bn(p) = o for d(p) =c
n 1 for d(p) > c
Bevis:
a) d(p) = ¢
s/‘a(d -c)
Da vil lim B _(p) = lim P (———— > x(a))= 1 - o(x(a))= o
n Cpeo P Sd

fra teorem 1,

b) d(p)<

Q

~

Siden 4in 13 P; 08 d er kontinuerlig, s& vil dn 2 d(p)

/E(S -c)
S

lim Bn(p) P ( > x(a))< Pp(dn-c > 0)

n> P

> o I8

Siden d_ B oap), s& vil a>d Ro, dvs.
1 for x <0
{O for x > 0.

Na er 1lim P (d ¢ > 0) = 1im P (d -d > c-d) = 0 siden c-d > O.
n->xo n n->oo n

i -d >
lim P(dn d X)

n-re

Il

Altsa

lim Bn(p) =0 for d(p) < c.

n—-e
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e) d(p) > ¢
Vi antok at d har kentinuerlige partielle deriverte.

Derav fglger at Sd er en kontinuerlig funksjon i 9. slik at fra Slutskys

setning sd vil

D -—
84 7 o4 0, siden vi hele tiden har antatt at a, # a

for en i og P >0 for k =1,.,..,r,

Siden d_ B d; s& har vi at

d -c
Vzn l)>'g-—.---.—c-za>0.
n S o
d d

Det medf¢rer at Vn - a 2 0.

dn"c Yn-vfr-l‘ a D
T = = . 1 - =
La Yn e Sd Yo' Vn. Da vil Vn a —r 0
Yn-/a a {;]‘ for y <0
dvs. at 1lim P( > y) = ,
oo /o 0 for y > 0

La nd 0 < € < a. Da has at

> - = - -— (= - = b >0.
—p— > - £ <> Y /R a>~-/oe <=> Y > /i (a-€) = /o b3 b>0

Herav f¢lger at

Yn- /o a
lim P(Y_ > /o b) = lim P(——m— > - €) = 1.

n->-c n->e

Siden b > 0, 3N slik at for n > N sa vil ya b > x(a).
Dette gir

For m > N: P (Y > x(a))2 P (Y > vV b)\
og dermed

1lim Bn(p) = 1im Pp(Yn> x(a))=1 for d(p)> c- Q.E.D.

n->-o n—>-e
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La oss nd betrakte situasjonen i II.2(ii). Bevis for lemma 3 og

teorem 4 skal gis.

TEMYA 3(s.17), Anta ¢1n: ¢3n or asymptorisk ckvivalente tester for
hypotesen (34), likesd won’ in3”'

. il n , E . -
Da vil @1', ¢, vere asymptotisk ekvivalente.

Bevis:

Fra definisjon 7, s ma vi vise at

n n n il
2 = = = 1 = = 1] = f ] .
I;m Pe(¢] 1n ¢2 0) lim P6(¢1 0n ¢2 1) 0 or alle 6
La 6 € Q vere vilkarlig.
0 < lim P (9,"=1 0 ¢," = 0) = lin R(#" = 1 ¢," =00 9," = 1)
n e
+limP (3.7 =1n¢. " =0n ¢, =0)
671 2 3
n-—roe
< 1 n = n = 1 n = n = Vo=
< lim P9(¢2 on ¢3 1) + lim Pe(¢l 1N ¢3 0) 0
n n
siden ¢ n og ¢ n e e é B 1) o er a.e
5 Of $; er a.e., og ¢, og ¢5 er a.e.
Lideledes vil
0 < lim Pu(e;" = 0N g," = 1) < lin Po(o," = 0N 9,7 =1)
n-rco . n*
+ lim Pa(qs,‘“ =1n¢." =0) = 0.
oo Z 3
&.F.D.

TEOREM 4, (s.18).

Ia B vere styrkefunksjonene for testene 7 I og II; k = 1,2,... 8. Anta (26)
kyn . holder

Do vil for k=1,2,..,8:

A
0

(\O for  d(p)
Lin B . (p) = o for 4
n k 1  for d(p)> c

1}
[¢]
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Bevis:
r (qin—51)2
La Z =n L
In . .
i=1 P;
- 12
r a57Py)
og z =n L ———————
2n i=1 q
in

hvor P, er BAN-estimator for p; av type A, B, C eller D under H': d(p)=c
og sett z°=z(1,2u). La oss fg¢rst betegne styrkefunksjonene for testene I med
Bi, og styrkefunksjonene for testene II med Bi, dvs.

-~

p(Zln >z n dn > ¢)

1
Bn(p) P

~

P_p(Z2n > z n dn > c)

2
Bn(p)

a) La oss f¢rst anta at d(p) < c.

. . i . A . ~
Da gjelder: O S'I;m Bn(p) < I;m Pp(dn > ¢c) = 1;m Pp(dn-d > c=d).

Siden an-d 2 0 og c-d > 0 sd er den siste grensesannsynligheten lik null,

hvilket gir

.1 .
1;m Bn(p) =0 for i=1,2,

b) d(p) > c.
Fra Neyman ([15], lemma 14) har vi at

lim P(Zin > zo) = 1 for i=1,2 nar d(p)#c.
Nyo0 .

I dette tilfelle vil

lim P(dn >c¢) = lim P(dn-d > ¢=d) = 1 siden c-d < 0.

n>® n>e
La nd A, vare begivenheten {zin > zo} for i=1,2,
og la B vare begivenheten {d_ > cl

. . - i _
lim P(Ain) =1 og lim P(Bn) 1 og Bn(p) P(Ain n Bn)'

n->e
Dette gir fglgende (for i=1,2):

. i . S . - =
1 > 1lim (p) =1-1imP (A, NB)=1~-1im P (A. U B)
~ pow Qn n P 1n 0 - in n
>1- 1;m‘Pp(Ain) - I;m Pp(Bn) = 1.
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Dvs. lim B;(p) =1 for i=1,2.

n‘—)m

(For en begivenhet A, betegner A komplementet til A.)

c) d(p) = c.

La oss né& vende tilbake til betegnelsene R for styrkefunksjonene,

n,k
og la 88 n vere styrkefunksjonen for Test II nar ﬁi er en BAN-estimator for P;
’

av type D. B er da styrkefunksjonen for testen (30), og fra teorem 3 har

8,n
vi vist ft %i% BS,n(p) = o nar d(p)=c, siden (26) er oppfylt. La
(d_-c)
Z; =Bn—F—, og la Z vere en av de 7 andre st¢rrelsene i (32 b) og (33 b)
S
d

med Bn som styrkefunksjon for tilh¢rende test for H*.

Dvs. Bn er en av styrkefunksjonene Bi 0’ 1=1l,000,57.
H]
vart mal er & vise at lim B _(p) = a, i sdfall har vi vist at lim Bi n(p) = a
e O ' n»e

for i=1,...,8.

Lemma 4 gir at 1lim P(Z >z N d > c N Z¥ <z ) =20
: oo n o n n o
og limP(Z <z Nd >cNZ*¥>z) =0
oo n o n n o

. R | _ . ‘ ~ _ . A *
Herav fg¢lger: lim Bn(p) = lim P (Zn>zoﬂdn>c) lim P (Zn>zoﬂdn>cﬂzn>zo)
n—>o n-ro n-»o

+ 1im P (Z >z Nd _>cNZ*<z ) = 1lim P _(Z_>z Nd_>cNZ*>z ).
n “o n 0 n "o n n “o
n n-o )
Likeledes vil
1 = 1 % = . * .
lim B8,n(P) lim Pp(Zn>zondn>c) lim Pp(Zn>zoﬂdn>cﬂZn>zo).

n->o n

Dette gir: lim Bn(p) = lim 68 n(p) = a
b

n Q.E.D.

Tilslutt i appendiks B vil vi gi et bevis for den asymptotiske egenskapen

i teorem 5 for tre-desisjonsprosedyren gitt i II.3.

TEOREM 6.,

lim P(minst en gal pdstand) = {° for d=c) eller d=c,

n 0 ellers.
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Bevis:

(1)

(ii)

(iii) d = ¢

(iv)

)

(vi)

~ D ~ 0 for x <d
dn + d, dvs. at 1;m P(dn <x) = 1 for x > d
d=cy. d_-c
Da er: lim P(minst en gal pdstand) = lim P(Vn S <=x(a) )+
Na n d
d -c2
lim P(/n0 —= > x(a))
S
n d ~
dn—c2 ~
Nd er: 0 < lim P(Vn s > x(a))< lim P(dn>c2) = 0 fra (i) siden d=c,<c,.
n d n a -c
Dermed: lim P(minst en gal pdstand) = lim P(v/n' g 1 < =x(a))= a, fra
n n d
setn. H.
9
Analogt med (ii) sd har vi: lim P(minst en gal pastand) =
d —c,
lim P(/n L > x(a))= a.
n d
1 <d < c2.
lim P(minst en gal pastand) < lim P(dn~c1<0) + lim P(dn“cz>0)
n n n
= lim P(dn < cl) + l;m P(dn > 02) =0 fra (1).
n n
d < Cl' dn_cz , .
lim P(minst en gal pistand) = lim P(v/n' 3 > x(a)) < lim P(dn>c2) =0
n n ’ d n
fra (i). ‘
d > Cye a e .
lin P(ninst en gal pistand) = lim P(/F ——= < -x(a)) < lim P(d <c )=0 fra(i).
n n d n

Q.E.D.



_92_

APPENDIKS C.
La oss vende tilbake til den situasjonen i kapittel III. Alle lemmaene
i III, unntagen lemma 9 og 16, som er vist i [8], skal nd bevises. For
notasjoner og forutsetninger henvises til III (spesielt III.l.).
De to fg¢rste setningene er fra III.3.(iW). Det f¢rste, lemma 5, omhandler
variasjonsomradet til Ty (Stuart,[ZO}, viser et tilsvarende resultat for
PS-Pd.)

LEMMA 5. (s. 29)

m-1 <7 -7, <m-l o .
- s d — 4 . (Grensene oppnas dersom alle cellesannsynlig—

hetene er 1ik 0 utenfor en lengste diagonal < tabellen, og lik % 1 diagonalen.

m = min(v,w).

Bevis: Antall celler i en lengste diagonal er lik m. Anta f¢rst at v=m.
Da vil m oMy anta sin maksimumsverdi dersom de positive cellesannsynlighetene

er konsentrert i en lengste diagonal av typen:

N\

(L) N\

Videre vil m ~my anta sin minimumsverdi dersom de positive cellesannsynlighetene

er konsentrert i en lengste diagonal av typen:

| .
g s
2) b
/
7

i
|
L

Ekstremumsverdiene blir oppnddd hvis cellesannsynlighetene er like i diagonalene

m
(iflg. [20]). Dvs. at max(ﬂs—ﬂd) inntreffer ndr I Py i+k=1 for en k slik at
i=1 7?
1 . .
O<k<w-m, og pi,i+k_ o for i=1,...,m, Herav fas:
" ' £ ( )
max(w -m.) = 2 I p. . (z L P:1:1) — 2L P I L P:rte
d o1 AR gy b i=1 DR jrcier b
m-1 m-1 ‘m-1
1 2
=22;‘1;(2%)—22~(z r 0 == I 1
i=1 " i'si i=1 & i'>1 j'<it+k m- i=1 i'>i

iﬁ {(m-1)+(m=2)+...+1)} = 27 . (m—;)m _ m;l .

B
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Tilsvarende vil min(ﬂs—nd) inntreffe nir

m-1

I pm—i,k+i =1 for en k slik at 1 < k < w-m+l
1=0

1 .
og pm—i,k+i == for i = 0,1,...,m1,
Dette gir at
m-1
min(m _-m.) =2 I p__. (T pX Piver) —
5 7Ty LR g ke D

m-1 .

Zp _. L(z T Pirsr)e

f=1 TR o s 1

Det ses at

P.v:v = 0 for i'>m-i og j'>k+i fordi de positive sannsynlighetene er:

13
Pit j4m-i' OB hvis j'>k+i, s& er j'>k+m~-i' siden i>m-i'.

s

1 . . .

Dessuten ses at I I Piy.r = I Puy v = I =—,siden j'=k+m-i

itsmei jl<k+i YA itemei F R sy
L = j'<k+i.
) . att 1 2 m-1
Herav: mln(ws—ﬂd) =-273 b - =" {1+2+.. . (m~1)} = - - .
: i=l i'">m~i m m

Dersom w=min(v,w), blir beviset helt analogt. Forskjellen er bare den at

m
- . o B 21
max(nS nd) inntreffer nar jilpj+k’j = 1 hvor O<k<v-m og pj+k,j = 08
o 1
min(m -m,) inntreffer nir jilpV*k-j,j=1 for -1l<k<v-m-1 og Pyk-i, i~ @ *
Q.E.D.

A

Neste resultat viser at T, er et spesialtilfelle av I definert ved (62).

LEMMA 6. (s.30)

La Y-scorene a,; 0g Z-scorene bij vere gitt ved:

J
*1 hvis y, < y; +1 Avis z; < 25
a5 710 "yt og by; = e
-1 " Yi > yj -1 " zi > zj
Daer T = ;b =;—%—I;-gq
y "z

‘ -
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Bevis:

aijbij
Fra (62): T = Ll 5
{Z ai.z' X bi' :
ij i3 M

Antall ordnete par blant K individer er K(K-1).

Det gir da at antall ordnete par blant de ialt n(n-1l) ordnete par hvor

v 9 v : s Vo
aij=0 er I Xi(Xifl) slik at I a,.” = n(n-1)- % Xiﬂxirl) =n -1 Xi-'
i=1 i#j i=1 sl
2 v 2 Y 2
Analogt blir: I b. =n(-1l) - X .(X.-1) =n"-1IX ..
i#j ij j=1 3 ] j=1 ]

Dette medfgrer at nevneren i I' kan uttrykkes slik:

: 4 w W
{za2-2b2 } = {(nZ-ZX )(nz—zxzj)} »/(1 Zq)(l Zq )

i4j a4 i=1 j=1 5
=n2 ¥P P,
y 2
La U vaere summen av scorene ai'bi’ til alle n(n-1) ordnete par, dvs.:
U = iijaijbij. N& er det klart at paret {(yi,zi),(yj,zj)} gir samme score

som {\yJ,z ) (y s2; ) }siden a13b13 = jibji'

i<j ij71] i<j ij7ij]

totalscoren S.)

Dermed ; U=27Z a..b.. (¢ a..b.. er hva Kendall, [10], kaller

Videre ser man at for hver observasjon (y )24 ) i celle (rk) sd er alJle =1
for alle observasjoner (yj,zj) i celle (r',k') hvor r'sr og k'>k eller r'<r
og k'<k. Tilsvarende er aijbij=—1 for alle observasjoner (yj,zj) i celle

(r'",k") hvor r'">r og k'<k eller r'<r og k'>k. Ellers vil alle par gi score lik 0.

Herav:
a,.b,. =X (X IX,,)+X (X IX,.)+...+X . _°X
i< 1j 13 11 i>1 j>1 ij 12 i>1 j>2 1] v=1l,w-1 "vw
- (Xlz'x21+..+x ( p) x ))
j<w
v-1 w-1 v-1l w
= I X Xr (z z Xi') - I L Xr (z z Xi.).
r=1 k=1 % i>r j>k 3 r=1 k=2 T i>r j<k '
Dette gir: v-1 w- vl w

2
U =2n2 pX ( I q:.)=2n" I L (I & qQ; .)=n (PS-Pd).
r=1 k— i>r J>k i r=1 k=2 i>r j<k 1]
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Dermed er:

r = U - s °d

nz/PP' VP P
y z y 'z

QE.D.

Det neste resultatet som skal bevises, gjelder den asymptotiske

A
variansen ci til fay.

LEMMA 7. (s.33)

2 16 2 2
GY = 7 {ns 4d =27 sTa"sd "4 s s }
(l-ﬂt)

K-estimatoren kan uttrykkes pd folgende altermative former:

2 16 - 2, 2,
D8 = 7 PPaa PP Psq*PaPss?
(1-p.)
t
2) s = -—‘1;—1-6——— {P* P* ,~2P¥PAP* d+P’32P* }
LG 59

Bevis:

Uttrykket 1) for S_ f¢lger umiddelbart fra 05. Uttrykket 2) fo¢lger fra

2
1 1 1 1,
1) siden P ;EP , Pd n d’ Pss- ;§Pss’ Pdd— n3 dd og Psdf n3Psd’ og
p*
‘ t 1 2
- = - — IS — —-P*k
1 Pt 1 n2 2(n Pt).
Herav: 52 = Efilé_._ fl_ (p*zp* ~2PXPXP* +p*2p* )}
% (nz—P*)4 n7 s 'dd "sdsd"d “ss
t
a—L {P*ZP -2PKPAPX +PACPE 7,
(aZopr) & d'sd"d
t

Det stdr nd igjen & vise uttrykket for 03. Fra III.l.:

o. = I (Y Y¥)” hvor y.. = S_I_ ogy*= I 2 YijPije
i=1 j= 1 J pij i=1 j=1
-y v-1 w-1
Yy = , T =27 Zp { X X p"'l}’
LPALF] s i=1 j=1 i] i't>i j'>3
v-l w
ﬂd =273 L p.. { I z pi'j'}.

i=1 j=2 '3 i'si j'<j

am_ om am am
1 (s d) <s d) :
Y., = - (m_+m.) + (m_=m.)
ij (“s+"d)2 Bpij Bpij s d op i3 aPij s d

= —-——g-—— T, —a-‘"—s—- - . -.-a—‘"-é—-
2 d - s ..
(1-r,) %ij %ij
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Laa.. = I I P.g.at L D og B.. = L L p.raat L L P.are
1] i'>1 jv>j 1] i'<i j!<j 1] 1] 1'>1 j'<j 1 i'<«i j'>j 1]
for i=1,...,v og j=1,...,w.
Fra (65) med p innsatt for q ser vi at
Teg = z Zpi. ai.
i 13
T , =L Ip.. a..B og T =¥ Ip 82
sd i 1] 1] 1] dd ij 1] 1]
Videre har vi at:
aws 3nd []
= 20.. og = 2B8.. (Se ogsd [8], s. 362.)
apij 1] apij 1]
Herav:
ij = : IRUPILTERUN T b
(1'ﬂt)
v W 4
Y¥= 1 ) Pi: 5 (m.o..-m B..)
i=1 j=1 4 (1-n ) d'i) s1]
4 vV oW v W
= {7, 2 Ip..a,.~m_ I I p..B..l}.
(1-r)? i a1 H M350 ot
v W v W
Det ses at I L p. =T og I Z p..B.. = L slik at v* = 0.
i=1 j=1 1] 1J S i=1 j=1 13713
Dette medfg¢rer:
2 16 2
g = Ip..Yy.. = Z E a..=-m7 B..)
Yoy jleYlJ (a-r) p 15Ma% 5715
16 2 2
= L Ip..(w +1T B T.0..B..)
. oL d
(l—ﬂt)4 i3 ij a* ij s ij 1]
16 2 2 2
= ———— {77 Ip..a..+w. I P B Mg L p:.0..B..1}
L LS Bt
(1—“t)4 d ] ij’i] s i, ij 1J s i3 ] 1371]
_ 16 2 2
= 3 {nsndd+ndnss Zﬂsﬂdﬁsd}.
(l—ﬂt)
Q.F.D.
Neste lemma gir estimert asymptotisk varians for VF Ty, ©8 /E\TC, hvor

~

m
¢ w1l (Ps Pd)‘
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LEMMA 8. (s. 35)

2 1 2,2.3 2_3
S = m— {4P P (P +P -2P )+(P_~P )" (P Iq; +P° iq .+
b (PyP )3 y g dd "sd s d z, 'y ; j

2P .. - a..-B..) +
YPz izqujqi.qoj+4Psz(Ps Pd)(P 1ZJqqu1'( 1] BlJ)
H] . 9

P Z.qijq.faij“sij)) (PS Py (Py+Pz) }.

1,3
hvor
Q.. = I L Quger* T L Qe
1] il>j jl>j 1] i'<i j1<j 1]
Bie = I I que.q * I I Quysn
1] i3 j'<j 1] i'<i j'>j 1]
2
2 _ 4m _ p 12
S 5 1P *Paq (P -P)" 1.
(m-1)
Bevzs;ra ITT.1.(49): 82 = ; ; q; (A -1*)2 ; Az —;*2
. b i=1 j=1 b s1,] =1 13 b sis] b
- arb v oW -
hvor 1. . . == og T = I I q,. T, : :o
.byllJ qu b i=1" J =1 1J brlsJ
N PS-Pd
T, = ‘ . Fra beviset for lemma 7 ser vi at:
b 7Py§z'
SPS N BPd a N
= .. = .. = P, =
Tan. 2a1J og 5q. . ZBlJ og P quJalJ 4 quJﬁlJ
1] 1]
Dessuten er:
9P 8Pz
= =2q. og = = ~2q ..
aqij 1 quj °]
N N 2
- Y ? - /P ) +q ..
n ) (Zaij ZBij) PX?Z + (Ps Pd) 2 sz (ql.Pz quPy)
Tb,i,j PP

vy z
1 ) -~
= ..7B.. - P
z;";‘;§7§ {2(alJ BlJ)Psz + (P P )(q P Q,J Y)}
y 2z’

| - | T 2 2
¥ = - -
T ey {22, (R + (B Py (7, ifiqi'ﬂ)y?q-j)} "
y Z

]
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= _3/2 - - Y =P )
= @P )TN R (R P )+ (R Py (BT 2P P )

~-3/2 _
(PyPZ) {(PS—Pd)(Py+PZ)}.

Dette medfgrer:
2 -3 r 2.2 “2 ~2 " o
= . B..)+
S, = (BgP) {ijqij L4Psz (o] ;*+B3 572045 Byp)*

RO PRICHE S,

(Ps-Pd) (Py+PZ) }

d .
i J
+ - N _A \ 7 . . . A’n '—A'.
4Psz(Ps Pd)(Pz.Z.qijqiw(uij ESijﬂ.Py,L.ql_‘lq'_](Ocl_] 81_])
1,] 1,]
2 2
(Ps Pd) (Py+Pz) .
oT ~ ~
2 ~ 2" c m
ST = . .-T* . L= = —— 2(0.."B..).
¢ = 29 J( Cyl,] QU c,i,j 9dq.. m-1 (al_] 1_])
sJ 1]
Herav: * = 2m_ (P -P.) og dermed
c m-1 s d
2 v w ~ ~9 ~
Si =—in}'——2- {z = a; (uiﬂs. —-20c ) (P ~P ) }
(m-1) i=1 j=1 J
2
4m 2
= 2 {Pss+Pdd 2Psd (Ps Pd) b
(m-1)

De to neste lemmaer angdr K-estimatorene for de asymptotiske variansene

til vyo * n og va'- ¢

LEMMA 10. (s. 40)

- 2.2 A 21 1
La Py =3(59;,%I4,5) o8 Py = 41 1qi.(c— + =)
1 N & 1 j J 2 ij 1] 4. q.j
A PPy
n = ~
1-P,
Da vil
_igléﬂ:nz D N(O 1)
n
hvor
S = i (g lay e ) Ay AF D2 v
n 4(1_P ) ’J *J

4[P 2P +P ] }*)

-3 2.2 3 2 3
P 4P +P . =2 + P -P P JtPC IqT . +2P P ):
( yPZ) { yPZ(P P 2P ) ( ) ( g T4 5P P,L a 4. q,

y*29;5.9, B 0P) + 4<a -s PP, (B Py (a; P ¥ Py )]

)
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Her er 2 2
° T M
y..= I =2+ 1 —d,
1 og=1 q2 r=1 q2
i 3
Bevis-‘ ~
Fra teorem 1 has at lﬁi.éﬂ:ﬂl 2 N(0,1)
n
hvor v w ~
2 " 2 " an "
SO = I I q..n..-n¥", .. = og n¥*= In,.q..
n i=1 j=1 1] 1] i] quj i, 1]°1]
Alt vi md vise er derfor at (*) er likisi.
Vi finner: .
oP \ q v gq ,2 q 1 1
2 9 .. e ..
rh = - 5 T (qi"/qi-) +-—H - i ) —&-E-l +-—£-l = (-———"——-—'—) '%‘Y
%] jler M R N 4. 9 !
BP1
EETT = (qi-+q-j)' Av dette fag
ij
. [q GE:T+"T;) iY -(q +q-j)](1—P1)+(qi'+q-j)(PZ-PI)
Tlij =

2

1

2(1-p, )2 i. 93

1 1 »
= —— {2 ——t——)=v..=2(q.
q; (q 1 )YlJ (q;

1

A ~

44,1 (-BA2(a; *q ) ()P}

1 1 ~ A A "~

= ——— 2q (—-—-—+—-—-)(1—P )=v..(1-P.)=2(q. +q .)(1-P.)}.

2(1-P )2 itq;, q-j 17 'ij 17 T R 2
S* = ——-———1-——2- {2(z q (—---+—-—))(1-P ) Z(Zq +zq )(1-1> )-

2(1-pP ) i,] 9. q°J i j
(l—P )( z q (-—*---)}
i,j 179 9.

=-————-L-2 A2 21> (1- P ) 2(21> )(1- p ) (1~ P )(2P ) 1= --—-2;-—-{P2 2P1+P P }.

2(1-py) 2(1-p,)

Herav:

2 ¢y 1 ne. = + =) (1-k)) el P.)-2(q; +q .)(1-P,)1%
s¢ = 1 ol ya-py- -P.)=2(q. I (1- -
l=1 J 1 qlJ q q'J Y 1 ql' qQJ 2

4[P 2P1+P1P2] } ——lr—z .
4(17Py) Q.E.D.
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LEMMA 11. (s.42)

2 _ A —A -A 2— ~ -A —A 2 .
S¢ = ’Z.qij(Zuij M Bj) [.Z.qij(Zaij My Bj)] (1)
1,] 1,]
hvor
app = ——(a;mq; 4, )
1] qi-q-j qij qi.q.j
~ 1y (4479905
Hi 2 q .
q;. 3 °J
- (q:.-q. .9 )
og B = ; y —L 2
q'j 1 ql
Bevis: 2 2
A v w (q..-9..9 .) v (q..-9:.9 ) w (q_.-q_.q .)
¢2 - 5 5 1] 1 + 3 is "i+".s’ | r] °'r i
i=1 j=1 qi-q-J i=1 9;.9.5 j=1 qr-q-j
i#r j#s i#r j#s
(qrs—qr‘q-s)
9.9,
Herav ses at
- 2 (q. —q. q )
- _BL_ = 0+ ¥ 18 1 *S {_zq q -q. }+
rs 9q + Tes 1
rs i#r (qi.q s)
(q .-q_.q,.) (q_.-q_.q,.)
r i S re':s
P =l (-2q q0 im0 — > 120,94, 24, 4 ;"
j#s rete] (a.,q )
29,,9,,79,.79, . }»
hvilket gir:
- - V93793.9. W 9p379 4 v (4;479;.9, )
bpg = 200,72 T = -2 1 Jq -1 -
i=1  Yis =1 “r i=l qj,9,4
v (q,.=a, .9 .)
. 2
3=l 9.9y
= 20678,
Herav [&s:
2 22 " 2 . .
S’ = ¥ q..¢.. -(Zq..¢..)", som er lik (i).
AR R A T A A Q.E.D.

De neste fire resultatene som bevises er fra IIIL.4.(vi).
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Det f¢rste lemma gir K-estimatoren for den asymptotiske varians til /o D.

2 2

D= I (q..79. q .)
A R R
i,j J

LEMMA 12. (s.43)

2 _ _ —A —A 2— _ ’—A _A 2
R TIC PEAC PP PO B e T Rl SR C Pt P W S DR A
l,_] IDJ .
~ w
hvor gi = X q-k(qik—qi-q-k) for i=1,...,v
k=1
A v
og vy ™ i qr-(qrj—qr-q-j) for j=l,...,w.

1

La]

Bevis:

~ A

Ved & anvende samme oppspaltning pd D som pa ¢2 i beviset for lemma 11,

ser vi at

o>

a 3 w v
D.. = = 2 . .=q. )= .. =q. -z
ij quj {(qu ql'q-J) kilq.k(qlk 4;.9,,) e

1qr' (qrj—qr.q.j)}

= z(qij-qi'q‘j—gi-vj)
for i=1,...,v og j=1l,...,w. Herav f¢lger resultatet for Sg.
Q.E.D.
LEMMA 13. (s. 44)

a) v=w=2gir:C <D <C, e }/C] < ¢ <}/,

. C C
. / /2
b) v=2, w>2 (eller w=2, v>2) gir: C, <D < 02 -» = < Ky <V 5
¢ <

2
(¢
. /"1
c) v>2, w2 gir: CL<D<Cy=V—= <x 4 CZ'.
Bevis:
a) Ipij’pi-p'jlv= ]pllp22-p12p21| for i=1,2 og j=1,2 (se lemma 18).
C C C C
. = 2.2 1 2 2 /1 /2
Dermed: D 4g1 og C1 <D<C)em = < K] <7 == "3 <K < >

b) v=2, w»2 eller w=2, w2,

Anta v=2, For w=2 blir utledningen helt analog.

Vi har at: Iplj-p1~p°j| = |P.j'P2j‘(1'P2.).P.jI = "P25+P2,P.j| = |sz'P2.P.j|

for j=l1,...,w, slik at
v 2
D=21x (P;7Py.P.5)" 08 K = max [py;=py.P.;
j=1 J
Dermed vil Cl ) C2
€ <D<Cy &= 5= ;.:(plj-pl-p'j) <2
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|
C
=>~—<WK20gK2<Eng-l<K2<Eg-4= E:-1'—<|< <\/-c-:—2-.
1 1 2 2w 1 2 W 1 2
c) C, <D =¢C, < vwnc2 = C,/vw < K
1 1 1 1 1’
og D <C = K2 < C
2 1 2°
Herav: /617
,C1<D<C2=>‘/;—W—<K1<VC2.
Q.E.D.

Lemma 14 gir K-estimatoren for den asymptotiske varians til vn E, hvor

a q. .
E= 1 (= - q )2
i,j % M

LEMMA 14. (s. 45)
2 9179905~ ~ 2 93379905~ A 02
Sg = 41 T 45,5 e S T Ly BRI,

I

E
1,] q;. : 1] q;.

hvor

-~ -3 w

Ei = q; pX (qik-qi.q.k)qik for i=1,...,v

k=1

- v oq_.-q_.q.:

F.= 3 —L-2" 1 for j=l, ... ,w.

J r=1 e
Bevis:

A~ ~ ~

Ved & bruke samme oppspaltning av E som av D i lemma 12 og ¢2 i lemma 11,

ser vi at

© OB _ o, v %sT%e%s ¥ (957990509
s qus i=1 9. j=1 qi.
i#r j#s
(q,..79..9 ;
rs _‘rei+s) 2
2 3 (qr- Qs qr')
q..
9,..749,.9, ~ ~
=L S g -F}.
2 r S
9. ~
2
Herav fglger SE'
&.E.D,
LEMMA 15, (s. 45)
K K,
1) w=29ir:K1<E<K2=>/;-W;<Lc2<T

o /1
2) w o> 2 girv: K, < E < K= o < K2</ﬁ§;.
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Bevis:
1) = 2: La p; = |pi1-pi.p.1|for i=1,...,v. Siden |pi1-pi.p.l|=|pi2-pi.p,2
s& er '——1 -p..| == for j=1,2, dvs.
'py. 1] P;
P .
1l 12 .
— -p,| =] ~P, |  for i=1,2,...,v.
Pi. 1 pi‘ 2
v o Pi1 2
Dette gir: E = 2 I (= -p.;)" og x, = max L——— -p, 1] . slik at
i=1 pi. 1 1-
K K K K
1 2 2 1 2 2
K1 <E < K -> < ?GS—— P l) < 5 o= e < Ky <5
// K V//K
= 7
2) w >2 K
1 2
K) E <K, = — <k <K, e — < nc2</K

Q.E.D.

Den neste setningen gir K-estimatoren for den asymptotiske varians til /o ny
(se III.5.(iii)).

LEMMA 17. (s. 48)

gb_ﬁb
Ab ~ ~
La P, =12 Zq /q og Pb = Zqz. , 1 ='—gr—l .
2 1 - 4% b b
ij] ] 1—P1
Da vil
(n -n,)
.__g..._"i_. D N(0,1)
ob
hvor
st = —=—7 (T q [z—-l (1-2%)-2q, (1—P )-p; (1-P0)12-[75-2¢P 4202012}
ob b, 4 1 2
(1-P)) " i,] 4.
(ii)
Her er " 2
J
Bevis: .
2 v w ( ) ~o an ~o
Vi vet at S by ns -n hvor ng; = ogn = Z q. n
ob ~ i=1 j= 1 lJ ij ij aqij ij ij7ij"
Alt vi md bevise er (ii), da vil resten fg¢lge fra teorem 1. ’
Det ses lett at:
3§2 Bﬁg Zqir Voqiar
B = 4.5 8o = - I =b
ij %% %4 g1 Y4



Det gir:

- 104 -

q.. q.- ~ ~ ~
- 1] _ 1] 2 _ _ -
¢ L (G5 ~2q, ) (172 20, (5P

og dermed:

Herav:

Resten av

LEMMA 18.

Bevis:

La

a)

b)

c)

d)

d =

2

A qs .
by--p) z 21

isj ie

by * *by 42
.(1—P2)~pi(1—P1)] -

S
1 qij Ab Ab A ) Ab
= T3 {2 (1—P1) - 2q,.(1-P,) -pi(l—Pl)},
(1-p)) . ]
q2
n® = ———%3—3 {2(z —31)(1-P2) -2(3q%.) (1-P
(1-p°) i,j%- j s
_ 1 “b,. 2by ,5b,. b, . 5b.%b
= —=p— {2P,(1-P))-2P; (1-P,)-(1-P))P,}
(1-p.)
1
= —-—%3—5 {PE—ZP?+P?P2}.
(1-P.)
1
2 1 -1 “b
S =—F=> { L q,. [2q..q.] (1-P])-2q,
ob (1—P2)4 i3 ij ijii 1 ]
“b .2b.2b2b,2
[P2 2P, +P P, 17},

Q.E.D.

resultatene fra III dreier seg om 2x2-tabellen. (ITI1.8.)

(s.

P11
P12
Py

Py)

53)
= PP (87DPyHPyy
= P1.P.y (87DP 9Py

= Py.P.~(8-1)p 5Py

P11P22

= pz,p_2+(A-l)p12p21, hvor A = -

PyoPo

P117P1.Pey = Pyym(Pry#Py) (Pyg*Pp1) = Pyy7Pyp(Pyy¥P1p¥Py) "PoPy

= P117P11 (17P) "PpPy = PyqPop P1oPo1 = (A7D)PyoPyy -

P1p7P1Pey = P1p7P15(17Py1) Py Py, =

Pp1 Py Py = Pp17Pp1 (17Pyp) Py 1Pyy =

Pyp Py.Peg = Ppp7Pyy(17Py1)=py,Py; =
P,4P ‘

(1n —ll—gg)z. Da gjelder fg¢lgende:

P12Po1

P12P217P11P2)
P12P217P11P22

P11Pp27P12Po1 =

= ~(0=1)py,py
= ~(a=Dpy,py

(4=1)py,Pyy
Q.E.D.
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LEMMA 19. (s. 56)

2 lna i=3,1i=1,2
ad  _ Pij
1] op. .
1] -2 s i#i
ij
d* = 0
2 2 2 -1 T G|
Sd = 4dnS”, hvor S° = xll + X22 * X, X))
Bevis
.. 9ln A .
For i1,j =1,2 has: d.. = 2ln A .og vi har at
1] Bpij
3ln A _ 1 aA _|p.. For i¥]
3p.. b dp.. | it
] LA for i#j
pij
2 2 . .
Herav fg¢lger at d,, = —— 1ln A og d.. = = — 1ln A for i#j
ii .. ij .
11 ij
2 2 '
d* = I I d..p..=2ln A(l-1-1+1) =
i=1 j=1 ¥ 43 :
2 2 2 2
La Gﬁ(p) = I (d —d*)2 I Iop,. df
i=1 j= 1 =1 j=1 113
Vi finner:
oj = 4(1ln A)TC s L + 1 + 1 ) Herav
11 P12 Pa1 P2
s2 = dd— + ==+ L Ly o g v v B + 2 = 4nds?
931 912 91 922 X1 %2 X1 X
Q.E.D.

I neste lemma finner vi den betingede fordeling for X1 gitt marginalene i
2x2-tabellen.

LEMMA 20. (s. 58) . i
( 1><n 1>emﬁl
, x y=x
11 11
P(X,.=x,.| X,,=x,, X, =y.) = — / - £ (x |x,,y
11 711 1 1 171 mln(xl,yl)(x :n_xl 0z 11'71 1
5 e
z=0 ENY1”

hvor p = 1n A.

Bevis:

P (X 1=% Xy p=x) 7% X 1=y, =% ) MK 5 =n=%, =y +%p 1)

P (X

=X IX.=x,‘X,=y)= = =
S e R | 171 P(X; =x, Y, =y,)
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n! o n, f1%17T2Y1"PE
T — T — 1 —_— - '
) Xll'(xl Xll)'(yl Xll)'(n Xy y1+x11). 22
min(x,,y,) ’
21 1 n! oo . 1% 7Ty, P2
[ _ 0 _ T - - !
2=0 z.(x1 z).(y1 z).(n Xy y1+z). 22
P P
P22 P22
Ved & multiplisere i teller og nevner med (n—xl)!xll fash
PRyp=xqq | X%y Xog=yy)
. e pxX
: X1 \ n f% o 11
a1
DX <}z{1\) n_)_{% - P2
A \yl /
Q.E.D.
De neste 3 lemmaer er fra III.8. (iv).
LEMMA 21. (s. 59)
P P
dA 22 11
La A.. = . Daer b, ===, A ==, A = =ADy,, by= =B/p,
1] apij 11 P1,P 22 P1,Py1 12 12 21 1
A% = 0, 82 = n a%.s2.
A
Bevis: ' ‘
Resultatene for Aij feolger direkte. Det gir:
x
A = LA, .p.. = A=A=-A+A = 0,
LLT13R]
1,]
La cz(p) = p. AL
A ..V 1] 1]
i,
2 _ 2 1. .2 -1
OA(p) = A (ii_pi. 5 = A (iZ.pij) Herav
] Plj s ]
~ - ~ — A 2
S2 = Az( T q.%) =n AZ( T X.¥) =n AZ-S
A . . 1] .. 1]
1,] 1,]
Q.E.D.
LEMMA 22. (s. 60)
2 4p? 2
S™ = =7 n S .
Y (a+1)
Bevis: , ; 2Ai‘
Vi ser at y =1 - oS BY = 1l og fra lemma 21: y*= 0
| Pij  (a+1)
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, 22wl . )
= g = T by —.—.}J.—Z, pi' = 7 O‘A
i=1 j=1 (a*1)" 1 (a+1)
~2
og herav: 82 = 64 7 Si fA 7 0 Sz.
T (A1) (4+1)
Q.E.D.
LEMMA 23. (s. 61)
a) Hvis S'x(%).i 1, sq er L2 < Ll'
b) Hvie S+x($) > Limax(d™',4), sd er L, > L

2 1°
c) P(L2 < Ll) > 1
n-o
Bevis:
Det f¢rste vi noterer oss er:
A(1+x(%)'s)-1 A(l-x(%)'s)-l
1° T

5% < les L == 8
A(1+x(—;‘-)-5)+1 A(1-x(%)-s)+1

i 4AS°X(%) |
2% (1-s%x% ) +2041
. 4As.x(%)
Dessuten: S-XCE) <1l = L2 = ———
(a+1)

Herav: 2 2,0

L. a%(1-s%x $))+24+1 !
= ~ ) hvis S‘X("z') _<_ 1.
1 (A+1)

N

i

=

Hvis S-x(%) < 1, ses at L2/L1 < 1, siden A > 0 (ingen xij er lik null).
62 A

Dersom S'XG%) = 1, har vi at L2/L1 = 2é+1 5 < AA+2A;1 = 1.
(A+1) (A+1)
a) er dermed bevist. N «
. A(1+x(3)8)-1 2A(1+x(%)'s) N
La s& S'X(E) > 1. Da vil Ll= T +1 = < = (x(§)> 0 for O<a<l).
A(1+x(7)S)+l A(1+x6§)-S)+1

@vre grense i (158) er lik 1 hvis og bare hvis

Sx(%).z 1427,

Nedre grense i (158) er lik -1 hvis og bare hvis
Sx(3) > 1+A.

Anta at S-xégz.i 1+max(A—l,A) = max(1+A—l,1+A). Da er L, = 2,

A(1+x(5) +8)+1
og L2/L1 = = = > 1. Hermed er b) bevist.
A(l*‘x('i-) «S)
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Fra a) has at 1lim P(L2 < Ll) > lim P(82 < X‘Z(%)).

n->~ n

Na .. bi i .. ) i
er XlJ inomisk (n,le) Dermed vil

X..-np..
L3 o,
* o - . .
v nle(l p; J)
> . Bad
eyl -1 -1 X 70Py y l'npij
PRyy 29) = PO p >y ) = 1P
y “np; . .
La y =— 1 sy V. ¥ —». Dermed vil ®(y_) + O.
" vap,.(-p.) M "
ij ij
Fra korollar A has at
Xi.-npi.
P ( /_L__i <y) - k) » 0.
nPij(l"Pij) n->®
Setn. H gir dermed:
Xi'—npi' X..-npi.
lim P (—l—21 <y) = lim P(~—=—md <y) =0.
5 A
n Vnpij(l pij) n /ﬁpij(l pij)
Herav: P(XT% <vy) -~ 1.
ij oo
La na s > 0. Da has at Xigl < % for i=1,2 og j=1,2 = 82 < s.
Dette gir: ) 2 2 —1 2 2 N .
lim P(8" <s) > lim P{ N N (X.. <s/B}=1-lim P{ U U (X;; > 7}
n n  i=1 j=1 *J n  i=1 j=1
2 2 -1
>1- I I limP(X,, >3) = 1,
- . . i 4
i=1 j=1 n
. . . 2 =2 0 . =
Spesielt vil lim P(S” < x Ci)) = 1, og dermed lim P(L2 > Ll) = 1.
n n Q.E.D

I neste lemma skal gis K-egtimatoren for den asymptotiske varians til
g § y

SRR = (4319927912921

yn

47.95.9.79.9

LEMMA 24. (s. 61)

2 _ *~4 %2 2 2 2 2 2 _ _ _
A YT L I P PP o P P COPL PYALPPLIPR IPLISR TIPS,

-~

hvor w = d41.49,.4.14.,
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® = 4199279129
bij = qi'q'j {qi,Q.j(2-qi,’q.j)—qij(qi‘+Q.j"2qi.Q.j)}
Bevis:
Fra (49): .
2 2 ~ 2 2
S, = I I q..(B..”B*)" hvor B.. = og B¥* = T I B..q
P a1 g HH 1 8y i=1 j=1 1

La oss f¢rst finne sij-ene.

2 ~2
La M =(d;;9),79),95))" = 8.
SUM s L M A on
B " A Bij = 52 {aq.. u M aq..}-
u u ij ij
oM ~ oM ~ oM N oM ~
— = 20+q = = 20+q = = =20+q,, O =™ = =20°q, .
9q 22’ 3q 11> 3q 21 9q 12
11 22 12 21
oM _ oy _ '
aqll = q2.Q.2(q1,+Q.1)v q22 = ql'q'l(q2°+q'2)
o ol
— = + —_— =
Bqlz q2’q'l(q1' q.z)a q21 ql.q.z(q2_+Q.1)

Ovenstaende medf¢rer at:

A-z AN 2 ' '
11 = U {ZGU'qzz"e 'qz,q.z(q1.+q.1)}

w >

_ A__zl\ _ -
=M e{qu‘ql-qZ'q'quZ (q11q22‘ql2q21)q2.g.2(ql.+Q.1)}
6__2A
= U e{qz.q.2(2q22q1.Q.1_(q22'q2.Q.2)(q1.+Q.1))}
=1 70{q,,9,,(qy.9.5(q;.+q.1) "0y, (a; . *q, 17297 ,9.1))}
6_26
=1 "0{q,,9,,(9y,9.5(279,.7q,,)=qy, (q; , (1=q. ;) *q,; (1=q; DN}

2
= U e{qz'q’2(qz'q'2(z_qz‘—q'2)-q22(ql'q'2+q2'q'1))}

., _ AQA
= n "0lay.q,,0a,5,9,,(279y =q,5) 795, (q;,+9,,7245.9,,)) }= 1 "8b,,.

Tilsvarende fas: 822 = u—zeb11
~ A_ZA
Bl =H 6Py
~ A—zﬁ
°g Byy =~ 0Dy,
Herav fglger:
2 2 '
2 ~2 A2 A4 2 2 2 2, -
Sg= I I q:B;i=(Zq;.8; .0 =n 767 {(q1by)%ay,b 1%y ,5Dg1%dyb75)
i=1 j=1 W34

2
(431Ppp%d55P 11797551 7951P1) " 1

Q.E.D.
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Neste setning sammenligner lengden av to konfidensintervaller for
p11"22"1’121’21
"P1Pp.PL1P

Ty T
S S
ca . > "B a ~ B o4
LT er lengden til 1ntervallet:<:-(8+~7§ xgi))i, B+ —= x(3)) ,>
og L§ er lengden til intervallet:(in- ——E———— x(%), ;b+ “"E"~—— XC%):>-
2irb|/ﬁ‘ _2]1b|/3

LEMMA 25. (s. 62)

L¥ 2 4T§ VB B
(a) * 1

2 X( %) /L 8

(b) c, > 0 = L* <=7 L

o N

-~

)
() LX/L%>1 o= b ! (=0,207)
s, x(&) 2
g X2
(d) lim P(L§ < LT) =
n—-o
Bevis:
(a) Vi finner:
Lt = 28 o5 @) a*)? = 4%+ 8 @)
1 7= 3 SR 7o *92
SB o = 2 SB o
1 = —E— ) ap? - <3 x@
|TblV;7 ‘ 0

-~ S ~ ~ -
=.(LT>2 ) 4(T2+ VE,XCE))Tin 415 Vo' ‘ Ti /S+SBXC%)'

¥ 2 2 = o o
2 Sg (2) Sg x(3) Sg x(3)
415 Yo' Ti vo'
= + 1
a a
SB X("z") SB X(:,Z-)
S
N °2 &
(b) c1 > 0 = T, 7 oM X 2) = T Vo' > SB x(z)
(a) [1x\? L* L1, T
= —]}g > 4(1+1) = 8 = i—§>2/7=> L2< mL =Tl
L¥ beo /R RS k() o ) 9 .
() %> 1 e R > 1 &= 4Tbn+41b nSBx > SBX , hvor x=x6§).
2 SBX (—2')
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Lay=12/r—f ogb=8:x,y>0,b >0, Det fgplger nd at

b B
L* 2
1 2 1.2 2 b
'1"-§>14=¢ y+by>zb<=>y+by-z-—>0.
RY: + /2-1
Ved & l¢se likningen y +by—z—=0, finner vi y = 5 b. Herav
2
y by 2=(y- —/——'—-1 b) (y+ @*1 b) slik at
1L*
i—};> 1 &= (y-—/:—-l-b)( /§+1 b) > 0 e= y——c--l-b > 0 (siden y>0, b>0)
2 ~2
Tovn
=y > /2-1 b = L > ——-—-—-/2_1 - P2 > ——-—-@—1 = 0,207
2 b 2 SBX 2 a9
_o..© WA A
(d) lim P(LE < LT) = lim PGE; > 1) = 1lim P(s > =5 x).
n->o n-> 2 n-o B

Som f¢r nevnt, vil de forutsetninger som gj¢res for & danne konfidens-

intervall for 'rf), medfgre at '1‘2 > 0, slik at intervallet (162) har bare mening

b
nar vi antar Ty # 0. 1 safall vil
22 g2
b P b
-§— > -6— =a > 0,
B B

Dette gir at

'rlz) 0 t<a
limP(g—_t)»

<
n B 1 t>a
~2 ~2
b b
La si Yn=/r?-——- og la k>0,P(Yn>k)=P(-é——>

m
W

n L]
. k
For en valgt t € <0,a> eksisterer N s.a. for n > N sa er 7 < t.

Dermed has for n > N:

;2 ;2 “2
b k b
Pz > 59 2P >t) =1 - P(—-— <6,
B B B
hvilket gir:
lim P(Yn > k) = 1, Spesielt gjelder dette for k = fg’-l X,

n

hvilket gir (d).

QoEoD-
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L INFERENS I KONTINGENS -

DEL 2: M PE
T ER.

ULTI
ABEL
I.  INNLEDNING.

I del 1 var vart utgangspunkt & unders¢ke avhengighet i en bestemt
kontingenstabell., N& skal vi diskutere multippel sammenligning av avhengighets-
mdl i flere tabeller. Tre forskjellige multiple testﬁetoder utvikles, Spesielt
behandles sammenligning av 2x2-tabeller. La oss f¢rst gi noen forutsetninger

og notasjoner.

I.1. Forutsetninger og notasjoner.
Betrakt K toveis kontingenstabeller. La antall kjennetegn for A- og B-

faktoren i k-te tabell vare henholdsvis Vi ©8 W, 08 la vk=vk'wk, for k=1,...,

K. La pijk betegne cellesannsynlighetene i k-te tabell, slik at

W
I p... =1 (1)
J

for k=1,...,K.

vare antall observasjoner i celle (i,j) i k-te tabell;

| « Yk % 5 e
hvor o er antall observasjoner i k-te tabell. Lan = I n, og m = nk/n.

Videre lar vi X..
ijk

for k=1,...,K. De relative hyppighetene betegnes med

™ ene betraktes som konstanter ndr n gir mot uendelig.k= Fgplgende vektor-

notasjoner vil anvendes:

P = (Pryps Proxr v Ply k* P21k 7 Pyw )

Kk, K

qk = (qllk’ qlzk’ M qkak’ q21k, sy qVka k) (2)
s

o
I

= (Pl, sey pK)
q = (ql’ ey qK)

Det antas at fors¢ksrekkene i hver tabell er innbyrdes uavhengige, slik at de

tilfeldige variable Qps +ev» Qg OF stokastisk uavhengige.
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La nd d vere et avhengighetsmdl, med kontinuerlige partielle deriverte
som funksjon av cellesannsynlighetene. (Merk: Resultatene gitt nedenfor vil
under visse betingelser ogsd holde for mdlene A, A
kapitel III.)

b ©8 Ar fra del 1,

La videre dk vere malet d i k-te tabell, for k=1, .;., K. Da er dk en

funksjon i v, variable med kontinuerlige partielle deriverte. Dvs.

k
A
dk = dk(pk)' La dk = dk(qk), for k=1, ..., K. Tilsvarende notasjoner som 1

del 1 benyttes:

2 e Yk .
Od.k = iil jil pijk(dij,k - dk) .
hvor
d " for i=1 v o i=l .
1k Bpy g b wees V0B Gl weey WL
og
Vi W
% T 121 jil dij’k Piik for k=1, ..., K.
En koﬁsistent estimator for Oi,; er gitt ved:
2 Kk .. ‘s
Sd,k = iil jzl qijk (dij,k - dk)‘ “
hvor
PS
diie = 955,609
og

)
* = g%
¥ dk(qk)

Det antas at ingen pijk er lik null, og videre at for alle k=1, ..., K

eksisterer i,j slik at
# dX ‘
i * % | )

(dvs. at 02

d’k > 0 fO!‘ kal’ LU ) K)'
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Antagelsene og betegnelsene ovenfor vil vi forutsette holder i hele del 2,
og de vil derfor ikke bli gjentatt. Alle resultater vil gjelde asymptotisk.
Ved anvendelse av metodene antas n stor, slik at alle resultater holder

tilnermet.

I.2. Asymptotisk fordelingsteori.

De grunnleggende setningene som vi far bruk for er fglgende tre teoremer

(for bevis henvises til appendikset).

TEOREM 6,
For © # j, 1 =1, vo., Kog g =1, «v., K gjelder:
N n
d. - d. - (d. - 4d.)
- _1 ] 1 i D
Tij 52 52 T + N(0,1). (6)
/d)i dsj
\ +
n. n
1 ]
TEOREM 7 . “ oy
K T, (d, -d)
~ k %k D 2 e e
U=n 12(_1 "'—'——————SZ > XK—]. nar dl d2 ees dK (7
- d,k
Her er:
N )
N K n.d K n, K wld K "
d= 1 —* ¥ = I = T . (8)
i=1 s i=1 g2 i=1 g i=1 s
d,i =t %41 d,i / d,i
TEOREM 8 «
(d,-d)*
K n -d
o Sk E D2 9
k=1 S K
d,k

II. MULTIPLE INFERENSMETODER FOR KONTINGENSTABELLER.
IT.1. Multiple normal-tester.

La oss anta at d er et passende avhengighetsmdl i de kontingenstabeller

vi ¢nsker 8 sammenligne (for valg av d, se del 1 - kapitel III). Som i del 1
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lar vi x(a) vere (l1-o)-fraktilen i N(0,1). Det er ialt (5) forskjellige
differenser di - dj’ i « j, Simultane konfidensintervaller for differenser i

d, —ene fas av fglgende:

P(Tij-— X (K(K l)) for alle i og j, 1 % j)

=1-P(U T,. > x(Em—))
i%j ij K(K 1)
=1 - o . - -
=1-P(U ]Tij|> X("""'""K(K—-l))) (fordi Tij Tji)
1<]
' 2a
>1- 1 P |T ] > X(ommr)) = 1= I e
i< RED e o KED)
_ 20, Ky _ _
“loxen @l
Herav fg¢lger:
s2 2 "
) - o ) d,l d,J d 4
lim P (d.-d.-x( - + < d.-d. <
. i 7] K(R-1) n. nj i 7]
~n .
d.- for alle i#j)> l-a. (10)

Simultane konfidensintervaller med asymptotisk konfidensgrad P > 1l-a, for

differenser di—dj er dermed gitt ved (10).
La oss nd betrakte hypotesen:

H: d, =d, = .,, =d (11)
og la

Hij: d; = dj' (12)

Vi forkaster Hij hvis intervallet (10) for di—dj ikke omfatter O,

Dvs, hvis

(13)
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Testkriteriet (13) gir fplgende naturlige test for sammenligning av di-ene:

Multiple normal-tester (N-tester).

"

A
Pastd d. > d. hvis H,. forkastes og d. > d., dvs. hvis
i j ij i 3

0 (14)

o
T G

La oss f¢rst se pd sannsynligheten for minst en gal pastand "di > dj"
under H,
Begivenheten {minst en gal pistand under H} er lik U {pésta d, > d.}
= U {pédstd d, #d.} = U {forkaste H..},
.. i j .. ij
1<] 1<]
og PH( U forkaste Hij)=1—PH(alle intervallene (10) omfatter 0)
i<j
=1 - PH(alle intervallene omfatter di-dj)_i 1-(1-a) = a.

~

Videre, siden di og dj er konsistente estimatorer for henholdsvis di og dj’

sd vil

a “D
d, - d, >d. - d., slik at
1 ] 1
o o 1 1»(<di"'dj
lim P(di—dj> x) = 4, % >d -d. (15)
n--o 1 ]

Herav sees at

~ ~
lim P(past&d d, > d,|d. < d,) < lim P(d.~d., > 0|d.~-d. < 0)=0,
1 Jj 1 J - 1 ] 1]

n-—+e n-o

Det sees ogsd lett fra teorem 6 at

lim P (pastd d. > d. | H,.) = a/K(K-1),
i 7] i]

n-»o

Fplgende resultater er dermed vist:

LEMMA 26,

a) lim P(minst en gal pdstand "d. > d."|H) < a
n>® 1 J -
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b) lim P(pdstd d, > d.| d., < d.) =0 (16)
oo 1 31 ]
¢) lim P(pistd d, > djl d, = dj) = a/K(K-1),

n-e

La oss na betrakte sannsynligheten for minst en gal péstand: di > dj’ generelt.
For det formdl f¢lger vi Spjetvoll, [18], og definerer indeksmengdene Vi for
i=1, ..., t.

v, < {1, 2, ..., K}, vin Vj = @ for i*j og

t
vv, = {1, 2, ,.., K}
1
1=1
t
La videre v, vaere antall indekser i Vi; slik at I vi=K.
i=1
.. 2 2
Definisjon 13. w(Vl, veey Vt) er mengden av alle dl’ ""dK’ cd,l’ rerr 94 g2

slik at di=dj nér i,j€Vh og di#dj ndr i og j tilh¢rer forskjellige Vh~er

La -d',.=(dl’ * 00y dK) Og -g-d=(cd’1’ d’K
= a(d, gd) vere sannsynligheten for minst en gal pastand "di>dj"

veey 0, ). La videre a(dl, eney d

K’ Od,ljcq,cd,K)

Da gjelder:

TEOREM 9 .
For(d,__d) € w(Vy, vouy V) il
. ¢ 0 o
a) I;m a(dl, very dpy o ) = 1;m P(hU1 1,?23 Tij > x(ETE:TT))
t
=1 - hEl lim P (???Evh ng < x-E?E:Ty))

D) Lin 6y, e dp g < (- =ha - 1) an

Bevis:
aj Fra lemma ng) folger at for (g,_gd) € w(Vl, “rep Vt):
lim P (U v U (gal pdstand "di>dj")) =0 (18)

n g#h i€vg €V
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Dette gir:
lim u(dl, veos » O ) lim P(U U U (gal pastand: d.>d.)
n * n +h ieV_ jev 3
g g h
t
u U u (pasté: di>d'))
h=1 i%j J
i,jth
t t
= 1im P(U U (péstéd d{>d.)) =1lim P(U U (pésta di#d.))
n h=l i#j v n  h=l i<j J
i’jevh i,jEVh
t
= 1limP(U U [T | > X (o)) (19)
n b=l i<j RGeD)
i,jEVh
t o t o
= 1lim P(U max T.. > X(==—=<)) = 1 - 1lim P( N max T,
n h=1 i,jEVh 1] K(K D n h=1 i Jevh 1]
2 xGey))
t 10 o
=1=-1im I P(?a§ Tij A3 x(K K-l)))’ siden Yl’ veny Yt er stokastisk
n h=1 1,J€Vh
uavhengige, hvor Yh = max To..
i,jev, a
b) Fra (19) has:
t a
1im OL(dl, ooy dK, Ud) < I X lim P( |T ! X(m))
n h=1 1<J n
i,jevy
- ; 5 20 _ _ 20 ; Vh(vhml)
hel i<j KD RED 27 2
i,j€vy
o £y
T XKGE®-D) Povy m K.
K( h=1
t .
La oss na betrakte Vh' I appendikset blir det vist at den maksimale verdi
h=1

inntreffer nar (t-1) v, ~er e

t

b v2 < (K—t+1)
h=1 h

+

r 1ik 1 og en er lik K-(t-1), Dvs.:

t"l.o
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Herav:

. o 2
l;m og,(dl, ceey dK, Ed) im [(K—t+1> +t-1- K]

i?%:TT K-t+1l) [K -t + 1 - ¥]

- LU, - a-Eha - £ Q.5.D.

Den ¢vre skranken i b) avtar ndr t ¢ker og har sin maksimumsverdi for t=1.

Dvs. at uansett (d, gd) séd er
lim a(d, gd) < 0 (20)

La oss tabellere (1 - E%%)(l - %E%) for noen verdier av K og t.

K~ 1| 2 3 | o4 5 i 9 ceo |19
2 1| o0

3 1 | 0,333] o0 I

4 1 ]o,5 10,167 | o §

5 1 o6 (0,3 |o1 | o0

10 1 | 0,8 {0,622 |0,467] 0,333 i 0,022

20 1 | 0,9 10,805 {0,716] 0,632 | 0,37 0,005

II,2. MSD-testen for kontingenstabeller.

Tittelen pa testen er valgt pd grunn av analogien med Fishers MSD-test
(minst signifikante differens-test for rangering av forventninger i varians-
analysen, se f, eks. [}3], s, 90),

Vi betrakter igjen hypotesen (11):

H:d.-d ...'-dK.

Fra teorem 7 sees at fg¢lgende test gir asymptotisk nivd lik a.
Forkast H hvis

K ‘ﬂi(di-d)z ‘ .
U=n 2 —— > z(K~1,0) (21)
i=1 s .

d,i
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hvor, som i del 1, z(K-1,4) er ¢vre a~fraktil i kjikvadrat-fordelingen med

K-1 frihetsgrader. Goodman betrakter i [41, avsnitt 4 noen hypoteser pd formen
H, for sammenligning av 2x2 tabeller. Testeﬁe som angis vil vere spesial-
tilfeller av (21).

MSD-testen for differenser di—dj bestdr av to trinn:
Trinn 1, Tester H med (21)
a) Dersom H aksepteres, s& stoppes prosedyren,
b) Hvis H forkastes, gdr vi til trinn 2,

L]
Trinn 2, Sammenligner di-ene parvis og pdstdr:

. o o .
di > dj hvis Tij > XGE), dvs. hvis

N UL
d. - d. > x®) SRR § (22)
1 k| 2 n. nj

Siden begivenheten {minst en gal pastand "di > dj" under H}

= U> z(K-1, a), sa er

lim PH (minst en gal pastand: di > dj) < lim PH(U>Z(K—1,Q)) = q.
n n

Dessuten vil

2 SZ ‘7
a a~ s b ~ ~
{pésté d. > d.} = d. - d. > xcg) d,1 dlj-( = d, -d. > 0
i j . n
Fra (15) f¢lger dermed at

1;m P(pasta di > djl di < dj) =0

. . o o (o] g . o
siden: {pasta di > djiﬁ = {Tij > x(2)} har vi ogsa at
. o o u
lim P(pasta di > dj | d. = d.) 23

n L J

Folgende egenskaper ved MSD-testen er dermed vist:
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LEMMA 27.

a) lim P (minst en gal pdstand: d, > dj[ H) < a.
n _

b) lim P (pdstd d, > d, | d, < d.,) =0 (23)
n 1 i 1 ] '

1i istqd d, > d. . =d,
c) ;m P (pdsta i dJ | d1 dJ)

IA
Y Fe

Vi f¢lger nd notasjonene i II.l. og lar'w(Vl, ey Vt) vere som 1

definisjon 13. Neste resultat gir oss lim a(dl, e dK’ gd) for MSD-testen.
n

TEOREM 10.

a) For (dl, vees dK’ gd) ew(Vl, ceey Vt) gjelder:
lim P(U>z(K-1, o)N max Tz. >x(%)), for t=1
lim Of,(dl, e ey dK, —O'-d) = n i"j .

n
t

lim P( U max T..> x(%))
n  h=l i,jev. *J
h
t
= 1- 1 1lim P(max T?.jx(%)), for t>2
h=1 n i,j€Vh 1

(K+1—§)(K-t) @ for t>2 (25)

b) lim u(dl, ooy dK,_gd) <

Bevis:

a) Resultatet for t=1 (dvs.: d1= ces = dK) folger direkte.
La t>2. Som i beviset for teorem 9, vil for Qg,_gd)€w(vl, ceny Vt):

lim P(U U U (gal pastand: d, > d.)) =0
o g#h €V €V ]

fra lemma 27b).

Dermed vil:

lim a(dl, ey dK’ gd) = 1lim P(U U U (gal pdstand: di > d.)
n n g*h i€V_ jEV ]
t ‘ g~ 'h
u U u (pésta di > d.))
h=1 i#j J
i,jEVh



- 122 -

t
= 1lim P( U U (pasta d., > d.))
n h=1 i#j o
i,j€Vh
t
= limP(U U (U>z(K-1, o) N TO,> xc%))
n h=l i#j )
i,JEVR
t
= lim P(U>z(K-1, o) N U U |2, >x(3))
. - 1] 2
n h=1 i<j
?‘-:JEVh
t
= lim P(U>z(K-1, ) N U max To, > x(%-)).
n h=l i,j€v ]

8iden t>2 sa er minst et par dss dj forskjellige.

NS
La V= I 5 ;s U=n \
k=l sy,
- K m (d =d.) K T
Videre vil d - d1 g z k 2k L ) —%~ = a > 0 (fordi minst en dk*di)
=1 Od Xk k=1 Od K
k#i ’ 3
s (3 o ~ &» P
Dette gir at di -d-= (di—di)—(d-di) +> a > 0.
Herav:
K w
\Y R 32 z k =Db >0
k=1 02
d,k
D . . U-nb
= V-b > O hvilket gir at P¢( ~ >v) E:; 1 for v < 0.

Land 0 « ¢ <b, Da has at

U-nb
n

> - g e U > n(b-g) = nc; c > 0,

Herav

lim P(U>nc) = 1.
n \
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Det 3N, slik at for n>N sd vil nc>z(K-1, o). Dvs. n>N gir:
P(U>z(K-1, a) > P(U>nc), slik at

lim P(U>z(K-1, o)) = 1.
n

Dvs. testen (21) for H er konsistent., Dette medfgrer at

t
lim a(dy, «vey dpy 0p) = lim P( U max T‘i’. > x(%))
n n - h=1 i,jEVh
. t o o
=1~ 1lim P( N max Ti. < XGE))
h=1 i,jev*J
h
t o . _,0
=1- I 1lim P(max Ti'~§ XGE)).
h=1 n 1:J€V 3
h
t o N t vh(vh-l)
b) Fra a) has at lim a(d, gd).i I I lim P([Ti.l >x6§))=u I ——
n h=1 i<j n ] h=1
i jEVh '
o by 2 o 2 o
=57 I ww-kK <3 [(K-t+1)° + t - 1 - K] =7 (K-t+1) (K-t).
h=1

Q.E.D.
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II1.3.  Simultane konfidensintervaller for generelle lineerkombinasjoner
og produkt-potenser av avhengighetsmdl fra K kontingenstabeller.
) K
I1.3. (Z) Generelle lineere funksjoner T c.d..
i=1 *

En prosedyre for multippel sammenligning av generelle linearfunksjoner
i dl""’dK kan konstrueres av simultane konfidensintervaller. Konstruk-
sjonen av simultane konfidensintervaller for generelle linearkombinasjoner

cidi er analog med metoden anvendt av Spjetvoll i [19].

i=1
Fra teorem 8 har vi et asymptotisk l-a-konfidensomrdde for d = (dl""’dK)’
gitt ved
A 2 K (ai—d-)z
A(d,S) = {d ¢ I —5—n, <z&w} (26)
i=1 S, . L
d,1
~a A 2 2 2
hvor d = (dl,...,dK) og S = (Sd,l’°'°’$d,K)'
TEOREM 11. Do stmultane konfidensintervaller for generelle lineere
funksgjoner Z c. d basert pd omrddet A er av formen
i=1 —
K ci83 1 K K cfscz1 :
(a): T c. - vz (K,a) =2l ¢ T e.d. < T c.d, + Vz(X,a) —t (2
. 1 1 n. - . 1 1= . 11 . n.
1=1 1=1 i i=1 i=1 i=1 i
Asymptotisk er samnsynligheten lik (l-a) for at (a) holder for alle
lineere funksjoner Zcid. , dvs.
c?Sj . K K Cfsi ;
11mP(ch-/z(KoL' Pt < ¥oe.d, < zcd+/z(1<a’ g =t
n, - . ii- n.
n d i=1 1=1 i i=1 i=1 i=l i
for alle Cl""CK) =1 - Q.
(for alle d = (dl,...,dK) slik at (5) holder.)
Bevis: A K (a -d. )
La E. = {(d,S7) T n. < z(K,a)}
d == . 2
= i=l S
d,1
K ciSj i K
og F.={(d,s%) : Tc Ve(B,a)y/ & ——=2 < % c.d, <
d -d . n . -
= i=1 i=1 1 i=1
K cisﬁ i .
< Y ec.d. +/z(K,a) / T == for alle (c y...5C,)}.
- . 1 i n. 1 K
1=1 i=1 i
Beviset .gdr ut pd 4 vise at E, = F, (for alle n)
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c K
La, for en gitt vektor c = (él): ai(d d) = min ? (Z cidi) og
K d€A(d, S ) i=1
K K c
a (d S %) = max , 0 (I c;d), davilE, < F - {d,s ) Lc.d, <a,
d€A(d, Sd) i=1 i=1
for alle vektorer cl.
Anta nemlig (éﬂ§d) € Ed. Da vil for en vilkarlig c:
aS(d,s?) < g d, < (d ) e For all 8 er:
1(d:84) < i=1ci ; S or alle c s e
aS(d,s?) < g d, < a%(d,s?) e (d,8%) € ¥
R ihs b S A £224 d’

(Dette holder fordi: (d ) EE, e=>dE€ A(d,_d))

d
K
La oss finne ai og a2. Maksimum og minimum av I cidi md inntreffe pa
randen av A(@,sz), dvs. for en go slik at il
K (ﬁi—d9)2
p --TTJL—- n; = z(K,a).
TS K (d,-d7)°
% .~d, _
Anta f.eks, at a; = % c.di hvor I 12 = < z(K,a)
i=1 * i=1 sj
W * ci ’
Sett di = di +v§— for en konstant T. Det medfgrer:
K K K K
*
z cid:* = I c.df + % T c? > I cidi'
i=1 i=1 * 1 i=1 i=1

. * . . . - .
Siden d er et indre punkt i A, eksisterer € > 0 slik at:

{]d" - a] = /1 (@j-a)%e} = {d€n)

i=1
K K
og id* - d*¥|2 =<—% z c? < 82 for T2 > —%- z ci.
K® i=1 " e’ i=l

° * . o
Dvs. at for tilstrekkelig stor nok T sa er d * € A, og dermed har vi fatt
en selvmotsigelse.
Helt analogt kan det vises at minimum av Zcidi md inntreffe pd randen.
Ekstremumverdiene finnes ved & bruke Lagrange-metoden, under bibetingelsen
K (4=’ .
z ———, = z(K,a) . (28)
j=1 Sd .
1
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d -d
og  _ A . k k ‘
adk =0: e, * A 32 n = 0 for k=1,...,K
d,kﬁ
~ 1 S§ K (=4 )Vn] Sy
d-d =3s.——c = = —~7=%— c
k 'k X n, k Sd,k A 0. k
Dette gir: R 2 ?
K (d,~d)) L RSy
L= N =73 L5
=1 Sd,k AT k=1 k
Herav: 2 9
1 XS54k
5 z '“;fl"'= z(K,a) og dermed:
A° k=1 k
K K 2
~ 1 RS54, K
X cid1 = I Cid' + N Y 2. = I c.d. %
i=1 i=1 * 1 i=1 Mt g1 P

Dvs.

og dermed Ed c Fd .

Har igjen & vise at F,CE, .
) =c - c .
< .
Anta (g,§d) € Fd’ dvs. at a; < E cidi < a, for alle ¢

Spesielt for f¢lgende ¢ gitt ved? 1
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har vi:

K
| £ ci(ai-di)' < Vz(K,a)

i=1

Det medf¢rer:

2 1
K(d—d) K(d—d) s< .,
1 i 2 1 d,i
vET D) §1 32 n; £ vVz(K,0) ) 0 SR o
= . 1=1 ST . 1
d,i d,i
K (d -d, ) K (d -d. ) '
- § —t— 2 n, < Vz(K,0) z ----—-—--'n
i=1 i t
d i d i
K @3- A2
L .E —5—— < z(K,a) «»»(g)§d) € Ed .
i=1 Sd 5 =

Hermed er det vist at Ed Fd for alle n, slik at

1lim P(Fd) = lim P(Ed) =1 -a. Q.E.D.
n = n =

For differenser di-d. ser vi at intervallene i teorem 11 er pd formen:

2 2 2 2!
A A . s, L .82,
d, - d, - Vaol et + Ll < g.-q, < d.-4, + /a(Koy -2t + Lad (29)
1 J ni nj - 1 J - l J ni nj

Testmetoden for linezre funksjoner i d,-ene bestdr nd i & pastd Lc.d, + 0

hvis intervallet ikke omfatter 0, dvs. hvis

(30)
For differenser blir testen: Pastd di + dj hvis Ingl > Vz(K,a)
hvilket gir:
Péstd d, > dj hvis TOj > Vz(Kyal) - (31)

Sammenligning av denne testen og multiple N-tester gj¢res senere. Noen egen-

skaper ved testen (30) er gitt i neste setning.
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LEMMA 28. |
lim P, (minst en gal pdstand: Ic.d, # 0)=f ¢ for hwis d =
roT o <a his d # 0
Bevis:
° K
Anta f¢rst d = 0, Da er X% c.d. = 0 for alle ¢'=(c,,.., c,), slik at
) i=1 * 1 1 K

P(pastad minst en & Cidi # 0 feilaktig) = P(p&std minst en X Cidi # 0)

1- P(alle intervallene (27) omfatter 0)

2.2
K A KC.Sd. K A
=1 - P(L c,d, ~/z(K,a) ¥ I ——22<3Zc.d, < I c.,d, + /z(K,q) x
i=y **t i=1 " ittt T b
K oe’sy
Y =——2— g3alle ¢ I Ye,d, = 0) » 1-(1-0) = o.
i=1 1y it e
La nd d # 0.

Pd(minst en gal pastand: I Cidi £0)=1- Pd(ingen gale padstander)
= i=1 -
=1 - Pd (Intervallene (27) omfatter O for de c, slik at Zcidi = 0)
= i
Begivenheten { Intervallene (27) omfatter Zcidi for alle c} => {Intervallene

(27) omfatter Zcidi for de ¢, hvor Zc;d{ = 0}

Herav ses at

lim Pd (Intervallene (27) omfatter 0 for de c, hvor Zcidi = 0) > 1l-o.
an ¢

og dermed lim Pd(minst en gal pastand: Zed; #0) < a.

QOE’C Do
K N
Hvis I Cidi > 0 og (30) holder vil det vare naturlig & pasta
i=1
Zc.d, > 0,
.1
i

Da vil fg¢lgende resultat holde:

LEMMA 29.
K K
lim P(pdstd L c.d, >0 | L c.d, <0) =0
n i=1 1 i=1 *
Bevis:
K, p K
I c,d, > I c.,d,. Det medfgrer: Zc.d, ® Zc,d,, slik at
j=1 1 4oy 11 T B
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1 hvis x < Zc.d.
ii

lim P(Zc.d. > x) = t
11

n i .
0 hvis x > Zcidi c2 2 }
Herav lim P(pdstd Zcidi >0 | Zcidi < 0) = 1lim P(Zcid > (z(K,0) I -E—ESL-) )
n i n i . i i
< lim P(Zc,d, > 0 | Zc.d, <0 | = 0.
- . 11 i1
n i
Q.E.D.

Testen (31) for differenser har tilsvarende egenskaper som multiple N-tester:

LEMMA 30. For (d,0 ) € w(V

l""’vt) gjelder:
t
a) lim u(dl,...,dK,gd) = lim P( Yy max T?. > Vz(K,a)) =
n n h=1 i,jEVh

t
1 - I lim P(max ™. < vz(K,a)).
= .. ij —
h=1 n 1,_]€Vh -

b) lim o(d
n

.,dK g’d) < Q.

l,n.

Bevis:

a) Helt analogt med beviset for teorem 9a) ved & erstatte x(g7o—=
med vz (K,a).

b) Fra a). 1lim a(dl,.
n

¢ slik at ci=1 og cj=—1, ck=0 for k#i,j, og di?dj)

T

..,dK,gd)=1—lim P(intervallene (27) omfatter O for alle

=1-1lim P(intervallene (27) omfatter di—dj for de i,j s.a. di=dj)

<1l-lim P(intervallene (27) omfatter Zcidi for alle ¢) = 1-(1l-a)=a. Q.E.D.
n

Analogt med teorem 9b) has ogsa

t Vh (Vh—l )
lim a(dyyeseydyy04) < 2[1 - Q(/;?E:ES)]hil

n

A

1°°
{1 - ¢e(Vz(K,a))} (K+1-t)(K-t),
I II.5 sammeﬁlignes XQET%:T7)°3 Vz(K,a), og det viser seg at for alle

vanlige valg av o sd er x(5m—~ )) < Vz(K,a). I sifall er .

K(K 1
1 - ¢(Vz(K,a)) < og dermed: lim a(d d )<(1 L5 l)(1 E:l)a
»@ K(K KE&-1)* °8 o LRy R k-1
K L
II.3 i1) Generelle produkt-potenser: I d
k=1

Det antas nd at avhengighetsmdlet d er positivt, dvs. d, > 0, for k=1,...,K.
Hvis vi er interessert i 4 sammenligne graden av avhengighet i tabellene, vil

dette alltid vere tilfelle. Anta. f.eke. at vi har valet malet v (se del 1-
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III.3 (ii)), v € [-1,1]. Vi bruker da simpelthen d=y2 til & sammenligne
styrken av avhengighet i tabellene.

La oss na betrakte lineare funksjoner i In d, -ene istedenfor dk'

k
Dersom dk har kontinuerlige partielle deriverte, vil selvsagt ogsd 1n dk ha
3ln d
kontinuerlige partielle deriverte, og —k . l—d*. -
op. - d "1ij,k
ijk k
Herav fglger at:
52 LV '
In d,k 3 | 7d,k (32)
k)
Fra teorem 11 har vi dermed:
T |
K " K ci Sé K K
lim P( £ ¢, 1In d, - Vz(K,a) I ——=—*— < Ic¢lnd
k k 2 k k —
n k=1 k=1 n, d k=1
k k
2

for alle c.

Vi her dermed f¢lgende resultat:

K ck

TEOREM 12. Simultane Konfidensintervaller for generelle produkt-poteser Il dy
~ k=1
(In d.-1n di)2

basert pa omrddet Aln(ghgi) ={d: % ; ni'd§~5 z(K,a)} er av
i=1 ST .
d,1i

formen: K c% Sﬁ . J K c% 52 ’ 4
'[Z(K,u) T —i—:ill} z(K,a) I —i—ngi
K, C i=1 n.d, K Cr K. c. i=1 n.d?
(a) md e tt < nd "< 1d K o 11
k=1 k=1 T k=1 ¥
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Sannsynligheten er asymptotisk lik (1-o) for at (a) holder for alle (c], veey CL)

K
4
Det kan vare av spesiell interesse & betrakte forholdene-g— .
Ved & sette c; = 1, cj =-1 og C, = 0 for k * (i,j), ser Jman at teorem 12
gir oss fglgende intervaller for di/dj:
2 2 3 2 2 i
54 54 dyi . Sd,j
o tle®a) —Si- 2l a|2®e)| =5
di , n di .d d. d. 'di n.d.
- 1 NN <-—-£<—A—1e l 3] (34)
3 o= d. =
. ] d.
J J

Fra (33): lim P((34) holder for alle i,j) > l-o.
n.

Multiple N-tester for differenser 1ln di - 1n dj kan ogsd anvendes til a
konstruere simultane konfidensintervaller for di/dj'

(10) gir oss fglgende intervaller:

S -
52 . 2 /s® s
N o e Xy [t +
d. K(K=1) d%ni n. . 4, K(K D di . din,
?i e r JJ X« — e 33 (35)
=7 =
d. ] d.
j j

Sannsynligheten for at (35) holder for alle i og j er asymptotisk > 1 -a.

Som f¢r nevnt blir det senere vist at for alle de vanlige valg av o sa er

% ( Yz(K,a), slik at intervallene (35) er kortere enn intervallene (34).

Q
-1y ©

Testmetoden for produkt-potenser:
K ¢

Pastar Hdk k # 1 hvis konfidensintervallet (33) ikke omfatter 1,
K= :
dvs, hvis
k2sd kcsd .
z(K,a) I ——xit -z (Rya) T =t
, 2 . 2
K . ck i=1 nidi K . S i=1 nldl :
I dk > e eller I dk < e
k=1 k=1
(36)
LEMMA 31. . .
K ck
lim P (minst en gal pdstand: 1 dk #1) <o
n k=1
Bevia:
P(minst en gal pdstand) = 1-P(ingen gale pdstander) o
= 1-P(Intervallene (33) omfatter 1 fordi c slik at IId L 1).

k
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K c

Na vil begivenheten {Intervallene (33) omfatter I dk k for alle c} selvsagt
c k=1 c
medfg¢re at {Intervallene (33) omfatter Hdk for de ¢ hvor Hdk k. 1}.
Herav ses da at
K

lim P(intervallene (33) omfatter 1 for de c,s.a. nd, — = 1) > 1-a,

n
og dermed

P(minst en gal pastand) < a. Q.E.D.

Ved & anvende teorem 11 og 12 kan vi konstruere simultane konfidensintervaller
for generelle linezre funksjoner og generelle produktpotenser samtidig.

Resultatet f¢lger fra en enkel relasjon for to begivenheter Rl’ Rz:

P(R; N Ry > 1 - P(R) - P(Ry) = P(R)) + P(R,) - 1

LEMMA 32.
K . N K ci Si i : K K .
lim P9 I ¢, d, -{z(K,7) L —2— < Zc¢d < Zcd +
n o [k=1 K a1 M4 =l © KT =1 B8
a K ci Si ] 4
Z(K’E I ——;f—iiJ for alle ¢ = (Cyyenny ck)
i=1 i : * v
K b% Si . } o K bi Si i
-2 (K3 T —gE 2(K,5) T ——
K . bk i=1 n.d. K bk K . bk i=1 nid1
n 1 dk e te < I dk . < I dk e
k=1 =1 k=1

k
for alle b = (bl,..., bki}.z l-a.

Som et eksempel p& anvendelse av multiple inferensmetoder, la oss betrakte

K 2x2-tabeller.

II.4. Sammenligning av K 2x2-tabeller.

P P
La A, = _Lik 22k , for k=1, ..., K. Det antas at p.., > 0 for i=1,2,
K Prok Paix 1k
j=1,2 og k=1, ..., K. Ak er kryssprodukt-forholdet i k-te tabell.
: ~ Yk 922k 2 _ -1 -1 -1 -1
La videre Ak = E;;;-EZI;, og Sk = Xllk+X22k+x12k+X21k’

for k=1, ..., K.

Fra lemma 21:

2 2.2
sA’k = n A 8., for k=1, ..., K. (37)
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~

La Pr = 1n Ak og Sk = In Ak. Da er fra (32):

2 2
= 38
Sp,k nkSk (38)
Fra II1.1.(10) har vi f¢lgende simultane konfidensintervaller for Py - p.:

_ ~ - a 2 2 _ ~ ~ /2'__—_" 39
Pi ~ XGEDy)/ SitS] Sep TPy S eyt XGmey) (39)

Multiple N-tester for Py pj blir dermed:

o .o . ~ ~ ‘ a /.2 .2
Pastar pi * pj hvis ]pi pjl > XGETE:TT) Si+Sj (40)

For k=2 faller resultatene (39) og (40) sammen med resultatene i [5],

(s. 97, (49) og (52)).
Ved & anvende teorem 11 fir man simultane konfidensintervaller for lineare

funksjoner i A —ene pa@ formen:
K K

K K 249 9 2 2 2
) A - Vz(K o) T c.AVS,Y < T ¢ A < Z A + vz (K,a)
17171 — k'k — i 1 1 i
k=1 i=1 =1 - k=1
(41)

Er man bare interessert i differenser Ai - Aj, vil man som f¢r nevnt for vanlige

valg av o fa kortere intervaller ved & anvende (10), noe som gir:
Ai Aj x(K(K 1))/Al ; +A SJ :-Ai Aj :-Ai Aj + x(K(K 1))/A S +AY S1
' (42)

Simultane konfidensintervaller for produkt-potenser blir pd formen:

K 4 K 4
-[z(K o) I CZSZ] [Z(K,a) )} c?S%]
i . 11
K . ck i=1 K S K . N i=1
04 e 2 WA < A e (43)
k=1 k=1 k=1

Simultane intervaller for forholdene Ai/Aj blir som regel kortere ved &
anvende (35) som gir:

* @Dy /S

2.2
x(———“_ ) /S5+8% .
K(K-1) /1 j (44)

1.
Z—<

D)lt>>
.-l-
o
D»d > >
.-l-



- 134 -

II.5. En vurdering av de foresldtte testmetoder for differenser.
Det er foresldtt tre tester for differenser di—dj:
A: Multiple N-tester.
Pastar di > dj hvis Tg. > X(K(K 1))

B: MSD-testen,
o ° . o ¢
Pastar di > dj hvis U > z(K,a) og Tij > xGE).

[ I

C: Avledet av simultane konfidensintervaller for lineare funksjoner

Pastar di > dj hvis ng > Vz2(K,a) . 1

i
Sannsynligheten for minst en feilaktig pdstand (di > dj) er < o (asymptotisk)
for testene A og C. For test B vil dette bare gjelde generelt nar d1="'=dK'
Fra (25) sees at for t=2 f.eks., vil den ¢vre grensen for den asymptotiske
sannsynligheten for minst en feilaktig pédstand ved test B vare ﬁE:l%ﬁE:glu

som er mye stgrre enn o hvis K > 4., Dessuten vil for t > 2 lim a(g,gd) vare
minst lik a. Testene A og C b¢r derfor foretrekkes framfor tegt B. Ved
sammenligning av testene A og C foretrekkes den som gir st¢rst sannsynlighet for

a '"pastd d, > dj" nér d; > dj' Dette gir: A er bedre enn C nér

X (K(K l)) < z(K,a), (45)

hvilket vil si det samme som at konfidensintervallene (10) er kortere enn

intervallene (29).

La nd Y vere en stokastisk variabel, Y n N(0,1).
Daer: 1 - a=P(-x() <Y< x@) = Py’ < xz(%)) - P(¢% < 2(1,a))

siden Y° o xi. Herav:

xz(%) = z(1,a).

Dette gir:
2 o 2a
For K=2 er x (K(K 1)) =2z(l,a) < z(2,a). : :

(Generelt: p < s = z(p,a) < z(s,a):)

Dvs. at for K=2 er multiple N-tester den beste for & sammenligne di—dj'
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For K > 3 er ikke situasjonen sa enkel, men for alle vanlige valg av a (<0,25)
ser det ut som om z(l,i%%:Tj) < z(K,a). BHvis, imidlertid, o er stg¢rre enn
f.eks. 0,75 vil ofte den omvendte ulikhet holde. En tabell over disse to

fraktilene for spesielle verdier av o og K vil illustrere dette.

Tabell 1a.
o 0,01 (0,05 |0,10 |0,25 {0,50{ 0,75 {0,901 0,95 | 0,99
K=3 '
1 I }
z(3,a) 11,35 7,81 6,25 4,11 |2,37 { 1,21 |0,58} 0,35 } 0,12
xz(%)=z(1,% 8,61 5,73 | 4,53 |3,00 1,91§ 1,32 1,08? 1,00 : 0,95
-—-———-L—————-——--i—-———-}—-—--—é—-———-)—-—-——’-———-ql——-——
K=4 ,
T i
z(4,a) 13,28 {9,491} 7,78 |5,39 {3,36 1,92 |1,06{ 0,71 {0,30
. |
3
xzd%§)=z(1,%) 9,92 | 6,96 | 5,73 | 4,15 3,00[ 2,35 |2,07! 1,99 {1,93
1
Tabell 1b.
|
a = 0.05 K 2 3 § 4 5 10
z(K,0.05) 5,99 | 7,81 { 9,49 {11,07 | 18,31
§
2, 0.05 . 0.1
X (K(K_l))—z(l,K(K_l)) 3,84 { 5,73 | 6,96 ; 7,88} 10,63
o= 0.1 K 2 5 10 20 50
z(K,0.1) 4,61 | 9,24 115,99 }28,41 1 63,17
2, 0,1 0.2
X EREfTT)'Z(l’K(K-l ) 2,71 | 6,64 { 9,38 |12,04 | 15,60

Det synes da klart at testen C er ddrligere enn multiple N-tester i de fleste
tilfelle for multippel sammenligning av differenser i di-ene, men dette er det
vi md vente oss, siden testen C er et spesialtilfelle av en multippel test for
sammenligning av alle linezre funksjoner i di—ene. Den vilbda rimeiigvis bli
en darligere test for differenser, enn en test som er konstruert spesielt for &

unders¢ke differenser.



Tilslutt gis en oversikt over asymptotiske nivder, og forkastnings-

a
k e e 1 -— M P .=d. .
onstanter X(K(K—l)) ved multiple N-tester for hver hypotese HlJ d1 dJ

Nivaet ved hver enkelt sammenligning er gitt ved:

o = lin P(ploch ¢ + 4;/d; = 4)) - (oI (47)
Tabell 2.
K 2 ' 3 4 5 6 8 g 10 ‘ 20 30 40 50
a=0.0i |

5

o0 .01 .0033 .00167 .00100!.00067: .00036! .00022| .000053| .000023|.000013}.000008

j ! i !

x(—) 2,58 2,94 3,15 | 3,29 | 3,40 | 3,57 | 3,7 | 4,0 4,3 4,b b4
—————t
008
| i ! ! H .
aK ’.05 u01667%.00833i.005001.00333;.00179 .00111}.000263}.000115{.000064 |.00Q041

o«
5)21,965 2,39, 2,64 | 2,81 | 2,93 | 3,13 | 3,26 | 3,66 | 3,9 4,0 4,1

o .10 10333 |.0167 {.0100 {.00667}{.00358}.00222}.000526 |.000230}{.000128 000082

xt—%) 1,64] 2,13 2,39

2,58 ;2,71 12,91 | 3,06 | 3,47 |3,7 3,8 3,9

II.6. Et eksempel med K=3.

La oss betrakte de tre tabellene fra eksemplene i del 1-III.10.
I forste tabell (k=1) er faktorene yrke og valgdeltaking.
I den andre tabellen (k=2) er faktorene inntekt og valgdeltaking.
I den tredje tabellen (k=3) er faktorene utdanning og partisympati.
Vi skal sammenligne styrken av avhengighet i disse tre tabellene ved & bruke
Y som avhengighetsmdl (se del 1-III.3ii). Som midl for grad av avhengighet velger

vi altsd d=Y2' Yﬁ er midlet Y2i k-te tabell, for k=1,2,3.

n =

1° "2 3
vy 8, w, = 2 = Vy = 6, W, = 2 - vy = by w, = 6.

= 2702, n, = 2413.
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Vi fant i del 1-I1I.10 fg¢lgende resultater:

2 2 .2

v] = 0,0002 4y]°SY | = 0,004462
Y, = 0,0949 byy'S) 5 = 2,022888
~2 2.2

Y3 = 0,138 4v3'S] 5 = 0,697536.

2 ° . : .
La oss rangere Yi, Yo yg sa langt det lar seg gj¢re ved multiple N~tester.
Sett o = 0,05, slik at

Q
X(m) = 2,39,

Testen gdr ut pd & pasté: Yi > y? hvis

A2 _ )
o i Al
T.. = > 2,39,
A A ‘" H]
] 4y?~52 . 4Y?-52 .
1 Y,1 Jl Y.l
n. n.
1 ]
Resultater:
0 —
T21 = 3,46
o
T31 = 8,11
o
T32 = 1,35

Konklusjon: Avhengigheten, milt ved ordinalmilet er sterkere i tabell 2 og 3,

enn i tabell 1.

Hvis man i tillegg er interessert i & unders¢ke f.eks. stg¢rrelser av typen:

2 2
Y: oty
—i—i——l - Yi, i*j¥k, kan man istedenfor multiple N-tester bruke testen i
I1.3 i) ved de simultane intervallene (27). Denne metoden gir bl,a. fe¢lgende
intervaller:
0,0181 < yg - yi < 0,1713
-0,0465 < Y§ - Y% < 0,1335
0,0905 < v5 - v% < 0,1859 : '
2 _ 13T
0,0298 Y352 0,1518
2 2
Y1%Y3 2
-0,1057 < 5 Yy 2 0,0545.

Simultan konfidensgrad for disse intervallene er tilnzrmet lik 0,95.
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APPENDIKS.

Det vil her bli gitt beviser for de grunnleggende teoremer fra I.2.

Forutsetninger og definisjoner er gitt i I.l.

TEOREM 6.

For 1747, i: 1,...,K 09 §g=1,...,K ggjelder:

| -d ~(d;=d,) 2
Tij = /2 2 N, 1)
__4_ + __;l
\ 1 J,
Bev'l:s: A
dl_ i

Fra teorem 1 har vi at Zi 2 X; ~ N(0,1)

(]
TS
\on.
A Ty )
d.-d, D
o Z. = - > . v N(0,1).
(__ehi\.
n. /
\ 1/
F 11 Z VA kastisk hengi o -82 82 stokastisk
‘or alle n er in og in stokastisk uavhengige, og d,i’ 54,3
uavhengige.
d.-d.-(d.-d.)
La T.. = =1l T,. kan uttrykkes pa fglgende form:
ij,n S2 SZ i ij,n
4.t _d,]
n. n.
i j '
2 \ 3 2 3
ooy [ Sail/m \ o, n/ S0,i/ %\
ij,n 1 n 2 jonl 2 +g2
\Sa,/ m%Sa,5/05) T/ mta,s/ v

2 \3
S°. .em,
/ d,]

| - 1
i,ni 2 | 2, jonls2 + 2 .
Ui 5", "i) \Sd,i "5*%4,5M

(s eT.+S o 5} 1,n j d, yI1 d,
b H >
La Y =12 /;- SE_T7 og Y =2 T .5 ' Y og Y. er
i,n i,n "] “d,1i n jsm "1 "dyj ? "i,n j,m
k k h i f 11 S g 2 S2 g 02
stokastisk uavhengige for alle n, og Ud,j’ d,i d,i
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Herav fg¢lger at:
D i
Y. > Yi n N(O,an Qd,i)

i,n

v, Ry, ~no,m. :
YJ v N\O,/TC' Gd’j)

J>
itZi. n
La nd gn(t) = Ee 1s vere den karakteristiske funkSJonen til ZlJ n Y1 n--YJ 0’
,
fk n(t) er den karakteristiske funksjonen til Yk L’ 98 f (t) er den karakteristiske
b
funksjonen til Yk' D vil fk,n(t) n:m fk(t) og dermed.

B, () = £, (), (-t) fi(t)-fj (-t)

fi(t)-fj(-t) er den kar. fu. til N(O,/'njog’l+w oi’j).
Herav f¢lger at:
)
Zij,n R Y n N(O,J/wjog,i+ "icé;j)
og dermed: z
ST e A e ey S
j “d,i i Td,j jd,i "i°d,j ' Q.E.D,

For & bevise teorem 7 og 8 trengef vi fe¢lgende resultat:

Setn. I. Lla Xl,...,Xg vaere uavhengige tilfeldige variable for alle n,

og anta Xﬁ 2 X' for k=1,...,K. La g vare en kontinuerlig funksjon i K variable.
Da vil

1 K, D 1 K
g(Xn,...,Xn) + g(X7,...,X), hvor

1

X ,...,XK alltid kan antas uavhengige.

Bevis:
. 1 K , .
Siden Xh,...,xn er uavhengige vil
n = (X ,...,X ) -+ X = (X yeeeyX ) hvor xl,...,x er uavhengige.

Fra [17] (s. 104) sees dermed at

g(x) 2 g(x). Q.E.D.
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TEOREM 7.
A A2
K ﬂk(dk-d) D .
U=n I 5 > X » nar d, =...= d_.
kel S K-1 1 K
d,k
Her er: N : ~
~ K nidi K ni K nidi K ﬂi.
d= I = ey ) oS
i=1 Sd,i 1=1 Sd,i i=1 Sd,i i=1 Sd,i
Bevis:

Beviset er helt analogt med beviset for setn, 6a.2 (v) i [17], den

eneste forskjellen er at i vart tilfelle er ikke S2 en kontinuerlig fu.

d,k
av dk’ men det eneste vi trenger er at Si |, er en konsistent estimator for
. ’
94 x> Som vi vet holder. Beviset som blir gitt vil vere noe mer utfyllende
3
enn i [17].
dl""’dK er uavhengige, konsistente estimatorer for dl""’dK' Fra
. v —g ) R : o
teorem 1: /hnk(dk dk) N(O,cd’k). Dessuten vil, som nevnt ovenfor:
2 P 2
Sd,k > Od,k for k=1,...,K.
Anta na at d1=d2=...=dK=d.
La oss spalte opp U:
K m (d, =d+d-d) K m (d, -d) - K =
U =n z k k2 =n I k 2k + n('d-d)2 X ; +
k=1 §d,k =1 Sd,k k=1 Sd,k
~ K wd -~ K 7
2n(d-d) £ —5= - 2nd(d-d) I —
k=1 Sd,k k=1 Sd,k
K nk(ﬁk d)2 A g Kom
=n I 5 - n(d-d)” ¢ >
k=1 . Sd,k k=1 Sd,k
K “kdk
I =
k=1 94.k
La nd d* =—¢——— .
k
L =
k=1 Gd,k
Folgende to resultater skal vises:
K 'trk(c‘ik—d)?T K ﬂk(ak_d)z P
1) nt ———-nl —5—— > 0
k=1 Sd,k k=1 Ud,k
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K m

N K
2) n@d’r —=— @~ = % o
k=l S84 x k=l o4
Bevis for 1): A 2 ~ 2
ﬂk(dk-d) wk(dk—d)
L — "ol 7
k Sd,k "k Od,k
s 2 2
nﬂk(dk d) (’Od,k P
= 3 -1 5 0
k 02 82
d,k d,k
2 ~ 2
o] nm, (d, =d)
siden g’k -1 13 0 og -—l%fli———— » xi for k=1,...,K.
5S4,k %4,k
Bevis for 2):
- T i
n(d-d)% 1 —— - n(a*-a)%s X
k 82 k 02
d,k d,k
m m m
~ 2 k . 2 2
= n(d-4)° (B (5— - 1; ) + (& =) (@(d=d) “-n(a*-0)").
kSik %k kog.x
T n
Vi ser at I ; - g ) 14 0,
kKS3k %,k Z, \2
z Vnk 02 ?
og n(d-d)2 R 22 = EL———7F11££- hvor Z',...,ZK er uavhengige
5 k
k 02
d,k
og Zk n N(O’od,k)'
Dermed has at n(d—d)2 I g - g ) B 0.
kSak %4,k

Videre: n(d-d)? -n(d*-d)2 = va((d-d*) va(d-d) + va(d-d*) /a(d*-d).

/A@-a) 3z og /a(a*-a) 2 z.

Ved & skrive ut v/n'(d-d*) fir man: vn(d-d*) =
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yrb o, AR S
R k 1 _ k 1
Y /nnk‘(dk—d) 2 2 2 2
k d,k “d,1i d,k °d,i P,
SN S ’
[z ) 2 \\
{
\k Sd,k k Od,k/
Vm ' om. Yo e
. — % D k 1 "'k i
fordi vhnk (4, -d) > N(O,cd,k) og 7z 2 e
d,k%,i %d,k°d,i

i=1,...,K og k=1,...,K.

Dette medf¢rer at:
n(d-d)? - n(@*-a)> % 0, og dermed:

2 (i ™

n(d-d)° 1 - n(ax-a)? 1 =— % o,
k 82 k 2
d,k %,k
1) og 2) medfgrer at:
u-u 2o
- 2
T, (d, ~-d) T
hvor U' =n g ——k—ﬁ—f-—- - n(d*-d)z): 1;
k 04,k Fogk
/—E(dk-d) D
La bk = Od,k /v e Da vil Yk = ——-—-—-—b—k——— > N(0,1).
Yl’ .,YK er stokastisﬂk uavhengige,
i Y, /b, !
og /n'(d*-d) =% 5 slik at
z 1/b,
k
2
K, ib 'k /bk)
U' = x Y; —\7——~3—e—— .
k=1 :’\21/bk)
Siden Yl""’YK er uavhengige, vil
D .
Y = (Yl,...,YK) + X = (xl,...,xK) hvor Xk ene er stokastisk
uavhengige og N(0,1).
U' er en kontinuerlig funksjon i Yl""’YK' Fra setn. I har vi dermed:
\2
X /b )
. K, !k X TPy
u' - -

W= 1
k=1 & (Zl/bi)

k
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La oss innfgre en ortogonaltransformasjon for & finne fordelingen til W:

ot o
vV, = — X, + — X, t .+ =
1 v@ﬁ 21 Véb 2 2 ;Zb XK
k k k
k k k
V, = a,. X, + a,, X, + ... + a, X

2 2171 2272 2K'K

Vg = 8g1%p ¥ oago¥y toeee ¥ gk,

K
Vl,...,Vk er stokastisk uavhengige og N (0,1), og vi ser at W = Z‘Vﬁ v Xé-l'
k=2
Dvs. at U' 3 W~ Xi—l’ og U - U' o
U2 W Q.E.D.
TEOREM 8.
4 2
Ko @d)™ p
L T2 K
k=1 Sd K
9
Bevis:

La Xi i setn. I vere definert ved:

A 2
(d,-d, )"n
oK K K fr k=1,... K.
n S2
d,k

X;,...,Xﬁ er stokastisk uavhengige, og fra teorem,1l gjelder:

(xi,...,x ) 3 (Xl,...,XK), hvor Xl,...,XK er stokastisk uavhengige

=

n
og Xk v xi for k=1,...,K.
K K
Setn. I gir da at I Xk 2 z Xk N xz.
k=1 * k=l K
Q.E.D.
La oss nd vende tilbake til teorem 9. Vi skal vise at
t 2 P }
Ivp s Rt+)” 4+t -1 = M, *)
h=1
Generelt vil t-r av v, ~ene vare 1lik 1. For r=1 has likhet i (*).
Vi vil derfor anta 2<r<t. De resterende verdier betegnes med '
r-1

Py i‘pz S oeee SPLp SPLiP;2 2 for i=l,...,r og P, = K -iil p; ~t+r.
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r-1 t
. . 2
Siden P.2P._q vil K > z pi+Pr—1+t r. Det generelle uttrykket for I vy
i=1 h=1
blir na:
t r-1 r-1
z vi = t-r+ I p§+(K— z pi-t+r)2.
h=1 i=1 i=1
Herav: t 9 r-1 r-1 2 r-1 2 r-1 r-1 2
M- I vy = 2K | I p.-r+l| —2t+r- I pi—( X pi) -2t T pi+2r b pi+2t-r—r
h=1 i=1 * i=1 © i=1 i=1 i=1
r-1 r-1 r-1 9 r-1 2 r-1
> 2( L p.+p_ . +t-r)( T p.-r+l)-2t+r- I p.-( L p.) -2t I p.t
- . i r-1 . 1 . i, 1 . 1
i=1 i=1 i=1 1=1 i=1
r-1 2
2r ¥ p.t2t r-r
. 1
1=1
r-1 2 r-1 2 r-1 r-1 2 r-1
= (Z2p.) - T p.+2¢5%p,+¥2p__. I p,tr -r+2p__.=2rp__.~2r I D,
i=1 L j=1 1 =1 ; r 1i=1 i r-1 r-1 jo1 1
r-2 r-1 r-1 r-1
=273z T p.p.tr(r-1)-2r P; +2p +2(p _.*1) £ p.-2rp__4 = A.
=1 j=i+1 © 3 i=1 e

For r=2 fds: A = 2(pl-1)2 >2 >0,

Anta na r>3.

r=-2 r-3 r-2 r-2

= 2p 1. L p; +2 % I Pp. pJ+r(r—1) -2r I P; -4rp 1+4p 1+2p2 1t
i=1 i=1 j=i+l i=1
r-2 r-2
.t .
Pro1Lp P ziilpl

r=2
2
Z p -(r-1)) "~ Z p +r -1- 4rp +4pr_1 b pi+2pr_1
i=1
r=2

2
E p -(r—lx) 4-2 p (p ~17P; )+r-1- 4rp +4pr_1+3gr_1 z Pi+2pr-1
i=1 -

T
2 2
3—(.2 Py r*%) *.Z pi(pr—l py)*r-1+2rp _,=8p _,*2p
i=1 o 1=1
r-2
(anvender: [ p; > 2(xr=2))
i=1

-2 r-2 ) .
ol PR Ty IR IL e D N
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Vi har dermed vist at

A >r-1 for r > 2, hvilket gir A > r-1 for 1 <r < t.

t 2 t 2
Herav: M > I vy tro- 1> ¢ vy Q.E.D. for (*).
h=1 h=1
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