


1. INNLEDNING

“Frafall” i utvalgsundersgkelser forekommer ndr en ikke oppndr
observasjoner for en utvalgt enhet. Vi skal bruke betegnelsen "frafall”
bdde om selve fenomenet, og om samlingen av enheter som faller fra.

I dette notatet vil frafall bli betraktet som tilfeldig fore-
kommende hendelser som kan beskrives meningsfylt i sannsynlighets-
teoretiske ( frekventistiske) termer og dermed inkorporeres i bl.a.
estimeringsprosedyren. Cochran, ]}], behandler frafallsproblemet ved &
inndele populasjonen i to strata; ett hvorfra observasjoner oppnds og
ett der dette ikke er tilfelle. Imidlertid er denne betraktningsmiten
noksd forenklet, noe Cochran understreker: “In a more complete specification
of the problem, we would attach to each unit a probability representing
the chance that it would be measured by a given field method if it fell in
the sample” (s. 293). En slik spesifisering av modellen vil bli gjort i
neste avsnitt.

G. Elofsson,[:é:[s har gjort et studium av tre ulike korreksjons-
metoder for frafall. Den modellen hun legger til grunn for frafallets
opptreden, er pad visse punkter noksd lik modellen i dette notatet.
Korreksjonsmetodene som blir sammenlignet innbyrdes i Ei], er sdkalt
'veiing", "middelverdiimputering” og "dubblering'. Elofsson viser bl.a.
at den fgrste metoden er minst like god som de gvrige, samt at alle
metodene (naturligvis) gir dérligere resultater enn hva en ville fatt
dersom frafall ikke hadde forekommet.

I de fleste praktiske situasjoner er problemstillingen folgende:
Er frafallet av en slik karakter at det er pdkrevd & foreta korrigeringer
av estimatorene? Mer konkret er dette et spgrsmdl om ikke-korrigerte
estimatorer har stgrre varians (evt. bruttovarians} enn korrigerte
prosedyrer. Formdlet med dette notatet er i hovedsak & belyse denne
problemstillingen. De resultater vi kommer fram til, er selvsagt avhengige
av bade frafallsmodellen som legges til grunn, og korreksjonsmetoden vi
velger. Nar det gjelder det valg av modell som her er gjort, er
begrunnelsen ikke noen annen enn at den synes & beskrive frafalls-fenomenet
noenlunde adekvat. Den korrigerte estimatoren som blir brukt, er en veie-
prosedyre som virker rimelig i relasjon til modellen.

Situasjonen som behandles her, er en utvalgsplan med enkel til-
feldig utvelging der oppgaven er & estimere det relative antall enheter
som har et bestemt kjennetegn i en populasjon (‘prosent-fordelinger").
Populasjonen antas & vazre sd stor sammenlignet med utvalgsstgrrelsen, at

vi kan se bort fra effekten av trekking uten tilbakelegging. Dette



innebazrer at vi kan anvende binomiske "sannsynligheter” framfor hyper-
geometriske som er matematisk mindre komfortable.

Sett i relasjon til den faste utvalgsplanen Byrdet bruker ved
intervijuundersgkelser, er dette studietfﬁé enkelte punkter begrenset. Det
antas likevel at den enkle situasjonen som dregftes her, kan utvides til
& dekke "intervjukontorets® utvalgsplan. Dette vil bli diskutert i slutt-
ordet.

I litteraturlisten er det tatt med noen skrifter som pd ulike

mater behandler frafallsproblemet i skandinaviske intervjuundersgkelser

¢ [2]. [&, 7D

2. TFRAFALLSHOMOGENITET

La V Vq vaere alle variable som inngdr i cller har

10 tees
vesentlig innflytelse pd (“forspksbetingelser’) en undersgkelse. Alle
variablene antas d vare diskrete slik at Vi kan ha m, ulike kjennetegn.

Vektoren X = (Vl, cees Vq) kan da anta verdier i mengden

q
* * *
= { . n =T
9) (Vs vees Xm} 5 m iglmi
. . ’ - . * °
Hver enhet i populasjonen kan tillegges akkurat én verdi, Xj , bPba X.
La

X"a ) "'X- i =
ﬂj = {enheter med Y = vj} 5 3 T 12,04 ,me

P3 grunnlag av partisjonen

K:{q{!k

®
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q q
m
kan alle (mulige) interessante delpopulasjoner dannes ved sammenslding av
ulike ﬂ?-er. F.eks. vil 45 ﬂ? vezre hele populasjonen. En vilkarlig

partisjon vil vi betegne med

T = {7 T }; rm
r

l""”
. 1) . N
Vi antar at alle”’ enheter 1 en vilkarlig %j har samme
sannsynlighet for & falle fra i en undersgkelse. Denne egenskapen vil vi

kalle frafallshomogenitet: ™ er en frafallshomogen partisjon. En fra-

fallshomogen partisjon som er slik at ingen delpopulasjoner har samme
frafallsannsynlighet, kaller vi en maksimal frafallshomogen partisjon,
og betegner den med

P = {Lﬂf"" LH}°

1) Det forutsettes at ingen 9% bestér av mindre enn to enheter. (Se
diskusjon av dette sist i avsnittet).



Deipopulasjonene Lj er altsd homogene m.h.p. frafallsannsynlig-
heten, kj’ og ikke ngdvendigvis m.h.p. noen andre egenskaper.

Framstillingen i avsnitt 3 og 4 er av matematiske grunner basert
pd& antakelsen om at xlﬁooas AH er kjente. I praksis vil denne forut-
setningen vare urealistisk. For 32 kunne estimere frafallsannsynlighetene
P& grunnlag av utvalgsobservasjonene, trenger vi en modell for hvordan
A varierer med de ulike komponentene i Y. En slik modell kan f.eks. vare
en funksjon ¢: oF [b,l> slik at X = ¢(X).

For enheter som faller fra, er (pr. definisjon) situasjonen den
at vi ikke oppndr kunnskap om de fleste komponentenc i V. Vi vil derfor
eliminere alle komponenter som ikke lar seg observere for hele utvalget.
Kaller vi restvektoren ¥ (p komponenter si, p < q), sd kan vi danne oss
en modell X = ¢'(H) og hédpe at bildet av denne funksjonen i sterst mulig
grad faller sammen med det av ¢(X); dvs. at komponentene som er
eliminerte, ikke bidrar til & “forklare' hvorfor to enheter kan ha
forskjellige frafallsannsvnligheter.

En slik modell for ) fgrer selvsagt til at enhetene innen en
delpopulasion, L. blir homogene m.h.p. et sett av kjennetegn, nemlig H,
eller bare de akaomponentene i ¥ som har “forklaringskraft' ang. A.

Vanligvis vil H vare vektoren av variable som finnes 1 registeret
hvorfra utvalget trekkes (alder, kjenn, ekteskapelig status, bosted,
husholdningens stgrrelse) og dessuten intervjuerens alder, kjgnn osv.

Wahlstrem, Bﬂg peker pd visse prinsippielle problemer i for-
bindelse med estimering av frafallsannsynligheter (Eﬂ, kap. "8.7 Skattning
av svarsbendgenhet™). Hans frafallmodell setter ingen restriksjoner pd
sterrelsen til de frafallshomogene delpopulasjonene., Det oppstdr derfor
et mdlingsproblem i de tilfellene der delpopulasjonen bare bestdr av ett
individ. Estimering av dette individets ‘‘'svarbendgenhet" ville kreve
ngyaktige gjentakelser av den samme undersgkelsen (p& samme tidspunkt),
hvilket selvsagt er vanskelig. Skal dette problemet unngds, md vi i fra-
fallsmodellen forutsectte at tallet pd enheter i hver av delpopulasjonene,
Llﬁ..,, LH’ er storre enn 1. Denne forutsetningen er lite restriktiv og
har for det meste teoretisk interesse (vi kan alltid "definere oss bort
fra problemet'’ ved & sl& sammen ﬂ?—er ndr frafallsannsynlighetene har
en frekventistisk tolkning).

Vi skal her ikke gd narmere inn pé& estimeringen av frafallsannsynlig-
hetene. For i stgrre grad & gjere framstillingen i de to neste avsnittene
realistisk, vil de konsekvenser estimering av Aj—ene f8r for resultatene

i avsnitt 3 og 4, bli vurdert i sluttordet.



3. TO ESTIMATORER
Definer Bi' ved
B.. = 9.0L, der 1= 1,2,ie.,r 08 3 = 1,...,H.

Alle enheter 1 Bij har samme frafallsannsynlighet, hj.
1)

La videre N,. = #B,. ’. Idet
1] 1]
7. = % B L. =.0.B - b d's"'kf sd blir:
i *3%B5 o8 5 %31%1B4 cgce disjunkte, :
Ha. =1 p
. =.L.N.. = N, . = I N,, =N_
i ]=lN13 i. °? #L] izl iJ 3
og {9} :'Z'Nij = N (= tallet pd enheter i populasjonen).
153
Vi definerer dessuten:
Ni. Ni N 5
Yiy TTw s Y4, Ty %8 YTy oo

Vi skal i det fplgende estimere Yoo dvs. det relative antall
enheter i populasjonen som tilhgrer %i. Som nevnt 1 innledningen, vil
vi betrakte stikkprgven som en Bernoulli forsgksrekke.

Frafallsannsynlighetene, Al,..., forutsettes & tilfredsstille

My
ulikhetene

0 < lj< 1 for alle j.

Hvis Aj = 1 for noen j, betyr dette at vi ikke kan oppnd observasjoner
fra deune Lj' I s& fall vil en ikke kunne finne noen forventningsrette
estimatorer for vy (se bl.a. Wahlstrem, ]}ﬂ: sats 4.1).
Estimeringsproblemet vil her bli behandlet i lys av to modeller:
én modell uten frafall (Al S ... = AH = 0) og &n der frafall kan fore-
komme. Sistnevnte modell vil bli referert til som modellen med mulig
frafall eller kortere med frafall (Aj 2 0 for alle j og Aj > 0 for

minst én j).

Notasjoner for utvalgsstgrrelser:

Uten frafall Med frafall
N
/M B.. n.. n..
ij ij 33
7 1. n. n.
i i, e
7 L. n . n .
3 +3 "
Hele utvalget n n

1) Hvis A er en mengde, sd betyr " A A" tallet pd elementer i A
(“kardinaltallet™ til A).



N N . .
hvor n, , n, , n . ogn . er definert pa samme mdte som de tilsvarende

1. 1. o]

populasjonsstgrrelser. Av sterrelsecne ovenfor er det bare n som er
ikke-stokastisk under den gitte utvalgsplanen.
La "BU'" vare en forkortet skrivemdte for “brutto-utvalget' og ""NU”

for "metto-utvalget™ (= BU-~frafall). Vi trenger fglgende sannsvnligheter:

Plen vilkérlig enhet i BU skal tilhgre Bi5] = Y4
(3.1)
Uij
Plen vilk8rlig enhet i WU skal tilhgre B:j] =
der .. = v..(1-x.) og
big T T3 (1) oe
T X D) 5 (1-1.,)
wEZu, =Ty, =T, =y (1A,
izl 1. 1,313 4-1 <3 J=1 .J ]

u kan tolkes som sannsynligheten for at en vilkdrlig enhet i brutto-utvalget
ogsd skal opptre i nettc-utvalget, dvs. ikke falle fra.

Vi har fglgende fordelinger for de ulike variable:

Uten frafall:

P = -} = p N ® - n=x

F Ellj X! (x),:.Lj [l Yi‘j] (3.2)

plo, =y] = v, ¥ -y, "7 (3.3)
i. i. i

Med frafall:
- - n X !—_ n-x

P nij >a (%) “ij‘}'uij] (3.4)
; _ .Y R n-

P Di. = y] - (y)“i.L;—“i.] y

Pln = z| = (g)uz(l-u)n~z (3.6)

For & gjsre det klart under hvilken modell vi tar forventning,

varians osv. vil vi i det fglgende anvende denne symbolikken:

Uten frafall Med frafall
Forventning EU EM
Varians Var var
Kovarians Cov cov
Bruttovarians Bvar bvar
Sannsynlighetsmilet P P



Nér fullstendig tekst skrives istedenfor symboler, vil modell-
henvisningen bli satt i parentes bak de ulike begrepene. Vi bruker da

forkortelsene (u.f.) og (m.f.) for “uten” og "med" frafall respektivt.

Vi skal na finne en estimator for \f)

v = 1] 3 p
Idet /14 5. (Jj<l)
]
H M.
£3s v, =5 —=L (3.7)
1. §=1 1-A.
]
Av (3.4) fglger at observatoren
v
~ n..
=
Mg = (3.8)

har forventning (m.f.) 1lik uij' Dermed blir

o
T.o= 1 ] (3.9)
1. n 4=1 l—Aj

Mo

en forventningsrett (m.f.) estimator for i Variansen (m.f.) til

denne zr:
H Yo
var m = —l—{? ———%l« y.‘?} (3.10)
1. nj=1 l”uj 1.

Fegr vi beviser (3.10), skal vi kort se hva frafallet har medfgrt for

variansens vedkommende:

. " 5 . ; .
Dersom alle X, = 0, ville v, vare den "ordinzre’ estimator for
N ’ ‘ -1
Yoo Yy T "H; , med varians 1lik V3 (l-—\fi Jn . Siden Aj>0 for minst én j,

vil I-leddet i (3.10) vare stgrre enn Yoo hvilket innebsrer at frafallet
forer med seg variansekning. Dessuten ses at jo sterre Aj'ene blir, jo

R n
stgrre blir var s

Bevis for (3.10):

n o "

var n.. cov(n,, , n..)

—_—d + 2% ik 1] }
1 (1—%.)2 k<j (l-kk)(l—xj)

H M

o

n 1
var vy. = > i,

. n . ny N . .

Na er var n,. = ny..(l-p..). Videre er n.. og n. trinomisk fordelte
1] 13 1) i3 ik

N

k3 Y -
(m.f.), og da er som kjent: cov (nij’ nik) = nuijuik
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- » 3 W -
Ved innsetting 1 uttrykket for wvar i fas:

p..(1-p..) .. U.
vap ¥ = i i3, o Ti ik
e B (1-3,) Kej Ty 10y

Erstatter vi her “ij med yij(l—kj), f8s (3.10) ved noen enkle sammen-

trekkinger. gq.e.d.

En annen estimator for Y, er

N
A n.
Y. = -—';C.— (3.11)
l. n

(3.11) er det "praktiske resultat” i en modell uten frafall der en anvender

estimatoren
* ni
vy, = — (3.12)
i. n

som er forventningsrett (u.f.) og har varians (u.f.)

-\{i. (]_—'\/i.)
Var Y. S e
1. n

Ettersom (3.11) er den mest vanlige estimator for Vil skal vi studere

dens egenskaper noe nermere under modellen med mulig frafall. Vi

skal imidlertid endre litt pd definisjonen av Y5

-
iA n,
- by, 3 >
Y, = iyl. ner n>0 (3.13)
¢ 0 nar n=0

Vi har nemlig at PM(R = 0) >0, hvilket medfgrer at forventningen (m.f.)
Y A
og variansen (m.f.) til (3.11) ikke eksisterer.

Felgende betingede fordelinger utledes enkelt ved & anvende (3.1):

. NI Hijn-x
Pylnys = x|n] = (x)[——r] 1- —= (3.14)
Y o y He. Vv
- _ 0 r i i4n-y
Pl =vim) = HED R - (3.15)
Forventningen til (3.13) blipr da:
u,
- 1 _ 1. 1)
s = Ey ;;BMEﬁ'i'I%’]_ = = (2.16)

1) Siste likhet i (3.16) er egentlig en tilnarmelse, fordi:

n My,

U,

¥ N v 1. o n
. = Qe = % = _— = .
EMY:L. 0 PM(D 0) +Z.:l m (n z) < " nar PM(n 0) >0

P
M

Tilnarmelsen (3.16) gjelder ndr P (d = 0) % 0.



som ogsd kan skrives

- Vi TakaYashs
E 7. = ie 3=1'13 3 (3.17)

Mii. ¥
1 -. A
]=1Y'J J

Bruttovariansen (m.f.) til ;i er:

bvar y, * var y, + ¥ (3.18)

der

: j (3.19)

"Skjevheten" Wi forsvinner hvis for alle j: ;Y . N& er

=<
1l

i Pu(ﬂi;Lj) PU(Lj) =

1"

PU(ﬂile) Y 3
Av dette fplger at ?i er forventningsrett (m.f.) (dvs. Wi = 0)

: .1)
P = .
‘U(ﬂi'Lj) Y5 for alle j

Altsd vil ;i. vere (tilnzrmet) forventningsrett (m.f.) hvis en enhet med
den sgkte egenskap (ﬂi) har like stor sannsynlighet (u.f.) for & bli valgt
ut ved en enkelttrekking i alle delpopulasjoner Lj; j = 1l,..., He

Av (3.17) fplger dessuten at Qi. er forventningsrett (m.f.) hvis
alle Aj—ene er like. Dette er imidlertid et spesialtilfelle av det foran-
stdende idet vi né& har bare én delpopulasjon L., nemlig hele populasjonen.

j
Vi skal s& finne variansen (m.f.) til ?
EMvar[?i.i%j + var EM[YQ.IRJ =
EMvar[§i.|§j =

- "
=Zgovar[yigln=é]°PM(%=z) =

()

var .
Yl °

]
()

Voo [var(¥; In=0) =
= glvar[y, |n:é]PH(n=z) - .

Z

nM'.:!

% —1 - ———](Z) (-0 =

-

= ———[; - —~—J zl e " (3.20)

1) Det er tilstrekkelig at PU(ﬂile) = vy bare for de j hvor Aj > 0.
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. Summen blir da

I den siste summen vil vi nd erstatte-% med zil
noe mindre. P& den annen side vil den bli sterre igjen ved & ta z=0 som
nedre grense i summasjonen (dette er né “tillatt™). TFor store n vil
vi ha:

B T G A L CA L

Summen p& hgyre side er beregnet av J,M., Hoem (Eﬂ S. 3):

n+l
n-z _1- (1-p) 1
T e = 3.21
72 O z+l(z)u (1- ) u(n+l) ~ np ( )
Ved innsetting i (3.20), fas
var 7, = —= E ] (3.22)
'i. T np
som altsd gjelder for "store" n.
Bruttovariansen (m.f.) til ?i blir nd (tilnzrmet):
u. . .
- 1 1 i. 1. -2
bvar v, = — —|1 - + - v, (3.23)
P Dt I vl PO

L. SAMMENLIGNING AV ESTIMATORENE

3 3 . - ,\J
Vi skal nd sammenligne estimatorene 708 Yy . Som mdl pad

kvalitets-forskjellen vil vi bruke

A. = bvar 7. - var v. (4.1)
1 1. 1.

°

— . o . ’\l
Vs vil betegnes som bedre evt. darligere enn ' ettersom Ai< 0 evt.

°

Ai> 0. Fgr vi drefter verdien av ., skal vi finne det mulige
variasjons-omradet for Uy

Vi har:

{§W (17050 S vy,
Hi, T

- <
l“ k#ifk. - ¥
Da disse ulikhetene alltid gjelder, vil

My < min {u; Yi.}

Dessuten er:
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Altsd vil alltid My > max {03 wu ‘[i'¥i ]}

som ogsd kan skrives

b, 2 u - min {u; 1=y, }

1o

Samlet har vi dermed at

“min {us 1-y. } <u. < min {us v
u {uy 1 Yl.} My < min {u; \l.}

hvilket medfgrer at variasjons-omrddet for Wi md ligge i folgende

intervaller:

Skjema 1: Mulige verdiomrdder for Wi nér v, 08 M varierer:

Y; € %oz v; 2} og
U< min{yi . l—yi } ’ * oz max{yi . l—vi 1
. o _ . . .
ST 1 Yi, 1 Yi.s us Y.
I R R
BETR P PR R PRI ‘EHY‘ ’ 1y
* * * - 1. . < 1-v. . < .
s wl - Yi, = ?1 Ty Yl,

Det ses umiddelbart at alle intervallene inneholder punktet Wi = 0.

Vi gdr sd& over til drgftingen av Bys og betrakter fgrst det

tilfellet at alle Aj-ene er like, Aj = Ax. I s& fall er Wy T Yy (1-))

og U = 1-)A. Dessuten er ?i (tiln®rmet) forventningsrett, og vi finner

at

A 2 - .1l 2

i T n(n ;. ny ' i.

- v
Da dette uttrykket er negativt, vil Y, vere a& foretrekke framfor Yyt

Vi ser dessuten at ?i blir relativt bedre jo sterre X er.

Anta nd at Aj-ene er innbyrdes ulike. Da har vi for Ai:

1 Mol My My, 2 _1pH Y43 2
et Pt I e PO R PO o ol PO

H.
Setter vi her inn for Eﬁfi - vy J = Wi, fds ved noen enkle omforminger:

1-2v.
nu-1 2 i. 1 H u 2
s F /¥, + — V¥, + —| Iy..(1l- =—) - (1- . L.
1 nu Wl * ny wl * nu[gﬁilg(l l—k.) (1 u)Yl.J (4.2)

]
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Anta at n og u er s store at {(nu-1)/nu =~ 1. Dessuten vil - ndr variasjonene

i Aj—ene ikke er "altfor” store - fglgende tilnarmelse gjelde:

1 u .
- Lol — = . . 8 & .
— %ylj( 1-%.) x 0. (4.2) kan da skrives
J
1-2y. -
O (4.3)
i i ny i np i

(Den siste tilnzrmelsen for (4.3) kan begrumes ved & sette v, = 0 i
(4.3). Da fas resultatet vi utledet direkte foran ved & sette alle Aj = A, -
et tilfelle der Wi = 0).

Vi finner at Ai som funksjon av Wi har sitt matematiske minimum

(“matmin“)l) for

A _yX
¥y ® nul:yi. 1] =¥ (i)
Da er
matmin 8, = - —==f{ [Qenp(1-p)]vZ - v, + 3} (w.5)
1 2 1. i. 4
‘l’i (nu)

For tilstrekkelig stor n vil (4.4) alltid vare et indre punkt i
Wi—intervallene gitt i skjema 1. I motsatt fall vil Ai anta sin minimums-
verdi i et av endepunktene for intervallene. De forskjellige tilfellene
er satt opp 1 skjema 2.

Vi skal i det fglgende basere drgftingene pa den forutsetning at
Wt er et indre punkt i ?i—intervallene, dvs. at n er relativt stor. For
& vurdere rekkevidden av denne forutsetningen, skal vi bestemme de minste
verdier n kan ha for at forutsetningen skal gjelde. "Den minste n" er i
tabell 1 definert som den sterste nedre skranke for n ifglge skjema 2 for

ulike verdier av Y;, ©8 W

Tabell 1: Den minste verdi n kan ha for at W? skal vare et indre punkt i

?i-intervallene

\\. N o.

u\‘xxsle 0,65 . 0,10 0,30 0,50 0,70 0,90 0,95
0,90 10 4 3 0 3 4 10
0,80 12 5 2 0 2 5 12
0,70 13 6 1 0 1 6 13,
0,60 15 7 2 0 2 7 15

1) Vi skiller her mellom det matematiske minimum og "det praktiske" som er
den minste verdi Ai antar nér Wi varierer i et begrenset, "tillatt"
! omrdde (skjema 1).



. .. . o K . ..
Skjema 2: Minimerende Wi-verdler nar Wi ikke minimerer Ai

1-u 1-p - 1y < 1-p
. -Y. .< 1-y. -y. 2y, 2 ——y. L=y, g ¥v.S 1-y., = —11-y. | V¥ .5—
Intervall for Wl yl.s Wl_ 1 e e Wl , . . Ll YI;} Y. n L_ YlJ] iTw Y
N (i): v; > 2 og
(i): Y; > b, u < I—Yi Wi kan ikke (1) Y. i, u > Y
Betingelser som \f -4 falle til he¢yre l—yl RRRTRRS Y ; Y5 -3
o f f . . : < . . . . ; o . : < .
ma oip ylles for (ii): n (1—Yi ) for dette intervallet 1 ;(11) n (1‘U)Yi
at ¥. skal falle : . . .. Vi, ? i )
i idet 1ntervallet (i1): n < ;?i:§-—3 i
i ini : . o i. ! Mini de ¥.:
til h¢yre for Minimerende Wi gjelder bare nir ‘ 1 5 1nimerende i
intervallet < 1 . . : 1-p
. = -— . . 5 .: 1l \y. - .
Wl 1 ;. Y; =2 Minimerende Wl | ; o Y
Yp =g, §
. % . .
(D: v, <3, w<yy (D: v, <3, w2y, ¥ kan ikke (1) v, < TR Ee
Betingelser som Loy v falle til venstre -y
o . 27Y . 27Y . 2 .
ma oipfylles for (ii): n < uyl. (ii): n < uvl' for dette intervallet {(ii): n < 1= (1 i' )
. Y. =) (L-y.
at y. skal falle Le e idet intervallet e
til venstre for

intervallet

Minimerende Wi:

gjelder bare nar

Minimerende Wi:

N oY
v B O

!
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Med Wi som indre punkt 1 Wi—lntervallene, vil min Ai vare gitt ved

(4.5). Det innses lett at denne verdien alltid er negativ. Ai antar nd

sine maksimale verdier i intervall-endepunktene. Lar vi Ai(p) vere den

1)

verdien Ai antar for Wi = p, s& finner vi at de ulike maksimumspunktene

blir:

[n+1)p + l:l\:i -4
A (- v, ) = : . . (4.8)
1 1. ny

LM, = 2 - ~11(1-v. )2 - -
8, (- == \i.))-nu2{|_n(l W -y, )%y v, aen]y @)

- 2
!}n+l)u + l]Yi.— (2nu + 3)yi.+ ny + 1

Ai(l—yi.) = = (4.8)

i [n-2-(2n-1)u + (n+l)u%]y§'+ (-wv,

2
ny

u

1- )
Ai( T{ia) (L!'e-l)

Betrakter vi fortegnet til disse Ai-verdiene og samtidig tar
hensyn til skjema 1, fér vi de resultatene som er oppstilte i skjema 3.

Av skjema 3 ser vi at negative Aimverdier i endepunktene kan
forekomme bare for relativt smé& n. Det framgdr dessuten at ingen av ende-
punktene allitid er negative.

Lgser vi ligningen A = 0 m.h.p. Wi’ finner vi for hvilke Wi de to

estimatorene er like gode. Lgsningene blir:

;
i _‘i_ 1 _ 2 v -1 2
la = nu{Yi, ] Vgu(l U)Yi.+ ((i. N7}
v, =¢ (4.10)
+ 1 / 2 2
lb = aniVi.” 3+ vou(l-wvy + (vy - Ny
L

Nér n vokser, gér begge punktene (4.10) mot O. Det ses forgvrig
at for alle n, u og i sderaiO0ogb220.

I diagram 1 er Ai framstilt grafisk som funksjon av Wi for det
tilfellet at b, > 0 i begge endepunktene (h.h.v. & og B ) pa Wi-intervallet,
samt at W? er et indre punkt i dette intervallet.

1) Tar vi ikke hensyn til forutsetningen om at ¥* skal vere et indre punkt

i ¥;-intervallene, vil selvsagt en av endepunﬁtsverdiene vare minimum
avAi (ifr. skjema 2).



Skjema 3: Ai's fortegn i endepunktene pa Wi-intervallet

G

: . 1-u 1-u
: - - - - L(1-y. A, .
; By verdi biCvy ) T ) b 7v; ) 1)
. v O G o - (1) v
H - : 1. .
¢ _ 2 n > 2 .
% 1=y, (1) o vy ) | w(l-y, ) 2ty - 1
n > - ]_-u i * n> ——
wy, ; (l‘u)Yi
Positiv ’ Heyresiden er positiv ndr: Heyresiden er positiv ndr: ’
o . . o . : ( . o o
nar: Hpyresiden er positiv . 3 - /T—:—ZE- | 3 _/3:2;-< ) i Hpyresiden er positiv
nar: Yi. 2(2-1) 2(1+m)  i. ' nér:
i 1
v, < 1111 °g 3+ 1+ 4o | < 35k Yi.” 2en
' i. 2290 LS 200
3 -V/1+4p I 3 =/5-4y
Y. <S5y ' T < . <
1. 2(2-w) 2(1+p) i.
< 1 eller < 1
Negativ Yi. S Teu vs 3 +/1+4y 3 +/5-4y Yi.% 2+
nar: os 1. 2(2-p) 2(1+u)
og
og og
1 - v. (1+
n < Yi, () Yi.[l"Yi.(l‘U)] 9 (2+W)y; - 1
Y, 1 - 5 3v; -1 - (v o n < —(—1—_—)————-
(1=v. ) I n< : 2 | HIYS,
n < - | (1- )2
1-y ; HEETYS :
; |
Enten: Enten: !
Enten: v, = i Enten: y. < 3
A.-verdi < mi . - v. ) i -
8 e en u mln{yl., 1 Yl.} og U < mln{yi', 1 Yi.} og
" er aktuell
L eller: 1 -Y, Su<y Eller: y. <p<1l-y
nar: i 1. 1 ! . 1. 1
: I ! Y. 2 3 0g
(iflg. Yi. S 2 ©8 - eller: 5 i. =" Eller:
? Skjema 1) < _ 2 M > maxly 1-v. } §
i Yi Tpsgl Yi | - i.? i. ! 1 - Yi. < u < yl | w2 max{y. , 1 —yl }
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Diagram 1. Ai framstilt grafisk som funksjon av Wi

Av diagrammet avleses fg¢lgende:

(1) $i er minst like god som Yi nar

I og nar b<V¥, <8 (4.11)
(2) ;i er minst like god som ¢i nar

a s Wi <b (4.12)

Lignende diagrammer kan tegnes for de ¢vrige mulige tilfellene som
kan forekomme. Vi skal imidlertid ikke g& narmere inn pa disse da situasjonen
som er illustrert i diagram 1, vil vare den mest vanlige for relativt
store n. De ¢vrige tilfellene lar seg forgvrig dr¢fte pd grunnlag av

skjema 1, 2 og 3 uten nevneverdige vansker.
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Siden Wi avhenger av bl.a. den ukjente parameteren Y o» kan ikke
(1) og (2) ovenfor anvendes umiddelbart. Vi kan imidlertid estimere Wi

med

(4.13)

=3
1

<A
1

<

i il il
som er (tilnarmet) forventningsrett. Videre kan a og b estimeres med
h.h.v.

1 n . - ND ~ )
nu{Yi i /gu(l Wy + vy H

2

o
1]

}
(4.14)

D m 2
-1+ mu(l-wy; + (y; - Ny

1 A
—{.
nu i

Kriteriet vi nd kan bruke for & avgjere hvilken estimator som er

(synes & vare) best, er:

Velg Vi som estimator hvis
a< @i < b. I motsatt fall (4.15)

"" o
er y. a foretrekke.

Dette kriteriet er selvsagt beheftet med en viss usikkerhet

pP.g.a. estimeringen.

Eksempel. (Konstruerte tall)

Anta at vi i en undersgkelse om folks holdning til spegrsmdl om
norsk medlemskap i EF har fire delpopulasjoner i den maksimale frafalls-

homogene partisjonen: L ='{L1, L2, LS’ Lu}. Bruttoutvalgets stgrrelse

er n = 200. Forgvrig har vi fglgende tall-oppgaver:

Delpopu-~ Antall Antall Frafall-
lasjon WJA" “NEI® sannsynlighet
Ly 5 6 Ay = 0,u8
L2 15 30 Az = 0,21
! L3 10 4 As = 0,26

L, 40 50 A, = 0,13
Hele
utvalget 70 30 u = 0,80
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Vi skal estimere hvor stor andel av populasjonen (yi ) som mener
"JA". Ved utregning finner vi:

3. = 0,438 og ?i = 0,441

Herav fés at @i = 0,003.

Siden a alltid er mindre (eller 1lik) 0, er det tilstrekkelig &
undersgke hvorvidt Qi er stgrre eller mindre enn 6, som finnes & vare:
b = 0,015. Altsd er @i < b, og dermed vil det vare rimelig & foretrekke
estimatoren ?i.

Anta nd at n varierer, men at alle gvrige stgrrelser - unntatt
B - holdes fast, Det kan da vare interessant & se hvor stor n m&
velges for at ?i. skal vare den beste estimatoren. n md da tilfreds-

stille ulikheten 5 < $i = 0,003. Vi finner ved innsetting i (4.16) at

i sd& fall m& n > 5000 (omtrent)!

-

P3 den annen side finner vi at for n = 200 er (est)bvar v, ® 0,0015.

Skal var ?i ha denne verdien, md8 n velges 1lik 250 (ca.). (Her har

vi altsa to utvalg).

Eksemplet leder oss til & studere narmere hvordan Ai avhenger av
utvalgsstgrrelsen n.

Av (4.3) fplger at

lim A, = W? >0
i i

11>
dvs. - under de forutsetninger analysen er basert pd (N "veldig" stor) -
at for tilstrekkelig store utvalg vil ?i vere den generelt beste esti-
matoren. Eksemplet illustrerer imidlertié at utvalgssterrelsen, n, kan
matte velges ekstremt stor for & forsvare en ensidig anvendelse av
?i. (n > 5000 i eksemplet). Dersom skjevheten i eksemplet hadde vart
stgrre, ville dpenbart %i. bli minst like god som %i. for en mindre n.
La @8s derfor betrakte skjevheten, Wi, som gitt, og studere hvorden Ai

varierer med n. Ai kan skrives:

Y

w2 _ 1 1-u i2 i i
LT = u [:(Yi.+ l—u) l-u‘l * l—u)]
Betrakt uttrykket i hakeparentesen:
Yio % ¥y
o, = (v, + )T - (1 + ) (4.16)

i i. 1-u 1-u 1-p
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Vi finner at:

//Y{ Wi Wi
: L3 . . o -
(i) ¢i > 0 nar Wi >0 og Yi 2 l-u\l + l"u) =
//Wi Wi b4
i RS . . . ( -
(i) ¢, <0 nér V. >0 op vy, SRt l-u) =
@{ii) ¢, 20 nar - (1-u) < ¥; <0 (alle v, )
(iv) ¢i < 0 nar Wi < = (1-u) og
Wl //Wi 11
3,27 1-p - l*u(l + l-u)

(v) ¢; >0 ndr ¥, < - (-u) og

Jrr e e
Wi /Wi Wi
< - - (
Yi- l—u "l_u\l + l"u)

Tilfellene (iv) og (v) m& anses som bare av teoretisk interesse idet
¥, < - (1-1) md karakteriseres som ekstremt store skjevheter (vanligvis).
I diagram 2 er Ai avbildet som funksjon av nl) for de to til-

2 .
> = = . )
fellene ¢i 6 og ¢i <0 (for ¢i 0 er Ai Wl og uavhengig av

n).
Lgses ligningen A, =0 mh.p. n ("tillatt" lgsning bare for
¢ > 0), fas:
1-p %3
n ==k.2 =g (4.17)
o2 0
i

. . . . N .
Hvis n blir sterre enn denne verdien, vil \ alltid vare bedre enn

.

<1

i.

1) n oppfattes nd som en variabel p& de ikke-negative reelle tall.
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ANYY
&
\0
y
\
\t
N5 <0
\\
“
e
2 ~—
i f ) _— un»~-->‘»~.'-——-~-wc“m-
¢ S = 0 e .w—-'""“‘"'”
i -
-
T ) N
0 PN o :
- n =ik L
’”/ 0" u 2
P 2
v
p
/

o

Diagram 2. Ai som funksjon av n.

La oss gjgre denne analysen noe mer konkret ved & se pd de mest
"vanlige" tilfellene som forekommer i praksis. Med "vanlige" tilfeller

skal vi mene:

u = 0,8, 0,01 2 Y3 < 0,50 og - 0,05 < Wi < 0,05

Setter vi inn for yp, fés

- y2 _ 11
by =¥ " ow ¥
der
6. = (v. + 5¢.)% - 59, (1+5¥.)
i i, i i i

Punktene (i) - (iii) blir nd ((iv) og (v) er ikke aktuelle):

- 2 /oy (1959 -
(1) ¢; 2 0 nar ¥, >0 og vy, 2 Svi(l+SWi) swi

i : oV (159 -
(ii) ¢; < 0 nér v, > 0 og Yy, S SWi(1+5Wi) SWi

iy o . ‘
(iii) ¢; 0 nér v, < 0
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. ~ v .
Nedenfor er den minste verdi n kan anta for at Yi med sikker-

het (dvs. for alle verdier av ¢i) skal vare like god som ?i , tabulert

for ulike, *'vanlige"” verdier av Yy, 8 Wi. Denne n-verdien er gitt

ved (4.17) som med u = 0,8 blir:

2
- 5
) (yi.+5Wi) SWi(l+vWi)

HW?
1

og er 1 tabellen kalt “kritisk n-verdi.

Tabell 2: Kritisk n-verdi for ulike verdier av A og Wi. p = 0,8

¥ Yi.  o,01 0,05 0,10 0,20 0,30 0,40 0,50
- 0,05 ) 23 21 19 19 21 25
- 0,04 * 29 27 25 27 32 40
- 0,03 * 39 37 37 42 53 70
- 0,02 * 58 57 63 82 113 157
- 0,01 129 119 125 175 275 425 625
- 0,008 154 151 165 250 415 657 977
- 0,006 206 206 237 4Oy 710 1 154 1 737
- 0,004 309 322 407 814 1532 2 564 3 907
- 0,002 619 719 1126 2876 5 876 10 126 15 626
0 o o © - I © ©
0,002 02) 0 126 2126 5376 9 876 15 626
0,004 * 0 0 438 1282 2 439 3 907
0,006 * 0 0 154 543 1 034 1 736
0,008 * 0 0 63 290 595 978
0,01 * 0 0 26 176 376 626
0,02 * * 0 0 Yy 101 169
0,03 * % % 0 9 37 71
0,04 * * 0 2 19 40
0,05 ® *® 0 0 12 25

1) "=" betyr at verdikombinasjonen av Y; o8 Y. ikke er tillatt iflg.
skjema 1. .

2) "0" betyr at ¢; < 0, og da er iflg. (4.17) N, negativ, hvilket ikke
er noen ”tlllatt verdi. I dette tilfellet er yl den beste
estimatoren uansett stgrrelse pa utvalget, n.



De forholdene som avspeiles i tabell 2, er stort sett gyldige om en

ogsa lar

Resultatene av denne drgftingen er for oversiktens skyld cppsummert i

22

variere innen en "vanlig" verdiomrdde (0,70 - 0,90).

skjema 4.
2 ’ [} . - ’\’
Skjema 4. Oversikt over preferanseomradene for estimatorene Y;, 08
. - - - - 3 >
¥, <= (1-u) (1 u)gwiso ¥, >0
¥. v, v, v,
< - L - , - ._i_ - Y < . .—-.J;-— + > - —l—- +
ViS5 T 14 71,2 T 1 i 1I-p i.” T 1-u
Wi g @. — Alle Yi. ;?. y iJTi wi )
- * 4t 1 1y 1 (
1—u(l+ 1-“) \)]_-—u(l+ l—p) + l-u‘l+ 1"11) 1,_.“\11‘ l"U)
< Vi.er Ikke aktuelt ?i er Ikke aktuelt ?i. er
g best idet ny = 0 badt idet n, = 0 best
? v er v er ¥ er ? er
N ..er Yi- ‘Y.. Yi. ..
n=n, beat best badt best bast
(v) (iv) (iii) (ii) (i)

I praksis vil de tre kolonnene lengst til hgyre vere mest aktuelle.
Det forholdet at ?i tenderer & vare den beste estimatoren for sm& n,
stdr kanskje noe i strid med det en vanligvis er tilbgyelig til & tro om

[}

frafallets virkninger, nemlig at det er mest pakrevet & ta hensyn til

frafallet ndr utvalgssterrelsen er liten. At dette synet ikke alltid er
like holdbart, ses tydelig av tabell 2 og skjema 4. Forgvrig framgdr dette
forholdet umiddelbait av (4.1) idet skjevheten, ?i, jo ikke avhenger av n,
mens variansen til Y;, som regel vil vare sterre enn variansen til ?i..

Forskjellen er dessuten stgrst for smd n.

5. SLUTTORD

Analysen i foregdende avsnitt er en illustrasjon pa hvordan en -
nér visse betingelser er oppfylt - konkret kan vurdere om det er ngdvendig
& korrigere for frafall. Skal teorien utvides til f.eks. to-trinns ut-
velging, oppstar matematiske problemer som vanskeliggjgr en noenlunde over-
siktlig analyse.

Imidlertid er det rimelig & tro at resultatene av en slik analyse
ikke vil avvike noe vesentlig fra dem vi har funnet for enkel tilfeldig
utvelging. Denne antakelsen er rimelig fordi det er ingenting som taler

for at to-trinns utvelging i seg selv endrer det innbyrdes forholdet mellom
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estimatorene ;i. og %.. (dvs. deres "maker' i to-trinns utvelging) i
noen sarlig grad.

Né&r det ¢jelder stratifiserte utvalgsplaner, kan visse avvik
forekomme i analysen, se@rlig hvis stratifikasjons-variabelen i stor grad
"forklarer" forskjeller i frafalls-hyppigheter. I sd fall vil "Wi." -
hvis den er en linesr funksjon av stratumgjennomsnittene - forbedres som
estimator idet skjevheten reduseres.

Dersom stratifikasjons-variabelen ikke "forklarer" variasjoner i
frafalls-hyppigheter, vil en formodentlig finne omtrent de samme
resultater som her er beskrevet.

T avsnitt 3 og 4 er Aj—ene behandlet som faste og kjente
parametre. I praksis vil de naturligvis vare ukjente og md derfor esti-

"
meres for at Yi skal kunne anvendes. La

AN |
Y. = o

(5.1)
i.

Hl SR
1.

nue

J=1 3

der X, er en estimator for A.. Det antas at Xj er forventningsrett og
at Plo s A, < 1] =1,
N 3
Y1
> l. f\/' - - . .
til & tro at Ys har stgrre varians enn den opprinnelige estimatoren, -

Y
vil ikke ha de samme egenskaper som Yi . Det er f.eks. grunn
en formodning vi skal underbygge litt n®rmere. Da det her vil feore for
langt & finne forventning og varians til (5.1) for generelle estimatorer
A
Aj (som tilfredsstiller de to forutsetningene nevnt ovenfor), skal vi ngye
oss med noe mindre stingente resonnementer (eller "begrunnede gjetninger™).

La oss for enkelthets skyld sette

nlj l'l. oo X
X =30 g Y= 1-§; = (l‘kj)x§oxj
J "]
slik at
5
= XY (5.2)

7

. el N
Forventningen til Y

Generelt har vi dette uttrykket for forventningen til produktet

aw to atolaet+ieko variable:

EM(XY) = EMX~EM + cov (X,Y) (5.3)
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n A o . .
Dersom nij og Aj er basert pd observasjoner fra samme utvalg, vil de
vanligvis vare negativt korrelerte. Dette innebarer at forventningen til
(5.2) blir mindre ndr X og Y er negativt korrelerte enn nér de er

positivt korrelerte eller ukorrelerte. I sistnevnte tilfelle har vi:

mens

- Y: -\ 0 AT
Ey (1 A])EM A

<203 =1 idet

det av HSlders ulikhet ([5] s. 95) folger at

xR 2Ax _ X
By 2 [EMAl] = og
1 _ 2 .x
dessuten E:K; = XEOAj .

Siden forventningen til en sum av variable er lik summen av
forventningene, kan vi p& grunnlag av ovenstdende konkludere med fglgende
. . . v

ulikheter (parentesene sikter til typen av "sammenheng" mellom nij og
Aoy 3 =1,2,...,H):

]

E r\)v ';‘,' f\J?

MYi'(pos.korr.) b EMyi.(ukorr.) 2 EMYi.(neg.korr,)

(5.4)

At N
EMYi'(ukorr.) 2 BMYi,

N
M'i. N A
hvilket betyr at vi i tilfellet negativ korrelasjon mellom nij og A

]
Vi ser alts@ at ulikhetsrelasjon mellom E og EMyi (neg.korr.) mangler,
j;
!
j =1,2,...,H, ikke (her) kan avgjere hvorvidt %i over- eller under-

estimerer Yoo

Variansen til $i

2 . ., !
La oss sd se pa variansen til R

n n n
"t 1 H nij 2 nij Pik
. = _— . a _—r — . 5.5
var v, 5 ]glvar = + k§]COV(l~X. > 155 ) (5.5)



Vi skal her tillate oss noe mindre strenge krav til stringens og
delvis basere oss pd intuisjon for & underbygge folgende pdstand (eller

"begrunnede gjietningw),

var y. > var y (5.6)

Argumentasjonen for (5.6) er som fglger:

(i) Det virker intuitivt rimelig at
n v a m
P13 Pk Pi3 0 Pk
leov(zEl , =2)| < |cov(==l-, )|
5 0 TR - I, ° Ioa

“Rimeligheten" ligger i at leddene pd& venstre side inneholder flere
stokastiske komponenter enn hva vi har pd heyre side. Dette skulle med-
fgre en noe svakere samvariasjon mellom leddene der ﬁj-ene inngér,
enn mellom leddene der bare parametrene A, (j = 1,2,...,H) forekommer.
I avsnitt 3 (s. 7) fant vi dessuten at
n n
"5 Pk
cov (ijl— ) <0

s Ty
Aj 1 Ak

Kombineres dette med "intuisjonen" ovenfor, har vi dermed:

v Y v

n,. Dy n,. gik
COV(I:%- > i:%—) 2 cov (If%— > 15 ) (5.7)
A5 Ak j k
(ii) For & drgfte variansleddene i (5.5), vil vi skrive gij(l-ij)_l

pd formen (5.2). Variansen kan da uttrykkes slik:

var(XY) = EM|_‘~§{2var(X|Y)J + var'[YEM(XIY)] (5.8)

)

Vi vil nd anta at (X,Y) er binocrmalt fordeltl
Da blir:

med korrelasjon p.

var|[x|y] = 0§(l-p2) der oi = var X

og
o
- X 2 _
BM[XIYj z EMX + OVp(Y EMY) der Oy = varY .

]

1) Dette kan oppnds tilnermet ved f.eks. & evrstatte X med Xn_l og Ymed Y

Ym—l der m er gvre summasjonsindeks 1 summen Y xgoi% (m kan velges
slik at tiln@rmelsen far en gnsket ngyaktighetsgrad).
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Settes disse uttrykkene inn i (5.8), f&s etter noen enkle omforminger:

varY2
]
o
y
2 . e . 2 2 -2 2
var Y~ kan vi finne ved & ytnytte det forhold at (Y-EMY) Gy er x° -

2 2 2 2 2 2 2¢~
- - - - 5.9
var(XyY) o EMY + ?,(EMX) oxcyp L; ( )

fordelt med 1 frihetsgrad. Da er

Y-E, Y

MY.2 1 -2 _

var( 5 )T o= uvar*!__Y QYBMi] =2
y Uy

hvorav fas
-2 _ b
varLy - QYEM?] = 20y
Venstresiden 1 denne ligningen er:

2 ST 22 2
var|y*- 2YEM{[-var Y2+ Q(EMY) Uy'— QEMYcov(Y ,Y)
Altsd blir:

2 -
yecov(y ,YLJ

2 _pb 22
var Y = Q[EJy 2(E,¥)70" + By

I dette uttrykket er:

cov(y?,y) = EM[(YQ- EMYQ)(Y-EMY')] =

"

-2 2 2 -2
Eyly -(E ) ‘0;‘ [y-Ey] = B ly (y-Ey)] =

3 2 2
- E . = .
EM(Y EMY) + 2 M Oy ZEMY Oy

Dermed fis:

var Y2 = 20q

hvorav vi finner ved innsetting i (5.9):

2. .2

var (X¥) = ¢'E Y 252,2
x M

+ GQ(E,X)Q + 0 0°p
y M Xy

De to forste leddene pd hgyre side uttrykker variansen til (X ) ndr X

og Y er ukorrelerte. Siden tillegget ved korrelasjon alltid blir positivt,

innebarer avhengighet mellom X og y at var (Xy) blir stegrre enn ndr de er

uavhengige.
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I det sistnevnte tilfellet finner vi at var(XY) blir (uten

forutsetning om binormal fordeling):

v
n,.
ij _ 2. .2 22 2.2 _
Va”l_-ijf = OBy + (BX) o, 2 o ByY =
1-, ﬁlj Ki.
= BM(l—X.) vars=3- 2 vari:%T (5.10)
J j J
idet iflg. HOlders ulikhet:
l')\ 2 )\. 2
EM(——ll_ 5 FEM «—-13] 2 (1=, )2 L{z >

> (1- >\ ) _O)X:]Q =

(iii)  Av (5.7) og (5.10) fplger ved innsetting i (5.5):

. Y % o
! 1 H nij RN ik . L N
var y, 2 n2 jglvnr l-Aj + ;5 k§ Cov(l-x » 12 Ak) = var v,

som er identisk med pastanden (5.6).

Den nye estimatorens (?; 's) egenskaper, - sd langt vi har skissert
dem her, medferer at konklusjonege i avsnitt 4 md modifiseres en del i faver
av estimatoren Vi. for & bli gyldige i en sammenligning mellom 7i. og %;. .

Estimeringen av Aj-ene reiser nye problemer som krever inngdende
behandling. Som antydet i avsnitt 2 md en bl.a. legge stor vekt pa valg
av modell for hvordan A avhenger av ulike variable. Et annet problem er
sporsmdlet om hvor mange frafallshomogene delpopulasjoner en skal velge
(dvs. hvor stor H skal velges). Behandling av disse problemene vil

imidlertid ikke bli gjort her.
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