


I. INNLEDNING

I (i). Noen situasjoner hvor mil for avhengighet anvendes

Problemet med valg av avhengighetsmdl opptrer ndr man gnsker &
undersgke avhengigheten mellom to faktorer i en eller flere hyppighets~
tabeller. Det er sarlig to situasjoner hvor mdl for avhengighet er av
spesiell interesse. Den ene er ved sammenligning av avhengighet i flere
tabeller, og den andre ved testing av uavhengighet i en tabell. I
Byrdet kan det vere aktuelt & bruke uavhengighetstester, f.eks. ndr man
avgjer hvilke tabeller som skal publiseres.

Ved testing av uavhengighet mellom to faktorer i en tabell, har
det vert vanlig & bruke en kjikvadrat-test pd& hypotesen om at faktorene
er eksakt uavhengige. N8 har det vist seg at ndr antall observasjoner
er stort (f.eks. av stgrrelsesorden som ved Byrdets intervjuundersskelser)
vil den eksakte uavhengighetshypotesen nesten alltid forkastes, selv 1
situasjoner hvor det synes opplagt at avhengigheten er meget liten.

Det man egentlig gnsker er & akseptere uavhengighet mellom to
faktorer ogsd nar det foreligger en liten grad av avhengighet, dvs.
ndr graden av avhengighet ikke er fagvitenskapelig betydelig. Vi sier
da at faktorene er nesten uavhengige. Istedenfor & teste eksakt uav-
hengighet onsker vi altsd & teste nesten uavhengighet (ndr antall obser-
vasjoner er stort). Ved bestemmelse av nesten-uavhengighetshypotesen
oppstdr problemet med & velge et avhengighetsmdl.

Dette notatet er ment & vare en veiledning for hvilket mdl man
bgr velge. For testing av nesten uavhengighet, og sammenligning av
avhengighet i flere tabeller henvises til arbeidsnotatet “"Inferensteori

i kontingenstabeller” av samme forfatter (IO 73/23).

I (ii). En innledende diskusjon om avhengighetsmil

Begrepet avhengighet mellom to faktorer, A og B, vil ofte vere
vagt og upresist. Som regel er det, imidlertid, spesielle trekk ved
avhengigheten som vi er interessert i & mdle i en gitt situasjon. Disse
relevante avhengighetstrekk vil ofte kunne spesifiseres som en del av
formdlet ved en undersgkelse. FEt avhengighetsmdl bgr derfor konstrueres
ut fra en relevant modell for den gitte situasjonen, slik at det gir
mest mulig informasjon om de interessante avhengighetstrekkene, i den

grad disse er tilstede. Dvs. for en gitt situasjon vil vi at avhengig-



avhengighetsmdlet er slik at det mdler de avhengighetstrekk som er
interessante i denne situasjonen. Vi skjerper altsd definisjonen av
avhengighet ved konstruksjon av relevante, passende mdl. Dersom flere
mdl er konstruert for en gitt situasjon, bgr man velge det mdl som man
mener gir klarest uttrykk for de relevante avhengighetstrekk.

Dessuten bgr mdlene ha en enkel operasjonell (sannsynlighets-
teoretisk) tolkning, slik at det bl.a. er meningsfylt & sammenligne
verdiene av et mdl for flere tabeller.

Ved valg av avhengighetsmdl har vi funnet det naturlig 4 skille

mellom fplgende fem situasjoner:

Det eksisterer for hver faktor en underliggende ordning mellom
kjennetegnene. La f.eks. faktor A vare utdanningsnivé og B inntekts-
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Det foreligger ingen naturlig eller relevant ordning mcllom
kjennetegnene. Dessuten opptrer faktorene symmetrisk, de er begge av

like stor interesse.
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Denne situasjonen forekommer nér en av faktorene, la oss si B,
er av primer interesse i forhold til den andre, og nér det ikke eksi-
sterer noen ordning mellom kjennetegnene. Det kan f.cks. vare at
faktoren A "gdr foran" B kronologisk eller drsaksmessig. Et eksempel

kan vere: A: yrke og B: stillingstagen til et bestemt problem.
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Denne situasjonen opptrer nér v=w, og A og B antar samme kjenne-
tegn, men refererer seg til forskjellige metoder. La f.eks. A og B
vaére to psykologiske tester som klassifiserer mentalt syke individer

etter hvilken sykdom de lider av.

5) Blandet situasjon
Den ene faktors kjennetegn innehar en naturlig, relevant
ordning, den andre ikke. Et eksempel pd denne situasjonen kan vare:

A: inntektsnivé og B: kommuneinndeling.



Utenom disse fem situasjonene vil vi behandle 2x2-tabellen
for seg.

De fleste mdlene som blir diskutert i forbindelse med situa-
sjonene 1) - 4), er behandlet av Goodman & Kruskal i [2], [3]. Den
ordnete situasjonen blir behandlet spesielt grundig, siden den vil
opptre ofte. Mdlene som blir diskutert der vil alle variere i inter-
vallet [-1,1]. Som mdl for grad av avhengighet i den ordnete situasjon

kan man bruke kvadratet av disse mdlene.

IT. UAVHENGIGHETS-SITUASJONEN I EN TOVEIS KONTINGENSTABELL

Fglgende situasjon betraktes. To faktorer (eller egenskaper

om man vil) A og B kan anta henholdsvis v og w kjennetegn Al, ceey Av

og Bls N Bw' Ved hvert forsgk vil ett og bare ett av kjennetegnene

As +evs

««+s5 B . Ved hvert forsgk vil altsd ett og bare ett av kjennetegnene
i

Av inntreffe og samtidig ett og bare ett av kjennetegnene Bls

Ai og Bj’ for i=1, ..., v og j=1, ..., w inntreffe. La Y, Z vare to
tilfeldige variable, definert ved:

Y
Z

i hvis Ai inntreffer, for iz=l, ..., v

(1)

j hvis Bj inntreffer, for j=1, ..., w

Det gjgres n forsgk. Utfallene av de n forsgk er stokastisk uavhengige.

I hvert forsgk er sannsynligheten for at A, og Bi skal opptre 1lik pij'

w s
Sannsynligheten for A; er da Py =z Pij og sannsynligheten for Bj blir
. j:l
v
. =% p,.. Dvs. .. = P(Y=1nZ=j . = P(Y=i) o . = P(Z=3)
Py =Py s. at p;y = P(Y=1n2=3), p; = P(Y=1) og p ; 15
for i=1, ..., v og j=1, ..., W.

Definisjon 1. Faktorene A og B kalles eksakt uavhengige, hvis Y og Z
er stokastisk uavhengige, dvs. hvis P(Y=i n Z=j) = P(¥=i) P(Z=j) for
i=l, ..., vog j=1, ..., w. Hvis Y, Z er stokastisk avhengige, sier vi
at A og B er avhengige.

Fra definisjon 1 fglger at den eksakte uavhengighetshypotesen

for A og B kan formaliseres slik.

H: p.. = P. +p 3 for i=l, ..., vog j=1, «v., W (2)



Cellesannsynlighetene kan stilles opp i en toveis tabell:

A“?H B, B, ... B,  Sum

A1 (P11 Prgererer Py Py
!

By [Py Pogreerrer Doy §P2.

: |

ol

Av P pv?"""’ Pow %pv.

Sum [p ; P peeeeer P 1

W

La Xij vere antall ganger Ai & Bj inntreffer i lgpet av de n forsgk,

w v
= X../n. idere q, = I Qq,. - ij”
og la qij lj/n La videre q; . j{lqu og Q.j iilqu

Det statistiske materiale kan stilles opp i en toveis kontingenstabell

(hyppighetstabell):

By ,
un%:Bl 52 ceeeees Bw Sum
IREC LIRS LRI P RS
iy
A2 ;x21 X22....... sz XQ'
%
i } ¥
A, ixvl XV2 ..... . Xvw v.
Sum X.l X.2.. cee X.‘ n
W v
H . = .. . = .. 11 X. A,
ler er Xl‘ jilej og X.] i§lejg slik at Yl'er antall ganger s

inntreffer, og X 3 er antall ganger Bj inntreffer.



III. ORDNET SITUASJON

IITI (i). Tre ordinalinvariante mél

Situasjonen er at det foreligger en relevant ordning mellom
kjennetegnene innen begge faktorer. La oss fegrst gi en definisjon av

ordinalinvariante mdl.

Definisjon 2. Et mdl g kalles ordinalinvariant hvis det er uforandret
under like typer av monotone transformasjoner av Y og Z, og hvis det
forandrer fortegn ndr transformasjonene er av ulike typer. Dvs. at
g(Y,Z2) = g(£(Y), h(Z)), hvis f og h begge er strengt gkende, eller begge
er strengt avtagende funksjoner og g(Y,Z) = -g(£(Y), h(Z)) hvis den ene
funksjonen er strengt avtagende, og den andre er strengt gkende.

I denne situasjonen mlles Y og Z pa en ordinalskala, slik at
rekkefglgen av deres verdier, men ikke avstanden mellom verdiene, har
mening. Vi vil derfor kreve at et mdl for denne situasjonen er ordinal-

invariant. Dessuten bgr mdlet g tilfredsstille to krav:

(1) -1<gz<1

(ii) A, B cksakt uavhengige => g = 0
Hvis g ¢ r;MB@}S vil g/M ¢ [}lgi], slik at hvis variasjonsomradet til g
er begrenset, symmctrisk om origo, kan vi alltid £&8 (i) oppfylt ved &
normere malet.

Vi vil beskrive tre slike ordinalinvariante mdl, som alle er modi-

fikasjoner av en grunnleggende sterrelse. De betegnes med:

1) vy, foresldtt av Goodman & Kruskal i |2].
2) Ty Kendalls rangkorrclasjonskoeffisient modifisert til
kontingenstabeller.

3) Tyo foresldtt av Stuart i [7].

s

M&let y er ogsd diskutert i [5]. Vi vil senere begrunne hvorfor vy
er det mest passende mdl av de tre. Alle mdlene, men spesielt Yy, kan

gis en enkel sannsynlighetsteoretisk tolkning. La oss fgrst betrakte Y.

IIT (ii). Konstruksjon av et naturlig mdl, vy

La (Yl, Zl) og (Y29 ZQ) vare to stokastisk uavhengige variable
med samme fordeling som (Y, Z).

Vi sier (Yla Zl) og (Y2, ZQ) er overensstemmende (eng.: concordant)



hvis Yl og Y, avviker med samme fortegn som Z, og 223 dvs. hvis
“
Lyd

1
(Y MY ) (Zl‘b?) > 0., Tilsvarende sier vi at de able er uoverens-

{_L‘

viker med forskjellig

jui)

uterwex”c (eng.: discordant) hvis Y-ene og Z-ene
fortegn; dvs. hvis (fl"Y ) (21*22) < 0.

Y er definert ved:
= P Y -7 s 'Y 1

v o= LYY )(E) %) > 0 | YT, N 23]
- (Y -Y, N(2,-Z,) < 0 | Yl+&2 A zl#zz}

Det ses umiddelbart at 7y er ordinalinvariant.

T =P = =
La T (Yl Y2 ¥ Z Z )

T = P{(YIMY2)(le22) > 0}

= T Y.~ - 3
m P{(fl YQ)(Zl Z,) < 0}.

Dvs. at Ty er sannsynligheten for at de variable er overensstemmende,

og

g My or sannsynligheten for at de er uoverensstemmende.

I denne situasjonen finner vi det naturlig & utvide definisjonen

[¢]

av eksakt uavhengighet mellom faktorene til:

Definisjon 3
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To faktorer A og

Det ses at v kan uttrykkes pd fplgende form:

ﬁs“ﬁa
y =84 (3)
1 wt

Dessuten, siden w +w 4w, = liy = (w_-m_)/(7 47 ,).
t s d s d g d
Herav sees at v € 5314135 slik at (i) er tilfredsstilt.

Det kan vises at:

v ) il 2 v W 2
T, = P + I - I L Das o
£ oi=1 1. j=1 +3 i=1 j§=1"1J
vl wol
m =235 Ip,.{ ¢ T Degueyte
e i=1 3:l 13 11>3 jv>j 173
25 ¥ }
m, = L p. I L Deguegie
d i=1 j=2 it'si j‘<j 17]?
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Videre kan det vises at A, B elisakt uvavhengige medfgrer at LICLPP slik

S

at definisjon 2 faktisk er en utvidelse av definisjon 1.
v tilfredsstiller dermed kravene (i) og (ii) og har dessuten
fglgende egenskapen (se [2]).
(iii) vy er veldefiﬁertg safremt ikke alle positive cellesannsynligheter
er konsentrert 1 en;enkal rad eller kolonne.
(iv) A, B eksakt ﬁavhengige => y=0, men det omvendte behgver ikke

gjelde unntagen i 2x2-tilfellet.
T 2x2-tabellen reduserer mdlet seg til:

_ P11P227F; 12P21 _ -1

122 A1 (1)
i
T P1iPpotPigPyy  A4L
D,.D
& & f)
hvor A = m}%:;% er kryssprodukt-forholdet.
12721
‘wwhengighetsmdl i 2x2 tabellen kommer vi tilbake tii i VIII.

IIT (iii). To alternative m&l, T, og T,

La oss fgrst betrakte fplgende situasion:
La U, V vare kontinuerlige tilfeldige variable. Kendalls rang-

korrelasjonskoeffisient Tt for (U, V) er definert ved:

© = PL(U, -0V -V, > 0F - RI(U, U )V, -V,) < 0} (53
172701 2

hvor (Ul3 3 oo ‘

som (U, V) (L§]9 . 822). 1t kan betraktes som korrelasjonskoeffisienten

17Uy og V,-V,. la (ul

observasjoner av (U, V). Vi sier at det er ingen sammenfallende verdier

Vl) og (U V2) er to uavhengige variable med samme fordeling

mellom fortegnene til U ) vl)g ceey (un5 vn) vare n
hvis ui#uj og vi=|:vj for i%j, i=1, ..., n og 31, ..., n. Det engelske
uttrykket for sammenfallende verdier cr "ties' som vi vil anvende heretter,
T en kontingenstabell vil det altsé foreligge ties hvis minst to obser-
vasjoner faller i samme rad eller kolonne, noe som alltid vil skje dersom

n > min (v, w).

T tilfellet med ingen ties ser man at vy reduseres til T.
M.a.0.: Y er en medifikasjon av T til situasjonen med ties. N&

0

vil vi betrakte tec andre modifikasjoner av tilfellet med ties.

La situasjonen vare som i1 III (ii).



Kendalls rangkorrelazsjonskoeffisient for kontingenstabeller er definert
ved (vdr definisjorn):
T_-T
<

. 5.8 (6)

s .
VP&Y1$Y2) - P(Z F2,)°

o 3 - - 4 7 k7 Y,
- (Legg merke til at y = (v_-m )/P(Y,5Y, & l#uQ) )

3 = B(Y.3Y.) og = P(Z.%2.).
La ’ﬂ'y i (Yl‘Y'Z’ cg 'ITZ _( lTZQ)
v
ki = l - Z p. 20
y izl 1.
W n
T =1- ITp.°.
z j=1 -3
I 2x2-tilfellet ep
Py1Phs = DqoP
Tb = .Ll /.2 12,23—_ (7)
- ; 1
V91n92.9.1p.9
Siden T, = 0 <= 1 =Mge Ses et T tilfredastiller kravene (i) og (ii).

s
Dessuten gjelder felgende:

(iii> T, er veldefinert, sdfremt iklke alle positive cellesannsynlig-
heter er konsentrert i en enkcl rad c¢ller kolonne.

(iv) T, 6r ordinalinvariant.

Angdende (i) bgr nevnes at grensene + 1 aldri kan oppnds unntagen

v
i en vxv-tabell hvor I p.. = l.

i=1" 34
\ N ° 2 . . .
Det er ogsa verdt a merke seg at Ty kan betraktes som en generalisering
2
(P11P55"P1oPyq)
av £ = »~}l %2 12721 til en vxw-ordnet situasjon, mens det tradi-
P, Uy P P
“1.72.7.,17.2
sjonelle kjikvadrat-mélet
2
2 v oW (P-;'P..P‘-)
¢° = & I 2 ted
i=1 3=1 PiP

er en generaliszring av R til situasjonen med ingen relevant ordning.
For andre tradisjonelle mé&l i denne situasjonen henviser vil til IV (iii).
Det tredje mdl 1t er definert ved:

® o/ (8

e T m-1y/m

hvor m = min (v, w}.



. ~ m R .
Normeringsfaktoren -] er en felge av setning 1. {For hevis, se

e
Jotoams

appendiks. }

Setn. 1

LUCERAe R —

“ e—<m T, < el Grensene oppnas dersom alle cellesann~

. . - . . .01
synlighetene er 1ik 0 utenfor en lengste diagonal i tabellen, og llk;i

fetn. 1 gir at (i) er oppfylt, hvor nd grensene -1 og +1 ogsa kan oppnds

¢ a0 . 3
nér viw. Egenskap (ii) holder ogsd, og T, er dessuten ordinalinvariant

og alltid veldefinert.

} - o ~ -
}. La na T, vere esti-

I 2x2-tilfellet er T, = H(Q,lngmplqpn 5
matoren for T, som fés ved & sette inn de relative hyppighetens qij
istedenfor pij i uttrykket for Ty Dvs.
P _-P |
Tos ot ()
\/?yeyz‘

hvor

el
1]

N

1]

ae)
"

A~

T, kan betraktes som et spesialtiifelie av en generalisert empirisk
b :

korrelasjonskoeifisient beskrevet 1 ' g, ld? Vi vil kort gjengi

beckrivelsen her. La (7, Z*) cees (v z ) vere de 1 uavhengige

observasijonene sem tas. Til hvert par {ﬂ ) Zi)’ (y,? z.)} +tildeles en

Ay . = =—3... o e VAR -
V- scope aij slik at 3s3 ale og en core s ul¢k at b bﬁi‘
Den generaliserte empiriske korr~la8ﬂonskoe$f1knptbn er def;ncrt ved:
n n
Lz ai4bi4
_ i=1 j=1 ~ ~
T = L S (10)
n om T 2\
\MZ Ta,.m L Ib..
izl §=1 3 4i=1 j=1 *J
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F.eks. f8s den vanlige empiriske (produkt) korrelasjonskoeffisienten

(Y.-Y) (Z.-7
.i(,l v) (Z1 )

ved 2 sette a,.=y.-y. og b..=z.-z..
— —71 1375701 %8 P13
dZ(Y4~Y)“ . Z(Zi—Z)
Fglgende resultat (for bevis, se appendiks) viser hvordan %b er et spesial-

tilfelle av T.

Setn. 2

La Y-scorene ajj og Z-scorene bjj vere gitt ved:

4

+1 hvis Y; < Vs +1 hvis z, < Zj

- b .= v, L. = o Z, = 2,
alj 0 yl 5] * blj ¢ i 3
- i > . - 111 Z, Z.

1 yi yj 1 5 > :

I tilfellet med ingen ties vil vi alltid ha a.., b.. 1lik +1 eller -1

ij° 7ij
for i#j? og helt tilsvarende vil da TI=T, hvor T er sampelobservatoren
svarende til T1. Dvs. at fb er den naturlige modifikasjon av T
hasert pd T.

IIT (iv).: En vurdering av mélenec v, T, Of T,

b

Dét forste vi noterer oss er at alle tre milene er en modifi-
kasjon av differensen Ty til tilfellet med ties. Den naturlige
modifikasjon er opplagt vy, hvor man ser pd de betingede sannsynligheter
gitt ingen ties. Bade T, ©g T, synes 4 vare noe kunstige modifika-

sjoner, da kanskje sarlig T, som bare er en normering av ns—n

q
Det andre man bgr merke seg (angdende Th) er at opprinnelig var

A

det den empiriske rangkorrelasjonskoeffisienten T som ble modifisert

til %b’ med utgangspunkt i den generaliserte empiriske korrelasjons-

koeffisienten T gitt ved {10). (E{?, 7). Definisjonen (6) er vi kommet

Tb .
(Tb er ikke nevnt 1 noen av de artiklene som vi gir referanser til.)

fram til ved & innsette sannsynlighcten pij istedenfor qij i

Vi har dermed at, mens vy er den naturlige modifikasjon av 1 basert

& MMy sd er T,_ den naturlige modifikasjon av T basert pa T.

i3

tr

Det man er intercssert i er parameteren. Det korrekte md derfor vare &
modifisere parameteren, og deretter se pd problemet med estimering., ikke
4 g2 den omvendte veien som Kendall gjorde med t. Konklusjonen ma
derfor bli at y er det mest naturlige og passende mél i den ordnete

situasjonen.
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Ingen av de foresldtte mdl i denne situasjonen er invariante
under permutasjon av  rader eller kolonner (av cellesann
synligheter ) i  tabellen, naturlig nok. I den neste situasjonen vi

skal betrakte vil mélene vare invariante under slike permutasjoner.

IV. UORDNET SYMMETRISK SITUASJON

IV (i). En symmetrisk prediksjonsmodell

To avhengighetsmdl X og n, foresldtt av Goodman & Kruskal,
B{}, E{!a vil bli behandlet. Dessuten lister vi opp noen tradisjonelle
avhengighetsmdl, som imidlertid ikke kan gis noen operasjonell tolkning.

Mélene A og n vil vaere enkle funksjoner av feilsannsynlig-
heter innen en viss prediksjonsmodell, som vil bli bheskrevet. For at
prediksjonsmodellen skal ha mening. vil det antas at cellesannsynlig-
hetene pij er kjente ved konstruksjon av mdlene A og n. De to
mélene er samme funksjon av sanmsynligheter for feilprediksioner, basert
pé to forskjellige prediksjonsmetcder. Den symmetriske prediksjonsmodell
mdlene er konstrucrt fra, er fglgende ( E{?u 3. 743):

I ett gitt forspk skal med sannsynlighet 0,5 B's kjennetegn
predikeres, og med sannsynlighet 0,5 A's kjennetegn predikeres. (Dvs.
enten A eller B's kjennetegn skal forutsies , hver faktor med
sannsynlighet 1ik 0,5 for & bli trukket ut til prediksjon.) Dersom B

blir trukket ut, skal prediksjonen foretas pd grunnlag av

(1) Ingen informasjon, og

(2) Gitt kjennetegnet til A.

Tilsvarende dersom A skal predikeres.

IV (ii). Milene A og n basert nd henholdsvis cptimal og proporsjo-

nal prediksijon

Goodman & Kruskal foresldr to alternative prediksjonsmetoder:

v e ! o et 2t e Yo 32 it e b e T o

Dersom B blir trukket ut. Predikerer i tilfelle (1) den Bj

med p . = max p ., og 1 tilfelle (2) gitt By Predikerer den Bj
T e | . - .
J 3t J
med pij = max pij’ Tilsvarende dersom A blir trukket ut.
j'
La nd 0, = P(Riktig optimal prediksjon i tilfelle (1))

og Q, = P(Riktig optimal prediksjon i tilfelle (2)).
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Dersom B blir trukket ut. Predikerer i1 tilfelle (1) Bj med
sannsynlighet p 4» for =1, +.., W, og i tilfelle (2) gitt A: Pre-
med sannsynlighet P../p. for J4=1, ..., w. Tilsvarende

dikerer B,

ijtFi.

)
hvis A blir trukket ut til prediksjon.

P(Riktig proporsjonal prediksjon i tilfelle (1))

P(Riktig proporsjonal prediksjon i tilfelle (2)).

n defineres nd slik:

)\ i, W'.(l—Ql‘) - (l“Qz) - 02—Ql . (ll)
l*Ql l—Ql

n = (l“Pl) _ (l_PQ) = 27 . (12)
l-Pl 1-?1

Man ser at A
feilprediksjon
predikeres.

N& er

og tilsvarende

O
14
Ol

O
1]
N

Herav: v

og n begge er rclativ minsking 1 sannsynlighet for

fra ukjent til kjent kjennctegn for den faktor som ikke

1 { P(Riktig optimal precdiksjon av B's kjennetegn
i tilfelle (1))

+ P(Riktig optimal prediksjon av A's kjennctegn
i tilfelle (1))}

Vi finner fplgende uttrykk for Qi og Pi' A ogn:

(13)
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Det sees at n kan uttrykkes péd fslgende form:

vV oW
2
b (pe2=p: P )7 (~}~ﬂ+ ~£~)
P B L D D .
n = 1=1 j=1 1. J (14)
Vo, W 5
2 -z P; - 2D .
i1t 4=1 ]

Noen egenskaper ved A:

(i) A er veldefinert, unntagen hvis en Psy = 1.
(i1) 0 <A < 1.
(iii) A, B eksakt uavhengige > X = 0.

(iv) X er invariant ved permutasjon av rader og kolonner (av
cellesannsynlighetene) i kontingenstabellen.

Noen egenskaper ved n1:

(i) n er veldefinert. unntagen hvis en Piy = 1.

(ii) 0 <n < 1.

(iii) A, B eksakt uavhengige <=> n = 0.

(iv) n er invariant ved permutasjon av rader og kolonner.

I 2x2-tilfellet er n 1lik B. Dvs. at n er lik kjikvadratmdlet ¢2
i. 2x2-tabellen.

Hvilket av mélene A og n som passer best 1 en gitt situasjon
vil bero pa hvilken prediksjonsmetods, som er den relevante i denne
situasjonen. Vanligvis er det vel mest interessant & forutsi den mest
sannsynlige Y- eller Z-verdi, dvs. at optimal prediksjon er den mest
relevante som regel. Man bgr imidlertid merke seg at A er et noe
fgrovere’ mdl enn n. Med det menes at dersom avhengigheten mellom A

og B forandres lite, vil ikke ngdvendigvis X avslgre det.

IV (iii). Tradisjonelle avhengighetsmil

De vanligste tradisjonelle mél for avhengighet er basert pd det

allerede nevnte kjikvadrat-mdlet

5 voow (pi.—pi P .)2 vooow Di.2
a) ¢°= I % -«~{§_-7L»:3-~ = 3 E;;L_,w -1,
i=1 §=1  Pi.P ;5 i=1 j=1 Pi.P.5

(ogsd kalt "mean square contingency” i litteraturen).



ot

|

Ly

Tre variasjoner av dette milet er nevnt 1 }}j, s. 739-740.

2
b) X = \/w§~§ (foreslétt av K. Pearson)
1+¢
| > \
c) T= \/ o = (foresldtt av Tschuprow)
(v-1) (w-1)1

2

- ) ) o -
d) C = P EP C (foresldtt av Cramér)

- o . 2 '
Man ser at K, T, C'¢ (0,1, og at: A, B eksakt uavhengige <> ¢ =K=T=C=0.
Det er vanskelig & gi en sannsynlighetsteoretisk tolkning av dissc milene.

M&l basert pa ¢2 er m.a.o. ikke serlig meningsfylte. Goodman & Kruskal,

- -
| Ko
| &

Eggir en mer utfyllende diskusjon om slike mdl uten tolkning.
Et mdl ikke basert pd ¢25 er foresldtt av J.F. Steffensen i 1933.

s. 1u0)

5

(se (3]

Noen egenskaper: (i) ¥?= 0 <> A, B er eksakt uavhengige og (ii)

0 5_?2 < 1. ¥2 er ot veiet giennomsnitt (med Pyy SO vekter) av alle

2x2 ‘mean square contingencies", dannet fra hver av de vw cellene og deres
komplement.

To enkle md8l er

|

. !
i

£) H, = max !pijhpi D

;
T -

Pii
og z) H, = max [RE R ﬁ§
iy Pin

H2 er vel et mer anskuelig-gjgrende mél enn H., (bl.a. fordi man

1%
vanligvis tabellerer qij/qi. og betrakter differensene qij/qi._q.j
ved vurdering av avhengighet i tabellen).

For andre avhengighetsmél, se 5}&.

La oss nd betrakte situasjonen hvor en faktor er av primer

interesse.



V. UORDNET ASYMMETRISK SITUASJON

V (i). En asymmetrisk prediksjonsmodell

La oss anta at faktoren B er av primzr interesse. To mdl,
Ab 08 My foresldtt av Goodman & Kruskal, E{fj skal betraktes. Malene
A, og
b %% Mp
ut fra en asymmetrisk prediksjonsmodell. For at prediksjonsmodellen

svarer til X og n, med den forskjell at de er konstruert

skal ha mening, vil det som i IV (i) antas at pij~ene er kjente ved
konstruksjon av mélene Xb og ny- Den asymmetriske modellen, gitt i
Eﬂs s. 741, er fglgende:

I et gitt forsgk skal B's kjennetegn predikeres, gitt

1) Ingen informasjon, og

2) Gitt A's kjennetegn.
Siden B er av primzr interesse er de relevante avhengighetstrekk essen-
sielt av typen: "Forskjellen" mellom riktig B-prediksjon gitt A og
riktig B-prediksjon gitt ingen informasjon. Altsd er den asymmetriske
prediksjonsmodell beskrevet ovenfor en relevant modell & konstruere
mdlene ut fra.

V (ii). Malene A, og n, basert pd henhcldsvis optimal og proporsjonal

b b

prediksjon
Optimal og proporsjonal prediksjon for B er helt analogt med

definisjonene a) og b) i IV (ii). Dvs.

a) Optimal prediksjon betyr at man predikerer det mest sann-
synlige kjennetegn til B 1 tilfellene (1) ingen informasjon

og 2) gitt By

b) Proporsjcnal prediksjon betyr at man i tilfellet (1) predi-
kerer Bﬁ med sannsynlighet p 32 for j=1, ..., w, og i
tilfelle"(’z)9 gitt Aig predikeres Bj med sannsynlighet

pij/pi.° for j=1, ..., w.

Definisjonen av Ab og n, er helt tilsvarende med definisjonene (11)

b
og (12) av mélene A og n.

La Q

P(Riktig optimal prediksjon av B i tilfelle (i)), for i=1, 2.

o]
(¢}
U
1]

P(Riktig proporsjonal prediksjon av B i tilfelle (1)), for
i=1, 2.

[N
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Da er:
(1-0,”) - 1-0,”) o, q,”
Ab = 5 = = - (15)
1-9 1-Q
(1-P b) - (1-P b) P B P b
_ 1 27 _ 72 1
nb - b - b . (16)
1 - Pl 1 - Pl

Ab og n er relativ nedgang i sannsynligheten for feilprediksjon fra
ukjent til kjent A, ved henholdsvis optimal og proporsjonal prediksjon.
Malene kan uttrykkes pé felgende form:

v
.§lpim‘ Pom
A = =S - (17)
b -
. Pon
VoW 5 W 5 vV oW (pij-pi o) j)2
L LD /pi -Ip. r I = L
N D A I A 1 Pi.
n = = (18)
b W 9 W 5
l1-~-Zp. 1 -Xp .~
j=1 °) j=1 -
Noen egenskaper ved kb:
(i) ), er ubestemt hvis og bare hvis en p j=l.
(i1) 0 <2 < 1.
(iii) A, B eksakt uavhengige -» Ab=o.
(iv) Kb er invariant under permutasjon av rader og kolonner.
Egenskapene (1), (ii) og (iv) holder ogsé& for Ny s dessuten gjelder:
(iii)': A, B eksakt uavhengige <> nb=0.
Dersom A er den primere faktoren vil vi f& helt tilsvarende mdl:
W
jglpmj~ Pr.
A = 2l (19)
& . Pn.
voow v
2
Z I Pij /p = I ps 2
_i=1 §=1 *Jogmy
n, = (20)
a v 5
- top;,



18

Ved vurdering av hvilket mél Ay eller np

som er mest anvendelig i1 en gitt situasjon vil de samme argumenter gjelde

{eventuelt Aa eller na)

som ved vurderingen av. A og n i IV (ii).

VI. PALITELIGHETS-SITUASJONEN

VI (i).  Det uordnete symmetriske tilfelle

Situasjonen er beskrevet i I (ii) (se ogsd [2], s. 756). Det
spesielle i dette tilfellet er at Ai=Bi for i=1, ..., v. I denne
situasjonen er man ofte interessert i graden av enighet mellom to
metoder som A  og B vanligvis refererer seg til. For situasjonen
hvor kjennetegnene ikke innehar en relevant ordning konstruerer
Goodman & Kruskal, [2], et m81 ut fra den symmetriske prediksjonsmodell,

gitt 1 IV (i). Prediksjonsmetoden er som fplger: I tilfelle (1)

_— X - - } . .
predikeres den Bi med P; *p Py.tP .y m§§ (pi. P ). Tilsvarende

4

dersom A blir trukket.

T tilfelle (2) gitt Aiy predikeres Bi' Tilsvarende dersom A
predikeres.

La A= P (Riktig prediksjon i tilfelle (1)), for i = 1, 2.

M3let som foreslds er definert helt analecgt med XA, n, Ab og my:

1-A0) - (1- -
. ( li~A (-1 A3_21 (1)
1 Tl
Man finner: A, =3 (py, + P y)
V‘
A2 = 'Z P; , slik at
i=1
v
1
i§1pii 2 <py.+ D.M)
NS 22
r 1-3 (py,* P ) o

Noen egenskaper:
i) -1 < <1
p— I\-._-
ii) A, antar ingen spesiell verdi nfr A og B er eksakt
uavhengige, men som Goodman & Kruskal argumenterer, sé& vil et mdl som
A bare bli brukt ndr det er kjent at det er sammenheng mellom metodene

A og B, slik at denne ugnskede egenskap ikke er noen sarlig ulempe.
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VI (ii). Det ordnete tilfelle

I denne situasjonen har det vert vanlig 8 bruke mal av typen

>

T, = L D for en valgt k.

V .
Fiugks., er m.= I p lik sannsynligheten for at metodene *er enige®

(dvs. gir samme resultat).

VII. BLANDET SITUASJON

Et tilfelle som ikke er behandlet 1 ncen av de artiklene som
det refereres til, er'den situasjonen hvor vi har ordinalnivd for den
ene av de variable (Y; 7}, men ikke for den andre. Her vil vi nd
diskutere denne situasjonen, og fremme enkelte forslag pd avhengighets-
mal. La oss for enkelﬁhets skyld anta at Y har ordinalnivd. Hva slags
m&l man bgr velge vil bero pd hvilke trekk ved avhengighet man primert
er interessert i. Det synes naturlig & skille mellom fglgende tre
situasjoner.

.

tuasion. er av prim@r interesse.

jos]

0]
e

a) Asymmetrisk
b} Asymmetrisk situasjon. A er av prim@r interesse.

c) Symmetrisk situasjon.

o
~
s
joy
o
I
\:
5
173
[N
3
a3
¢
s
®
0]
9]
[}

Siden det ikke foreligger noen interessant ordning mellom kjenne-
tegnene til B, synes det rimelig at en asymmetrisk prediksjonsmodell som

iV (i), er relevant her. Fglgelig ber mélet vare konstruert ut fra

denne modellen. og n, er derfor passende mal.

o

Siden kjennetegnene for den primere faktor innehar en relevant
ordning vil det vare rimelig & kreve at mdlet iallfall ikke er invariant
under permutasjon av rader i kontingenstabellen. Dermed er alle mal i
den uordnete situasjonen ute av betraktning.

Et passende mdl synes da & vere et som er konstruert for den
ordnete situasjonen, dvs. v, siden vi fant at dette er det naturligste

av de tre som ble vurdert 1 III.
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- - o o s T b v o e oo o v e i 0 o

Denne situasjonen opptrer som fgr nevnt, ndr det er ingen grunn
til & gi den ene faktor priocritet framfor den andre. Intuitivt synes det
rimelig at et avhengighetsmdl i en slik situasjon er en funksjon av to

mél D,s Dy, hvor D, er et mdl i den ordnete situasjonen (-1 <D < 1), og

2° 1
D2 er et mdl konstruert for den uordnete situasjonen (O :_DQ < 1).
En slik funksjon h (D19 D2) burde da idealistisk sett ha fglgende egen-

skaper:

1) Invariant under permutasjon av kolonner.

2) Ikke invariant under permutasjon av rader.

Dette synes imidlertid & vere en altfor ambisigs forutsetning. En mer
upresis betingelse er:
h bgr utnytte informasjonen fra Dl og D2 i "1ike stor grad".

Dessuten kan det vare gnskelig at

h(D,, D,) = 0 <=> Dl= D.= 0 (23)

2 2

Eksempler pa slike mdl er:

i) h(py, D,) a(!Dl§+D2) ,a>0o0

2

ii) h(Dlg D2)

2
b(Dl +D2) , b > 0.

Mélene i) og i1i) vil vere ikke-negative. Dersom man synes betingelsen
(23) er uvesentlig, kan andre mdl av formen c(Dl+ D2) og d(Dl' D2)
komme p& tale.

Til slutt skal vi spesielt betrakte 2x2-tilfellet.

VIII. 2x2-TABELLEN

VIII (i). Utledning av et avhengighetsmdl

2x2-kontingenstabellen kan settes opp slik:

B |B
AP, 1Py, (24)
A 1Py |Poo

A og B er de to egenskapene vi skal méle avhengighet mellom. K'og B er
deres negasjoner (komplementer). Cellesannsynlighetene kan uttrykkes pa

fglgende form (vises i appendikset):
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Pyy TPy ,P oy + (871D pyy Py

Pig =Py P o = (8-1) pyy Py
Ppy = Py Py ~ (8-1) by, Dy
Poy = Py P o ¥ (8-1) Py, Dy
P11 Py
hvor A = === er kryssprodukt-forholdet.
P12 Py

Den eksakte uavhengighetshypotesen kan formuleres slik:

P11 Pop = Prp Poy (€7 4%1) (25)

Det er visse rimelige forutsetninger et avhengighetsmdal for (A, B) ber
tilfredsstille i en 2x2-tabell (se !ﬁ] og 6], s. 4). I de fleste til-

feller vil fglgende tre krav vare rimelige:

1) Milet md vare en funksjon av den betingede sannsynlighet for

B gitt A, p og den betingede sannsynlighet for

11/P11% Py
B gitt A, le/p21+ Doos eller alternativt av den betingede

sannsynlighet for A gitt B /pll+ Phys OF den betingede

9 pll
sannsynlighet for A gitt B, plo/F12+ Poo-

2) De alternative mdl i 1) skal vere like.

3) Mélet bgr forandre seg monotont, for et gitt sett av mar-

ginaler Py 2P nér avhengigheten blir sterkere.

.1

Kravene 1), 2) og 3) leder til at avhengighetsmdlet md vare en en-entydig
funksjon H av kryssprodukt-forholdet A. (Se [1].) H (4) vil vere
invariant under multiplikasjonen av rader og/eller kolonner, dvs. H (A)

gir samme verdi til tabellen (24) og tabellen

B B
AlrieyPyy | T195P, (26)
A1 TyC1Pyy | PoCoPy,

for alle ikke-negative slik at r,c + r.c

T1e To0 C10 % 1P11% T1CoP1o"
2 1D21+ r c2p22: 1. Det er dermed vist at det naturllge valg av

avhengighetsmdl i 2x2-tabellen essensielt er kryssprodukt-forholdet A.
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Her vil vi nd nevne fire mdl som er en-entydige funksjoner av A.

Yules ""coefficient of assoccation':

_ P11Po0” P1oPo1 _ a-1 2

d = " R —— (27)
P11P22™ P1oPpy

1

A+ T A+1

dl er det ordinalinvariante mdlet vy i 2x2-tilfellet.

Yules “coefficient of colligation":

_ "P11Ppp” YP19Ppy _ VA1 _ 2
d2 = = =1 - (28)
Vpllp22+ /b12p21 VA+1 YA+l
o = 1n A (29)

og selfglgelig A selv.

Yules to mél er strengt gkende ndr A oker.
La oss nd definere hva vi mener med positiv og negativ avhengighet
mellom A og B 1 tabellen (24).

Definisjon 3. Dersom A > 1 ) sier vi det er positiv

(P11Pp5> P1oPyy
avhengighet (p.a.) mellom A og B. Dersom A <1 er A og B nega-

tivt avhengige (n.a.).

Noen egenskaper ved Yules to mal:

(i) -1 <d; 21,4, >0 hvis p.a., di < 0 hvis n.a., for i=1, 2.

(ii) d, = 0 <=> A og B eksakt uavhengige.

(iii) di antar verdien -1, dersom P1;° 0 eller Pyo” 0, for i=1, 2.

d. antar verdien +1, dersom p,,.= 0 eller p21= 0, for i=1l, 2.

12

Dersom vi ikke er interessert i hvilken retning avhengigheten gdr, men
' 2 2
d

12 4y eller p2 vare

bare i graden av avhengighet vil et av mdlene d

passende.

VIII (ii). Et alternativt avhengighetsmdl

Det kan selfplgelig forekomme situasjoner hvor andre mdl enn de

basert pd A kan vere anvendelige. Her vil vi nevne ett:

P11Pss™ Py5P
. 11722 12721 (30)

Kendalls rangkorrelasjonskoeffisient: T
‘ "P1.P2.P.1P.;

eller sz hvis vi bare er interessert i graden av avhengighet mellom

faktorene. (For andre mdl se [1] og [3].)



IX. AVSLUTTENDE KOMMENTARER

Som vi har sett, vil de fleste mdal som er konstruert ut fra en
gitt modell ha den egenskapen at de er null hvis det foreligger ingen
avhengighet relativt til de relevante avhengighetstrekk mdlet er kon-
struert for, selv om andre typer av avhengighet muligens er tilstede.
Dette md vi vente siden vi skjerper "definisjonen av avhengighet™ i de
forskjellige situasjonene. Merk at for alle situasjonene, unntagen VI
(i), vil eksakt uavhengighet mellom A og B medfgre at mélet er lik null.

Til slutt vil vi igjen, som i I (ii}, presisere at ved valg av
avhengighetsmdl for en gitt kontingenstabell, bgr man velge det mdl som

gir best informasjon om de avhengighetstrekk som er av interesse.
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APPENDIKS

La oss vende tilbake til III (iii). Setningene 1 og 2 vil bli

bevist.
Setn. 1
m-1 ‘ m-1 ° e
- ~5—‘i TS Ty f_—a—-. Grensene oppnads dersom alle cellesann-

synlighetene er 1lik 0 utenfor en lengste diagonal i tabellen, og lik

1/m i diagonalen (m=min (v, w)).

Bevis

Antall celler i en lengste diagonal er 1lik m. Anta férst

v=m., Da vil O anta sin maksimumsverdi dersom de positive

d
cellesannsynlighetene er konsentrert i en lengste diagonal av typen:

-—

Videre vil m~ my anta g¢in minimumsverdi dersom de positive cellesann-

synlighetene er konsentrert i en lengste diagonal av typen:
(2) “

Ekstremumsverdiene blir oppnddd hvis cellesannsynlighetene er like i diagonalene

m

(iflg. [7]). Dvs. at max(m_~ my) inntreffer ndr I p,

. =1 for
. 1,i+k
i=1 —?

en k, slik at 0 <k < w-m og Ps 541 © % for i=l, ..., m.
,14

Herav fis

m-1 1
max (ﬂs— Wd) =2 % p. (z D o

RS . £ 5 S B
i=1 7° it>3i §'>i+k ~ ]

.. (2 L Paysr)

$155 jreitk 1O
=2m£l-l~(z i)—zmr‘~('z: zo)=2m5121=2{‘(m—l)+(m—2)
1=1™ 154" 1™ itsi jreiek MPiz1 itei ™

2 (m-1) m _ m-1 .

+...+l}:'ri'2- 5 —m
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Tilsvarende vil min (ﬂS“ nd) inntreffe nir

m-1
= i < W-
.§ pm~i,k+i 1 for en k slik at 1 < k < w-mtl
1=0
-1 . _ -
og pm—i,k+i == for i=0, 1, . m-1l.

Dette gir at

m-1
min (v_-7n.) =2%p .. .( I Z Pigss)
s AT g Mk s Sy B
m-1
~-27rp ., ..0 X T Diysg)
LA RN R S
Det ses at pi'j“ =0 for i' > m-i og j'>k+i fordi de positive
cellesannsynlighetene er bp., ., og hvis j'>k+i sd er
17, k+m~3i =
j*>k+m~i' siden i>m-1%. Dessuten ses at

= z 1 siden

z I Peyssm I Day .
. . .- . . +in-1 . .
i'>m-i jf<kti RN R P K if>m-i
F' = k#m-i' => §T<k+i
m-1
Herav: min (m_-m,) = -2 % 5 ;?.:- 22{1+9+,,,+ (n-1)} = - n-1 .
s d m - m

izl i'>m-i

Dersom w = min (v, w) blir beviset helt analogt. Forskjellen er bare den

m
+ - i pef 8 . . = -

at max (ﬂs d) inntreffer nar '§ pj+k’] 1 hvor 0 <k < v-m og

3=1
1 m
. . == in (7 - m.) i offer nd -
Pisk,j = m > °¢ min (7~ 7;) inntreffer nér jglpv‘k‘Jsl 1 for
-1 <k <v-m-1l og p . . = é-. Q.E.D,
- = “v-k-3.] m

~

Neste resultat viser at ‘T, er et spesialtilfelle av T definert ved (10).

Setn. 2

La Y-scorene a,. og Z-scorene bij vere gitt ved:

1]
+1 hvis y. < y. +1 hvis z, < z,
1 3] 1 ]
= i = xr - % .= .
aij 0 s }j og bij 0 z; z3
-1 "y, >y, -1 "z, >z,

i J 1 J



- P_- Pd
Paer T = T, = —~:E::T‘
Y /B
y
Bevis . aijblj
ol o
Fra (10): T = - 1?% -
{z a, « 7 bi' }2
iéj J iiﬁ J

Antall ordnete par blant k individer er k(k-1).
Det gir da at antall ordnete par blant de i alt n(n-1) ordnete par

v v

hvor 3;:= 0 er I X, (Xi ~ 1), slik at I ai.2= n(n~-1) - I Xs (Xi - 1)
J izl . . i%j ] i:l . .
.V
= nz— I X. 2
27 Lo

2 w 2 72

Analogt blir: T bij = n{n-1) - ¢ X .(X j"1) =n-IX 5 -
1] j=1 03 97 j=1 *

Dette medfgrer at nevneren i T kan uttrykkes slik:

1 v 2.1
{5 ai.z- 5 bi.2}2 = {(n°- yi2) (- 5 ¥ .°)}
it Y oa Y j=1 ** j=1 °
v ) w 1
=n® (@~ 2 g, D @-xa D =a’r P )7,
izl j=1 ;2

La U vare summen av scorene aij" bij for alle n(n-1) ordnete par,

dvs. U = a..b

it§ 13743
N& er det klart at paret {(yi, Z.), (yjﬁ zj)} gir samme score som
S
( T eide -
{(yjﬁ zj), (v zi);, siden ay 5 bij 254 bji‘
Dermed

U=27%a,.b,. (I a,Db,.erhva Kendall, [4], kaller total-
.. 13717 . 13713 -

<] <3 scoren §)

Videre ser man at for hver observasjon (yi, zi) i celle (rk) sd er

aij bij: 1 for alle observasjonene (y_]3 zj) i celle (r',k') hvor

r" >r og k' >k eller r' <r og k' < k. Tilsvarende er a.. bij=~l
J

for alle observasjoner (yj, zj) i celle (r", k') hvor r' >r og

k" <k eller r" <r og k"> k.
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Ellers vil alle par gi score Herav:
Ta..b,. =X (2 X+ (T ZTX.)+...+X o X
i< 13713 11 i>1 551 1 12 i>1 452 1] v-1l,w=-1 vw
- (X12 X21 + ...t Xv~1,w (.Z ij))
j<w
v-1 w-1 v-1 w
= I I X, (2 T X,.) -2 T X, (2 z X..)
r=1 k=1 7F i>p 5k r=1 k=2 °% i>p j<k I
Dette gir:
v-1l w-1 ) v-1l w
= 2 - p) L q..
U = 2n¢ ( § § qu(_Z I qij) 2n § E q, (. . qu)
r=1 k=1 i>r j>k r=l k=2 i>r j<k
- n2 -
n (PS Pd)
Dermed er
P -P
r=—3%. .. .5.4d Q.E.D.
n2/B B VP T
v z V. z

Det siste resultatet

(2x2-tabellen):

§etn. 3
Pyp = Py,Pp + (A1) pyypyy
Pyp T PP o = (A71) ooy
o1 = pz'p.l - (ﬁ‘:“'l) DlQPQl
Pop =Py P, t (A-1) P1oPoy - hvor A
Bevis
a) P117Py.P 3 T P17 (Pyytpyp) (Pyy*Py)
= P3Py (17Ppp) PPy =
3 - = . - - =
by P127P1 P .o = P1p7Pyp(1-Py )Py 4Py,
c) Po17Py. Py T Ppy7Pyy{17Py5) Py Py, =
d) Ppp Py P 5 = Py Ppy(1Py1)-Py Py =

som skal bevises er setn.

3 fra VIIT (i) i

P11Po0

Py1oPo1

= P117P11 (P11 P11y )Py oPs

- = (A- T
P11Ppp PygPpy = (A-1)Py500, -
=-(A-1)p

P19P217P11P95 12P21

=-(A-1)p

P19P217P11P20 12P21

P11PppPyoPpy = (A-1)P1 Dy

Q.E.D.
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